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RAPPORT 

SUR I£ HAIIUSCBIT SOUMIS A VEtèMDX DE VACADtBIIB *. 

La Géométrie descriptive, dam Tacception qu'on a donnée à ce mot de- 
puis rétablissement de l'École polytechnique, enseigne à représenter sur 
une surface plane les objets qui ont trois dimensions, et à résoudre par le 
seul secours de la règle et du compas, en partant des données d'un deasm 
gàmiéend, des qncslkms qui, de prime alicKd^ leinlilcndeiit exiger des 
moyens beaucoup plus compliqués. 

L'expérience avait conduit de bonne heure aux pmcMlm d'après lesquels 
les architectes , les tailleurs de pierre et les charpentiers construisent leurs 
épures; mais ces méthodes n ont été réunies en corps de doctrine et débar> 
fMsées de tout empirisme qae de nos joua. Ccat & M. Monge qu'on en est 
«ederaUe. Les Leçons de G^e^^lrie deBcnptife& ce ssmnt lUnslie» len- 
famenl tme exposition des principes delepopsdoe» qoi teim toujours citée 
comme un modèle parfait de clarté. On regrette^ toutefois, que cet Ouvrage 
ne soit pas plus étendu ; car les artistes qui n'ont pas fait une étude spé- 
ciale des Mathématiques ne peuvent se rendre les méthodes de projection 
familières, qu'en variant les données des questions et en s'exerçant sur un 
gjnuid wmim d'eawnplss. Déjà, en 18^2, M. Hachelle tewt ranipli m 
partie cette lacime par im sifiilÂiieiit fiussnt sat^ 
et auquel rAcadànie aooofda son appiolnlioii. 



" Ce manascrît est celai de la première édition. Le ch. IV du liv. IV n'en faisait paj 
pirtie. L'atlaa, dont le nombre des plancIiM « été porté à 60, et daiu cette 160001110 édi- 
ûm k 67, B^en patentait que 5^ 
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C'est ea suivant las traces èm deux -stvaits bous rtnoas de nonmwrt 
ses «nctens pfrfeMeurt à ftoole polytechnique, qnc If. ValMe a xédigé le 
Tndté oon^let dont rActdfaiie nonsa dung^ de loi vendre couple. 

GetOiiffi^f coiii|ioié dv'piiis de cfti^ ctnti p^Bt'inr^*'» ertdîvUé'a •'•*' 

(vofez la fin de l'Introduction). 

L'Ouvrage de M. Vallée est trop étendu pour que vos Commissaires aient 
pu s'imposer l'obligation de k lûe en entier. Us se Mut eomentéi d'exa- 
ininer avec attemion les parties les pins difficiles ^ et m plaisent à reconnaître 
qu'elles sont rédigées avec beanconp de.nédiode et de clarté. 

Les 5g planches qui accompagnent le texte sont parfaitement dessinées. 
Chaque épure offre, dans les plus petits détails, toutes les constructions 
qu'il feut exécuter pour arriver à la solution du problème , et néanmoins on 
n'y remarque aucune confusion. En un mot, il nous a paru que le nouveau 
Traité de H; Vallée» ett digne, aona ton>!eifq»por tt , de l'approbation de 
l'Acadâme. Il est à désirer qoe cet halnle bgàûear paisse troorer dans 
les enco ur age m ens du Gonveiééiiient , les moyens de Êvrer son Ouvrage à 
l'impression, et qu'il achève ceux dont il s'est déjà occupé, et qui doivent 
contenir les applications de la Géométrie desaiptive à l'art du charpentier 
et à celui du tailleur de pierre. 



L'Académie ^prouve le Rapport et en adopte letf ooàdnskns; 

Certifié conlbRqe à l'original , 

• Le Secrétaire perpétuel, Chevalier des Ordres 

de SsitttJkiehd «t da U L%iMt^BaiB0Br, 

; ' Signé DEXi.iiBKB. * 

1 
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IINTRODUGTION. 

1 



Nm idëes iw lont pas tonlM de nature à pouvoir être oonimu- 
niquées par le moyen d'une langne écrite ou parlée. Celles qui 
tiennent aux formes et aux positions des corps sont particnlièrô- 
mmt dans ce cas; aussi a-t-on souyent besoin, pour les trans- 
mettre, d'aider le discours de représeotations qui s'adressent k 
la vue. 

La Géométrie élémentaire, quoiqu'elle ne considère que des 
grandeurs fort simples , fournit perpétuellement des exemples où 
ce besoin de représentations se fait sentir. II est vrai que les 
figures quelle emploie ne sont pas absolument indispensables, car 
leur composition étant toujours expliquée par le texte, on peut, 
à la rigueur, les concevoir dans l'espace sans l'aide d'un dessin; 
mais comme elles montrent tout d'un coup des grandeurs que le 
discours ne décrit que successivement, elles sont toujours extrê- 
mement utiles. 

Ces ligures, malgré les idées de rigueur que l'on attribue géné- 
ralement à tout ce qui dépend de la science de l'étendue, sont 
pour la plupart tracées arbitrairement, et sans autre règle que 
ce qu'on appelle le goiit. Ou ne sait exécuter rigoureusement, par 
les principes de la Géométrie élémentaire, que les ligures qui 
représentent des grandeurs situées dans un même plan : les autres 
ne sont que des espèces de vues , faites d'après des conventions 
tacites: dépourvues quelquefois de toute exactitude. Ainsi, |)ar 
exemple, la figure du cylindre circonscrit àla qihère, quÂr- 

s 
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chimède fit graver sur son lomLeau, et qu'on retrouve dans tous 
les ëlëmens de Géométrie, est une ligure inexacte; parce qu'elle 
contient un grand cercle, qai ostceasé représenter la sphère, et 
qui selon des principes rigoureux ne peut remplir cet objet. 

Néanmoins les figures exactes et les figures inexactes sont de 
la même utilité dans les démonstrations, parce qu'elles sont aussi 
propres, les unes que les autres, à fixer dans 1 esprit Tidée des 
grandeurs qu'elles indiquent. Elles présentent seulement une 
différence bien remarquable, c'est qu'on opère avec la règle et le 
compas par le moyen des premières , et qu'on ne peut point opérer 
par le moyen de» teméres. Nous allons rendre cette vérité sen* 
srbiè, aameyen de deux problèmes. 

i^PnpfiLÈMS, Troispoinu étant donnés surunphm, trouver 
Te centre du cer^au^itel ils appartierment. * 

PxoBzàMMF. Quatre points étant donnés dans T espace, 
trouver te centre de la sphère à laquelle Us appartiennent. 

On sait qu'on résoudra le premier problème en élevant, sur le 
milieu des trois droites qui joignent deux à deux les [>oiuls donnés, 
des perpendiculaires à ces droites, et que le centre demandé sera 
le point d'intei section de ces per|><jndiculaires. Pour le set uiid, 
on sait que chaque plan perpendiculaire au milieu d une des 
droites qui joignent deux des points donnés contient le centre 
demandé , et que ce centre est conséquemment l'intersection de 
f quatre pla9$ déterminés. 

On coniuitldonc le moyen d'obtenir les solution» de oss den 
problèmes^ et il ««mblerait, d'après cela, que le Géométrie 
élémentaûe enseignât Un oonstniotioiii néotapaires pour les 
résoudre tons lei denjL : c'est pourtant œ qui n'est pas. On résont 
oomplèlçDi«i|;t le premier I parce <{ue les données qui Ini apper* 
tiennent, et. Ips eonfitroctions qu'il exige, aont toutes dana nn 
a^e plan.! «ok mtp qœ Je figure contient toi^ours le ocrde 
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AemAoâé. Il enesttontavtvwnent ponr le second : lemisonneirMift 
définit bien la position du omtndeia iplièteGltAreli^; unefigM 
de Géométrie élémemMircf lieti kl veprâleater, ainsi cpi^ 
10119 leg plan» qvîMfMj^nt snitaiiC«û«i<Mairà«t qiii i« détii)a»f«- 
seat} aiâll ce n'est pa» vne figm«' exacte sur laquelle on puisse 
«pérar flf pMRMbe k véritable grandeur de k àj^hère, oe a'est qu'une 
esfièce éi vue, qni aide l'esprit à eonwroir le iiiécciliMM éé k 
solution , et quin'est d'ailleurs d'auctta» «tïKté. 

Or, il y a une infinité de problèmes , très utiles pour Us âris, 
tpù sont dans le même cas qae le dernier de eetDÉ ftèus 
^examiner : il donc nécessaire d'srtoi^ un mof0tL d| 
tbastmim leurs solutions ; et pour cdk il fiMit t&fùk' opérer sur 
des granden» situées dans l'espace, aussi rigcnurenflemeiit q«W 
opèfeatr dks jaindui iiilwéMiHiMii ■« mlpto-pknu 

Opérer sur ées gratideiers connues, fepféiettte^ des gNfth 
iéhurs d^/btieB, e^est d-aiUevrs la même ehese; ear les epératiotM 
ngovxenses qni eernètiîseiit k tm résultat sont une dé^nitien de 
ce T^uftat. Afnsî, ayant r^lu la question de représenter un 

système de {grandeurs données, ou ce qui revient au naéme, de 
représenter un corps dont toutes les parties soient rigoureusement 
détinies de forme et de position , on saura fairesur dasgraindauis 
quekonques toutes les opérations po»ii)ie». 

Ponr parvetrirè: ta résoudre , nou& allons^ examiner la MtuKi dft 
dessin d*imrlatiou, et mxus verrons sortir de notre exanfie* ttH 
moyen de représentation qui rétmira k commodité' de0 epéhif^ 
tiens à la rigueur des résultats. > 

Imaginons dans l'espace un corps , par eiempie un polyèdre , 
ru par un spectatenr placé dansnne position fixe. Tous les poinW 
du polyèdre, visibles^peur le spectAtewr, e nv e rr o nt à son œil des 
rayons lumineux donirensembleprodaira^la perc^pition du corps : 
et si Ton considère séparéiaettt aneface 4e ce polyèdre , il est clair 
qu'elle sera la base d'nnapjniBifle'diMitJi'«Bii-aeiA la<SoaaJttet, et 
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qui sera remplie par les rayons lumineux. Gela posé , concevons 
qu'on place le plan d'un tableau en arrière du polyèdre, et qu'on 
prolonge jusqu'à ce plan les faces de la pyramide dont nous venons 
de parler j elles détermineront sur le tableau un polygone d'in- 
tersection qui sera l'image de la face eu question , et l'on obtiendra 
celle du polyèdre tout entier, en exécutant la même opération 
pour chaque face apparente. De plus , il suffira d'ajouter au dessin 
obtenu Tarlificedes couleurs, pour qu'il produise toute l'illu&ioii 
possible. 

Or, uu tel dessin est ce qu^on appelle une vue linéaire, ou une 
per$pecti{'€ linéaire (*) de l'objet représenté j et la position de 
Tceil du spectatepr ce qu'on nompie le point de vue de cette 
perspective. 

Les dessinateurs habiles parviennent, il est vrai, sans tout cet 
appareil de constructions , à former des images assez fidèles des 
objets qu'ils ont sous les yeux-, mais il est évident que leurs 
dessins représentent d'autant mieux les formes decesobjets, qu'ils 
approchent davantage de la periëction mathématique que 1 on 
vient d'indiquer. 

Revenons à la face polygonale que nous avons considérée. Si 
elle est parallèle au plan du tableau, l'image et l'objet seront deux 
polygones semblables qui ne différeront qnepar leurs dimensions ; 
et si elle est oblique, l'image ne sera pas même semblable au 
modèle : il sera altéré en tous sens, et de telle sorte que deux 
côtés , qui dans l'espace seraient égaux et parallèles , auront leuzt 
images inégales et non parallèles. , • 

Ëd b'ari^tafit i l'hypplth^ d'qi|« ftjoe pm^lèl^ aa plan -da 
' jtalilaau, onMyolt. qipiB, lÎLjdiififawe fntte Viiu^ et |e modèle 
'■t' ' •' ■'■ - - >f*" I l ^'"»'--tt' ■ ■ ' "■'>' .' ....i.. ) 

(*) On se contente quelquefois de la dënomin.«ition de vue ou de peftpec» 
tive, mais ici nous devons employer l'épithète de Unéain, «fin qu'om^M* 
lendeitolQfbiltoagt ne <pi iwlifti lym dH ^if>■^;^. ^r^\ i\ :; ■ -i<: 
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dimîiiiie, à mesure que le peint éé toc ifëloigne; c'est4-dite, à 
mesiire que les rayons Tistieto,- ménés dë Pceil % èbaqae point de 
rojbjet , 'deviémeiit moins diveijgens. Qtt*Mt i m»4-il si k pofint 
de vue , que l'en doit snpposèr plàcie sot unfe' perpendiculaire cbr^ 
xeflpondftiitff an oéntre dn taU^u, arél<%Be aases ponrqœ ces 
rtyonfrpDÎaseBt ^tn coniidépés eomme parallèles entre «dx? Il est 
évident j i*. qve toute ligae ^païaHèlé an plan dn taUean sera 
représentée danssa véritable i^ndèmr>et^'il ne manquera pins 
à la description complète de cette ligne ^ que sa distance è ce ]dan} 
A*, qne tonte ligne perpendicui^ive'sani ««présentée par nn point , 
et que, pour qu'elle soit entièrement connue , il ne manquera que 
les distances deses-CKirémitét au^plan du taUeau ; 3 ° . enfin , que 
toute ligne oblique sera représentée par une autre ligne, et que 
l!ott aura la longueur de la ligne représenté, quand on connaîtra 
les distances des extrémités de cette ligne au tableau ; car ces 
distances détermineront avec la ligne qui servira d'image, un 
trapèze dont les angles adjaccns à cette image seront droits, et 
dont le quatrième côté sera la ligne représentée. £n un motj 
toutes les arêtes du polyèdre, et toutes ses diagonales quelconques , 
seront représentées de manière qu'il ne manquera plus, pour les 
connaître entièrement, que devoir les, distances du tableau aux 
diiTérens sommets dp. polyèdre. 

Or, il est visible que ces distances seront données immédiate- 
ment par une seconde représentation de l olijet , faite sur un plan 
perpendiculaire au premier tableau ; et que chaque tableau sera 
représenté sur l'autre par leur commune intersection. 

Si le premier tableau est horizontal, par exemple, le second 
sera vertical , tous les rayons visuels correspondans au premier 
seront verticaux , et ceux qui correspondront au dernier seront 
horizontaux; toutes les lignes horizontales seront représentées sur 
le premier dans leurs grandeurs réelles, et toutes les lignes ver- 
ticales aussi dans leurs grandeurs réelles sur le second 3 toutes les 
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ligM oliUqniM «eront faciles à ooBStniira far k moyea de tr*- 
pèz«8 ^ serotti drfismiaës, et qui donncfoiit les engles de ces 
lignes et des thUesnii : enfin , esdkftM trouver It vériteble gVMS- 
dear d'mie ligne oblique reprëssniée sur les deux tableaux ^ on 
sam» trouver les giundeurs des c6t4ft d'un triangle «{neloMiqne 
dont en annit les n^iésenutions enr Us mêmes t^kanx -, et 
eounufr ns angles s'ensaivront, il est clair qn^oii ptmm osd* 
straiM dans leurs ifiéritables dimensions tontes les grandsovs dtf* 



Ainsi r<m pourra dëdaire delà r^présentalieti d'un plan quel- 
conque et de deux droites quelconques , le» angles des droites et 
du ]^an y^Fanglédes droites entieelles, leur ^ns courte distance, 
les plans misnés par les droites perpendiculaîrenientuii plas repré- 
senté, FinteMection de ces plans , etc; , ele. 

Tel est le mode rigoureux de représentation adopté par les 
artistes , et dont cette première idée ne 'peut que faire entrerob les 
aTautages. 

Les figures que ce mode exige , et qui sont déterminées, comme 
XMWSravonsdit, parles pieds des perpendiculaires aliaissées d^nn 
système quelconquè de points sur un plau^ s appellent des ptxh- 
jection.<> orthogonales. 

Quelquefois ces figures s'obtiennent par le moyen des inter^ 
seifitibns de droites parallèles entre eÏÏcs , mais obliques par rapport 
aux >p1ans des figure», alors elles prennent le nom de ptoJecHons 
Mques (♦)• 

Dans toûS les cas , On donne à ces plans le nom de plans de 

•!0i! '1 • iii. j r - • * 

lit(^>iU jr a «w^ IvpUpàinel 90rte de pruj^cti(]ii»^]o»a nomme propxti^ 
^^m^f parce que les ligpe^ qui les déterminent | partent to^i^ 
mé^me .(>oiat qà'on nomme centre. Ces projet lions s'^pellent proprement 

des perspectives : le livre 11 de!U Écîence du Pe^fiX eBMnine font (»'QSà 

L'ilv^ .J*Jo:j;*tî ai •ui<,f.A\'>'.^i « .u >lniu);j <lU'J»'«ia» lS<Uf« Rî^lBTxl 

s y rappwte. ^ 
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projection , et l'on connaît sons celui de Méthode <tex projections, 
les différentes manières d'opérer sur les grandeurs géométrkpMft 
par le moyen des projections obliques et orthogonales. 

Les objets dont on s'occupe dans la pratique ayant presque 
toujours une situation déterniirice relativement à l'horizon et à la 
verticale, il est naturel de ks rapporter à dee plans de projection 
horizontaux et yerticaux; aassi l'usage de ces plans est-il très 
fréquent. On nomme projectiona hortJBomtaleSf les projections 
iiiites sur des pians horisontanx ; «t ttXk» 4pà Mmt ftiites ftor de$ 
plans verticaux «'appellent des projecttonsverticalet. 

Dans les arts, on donne aux projections horizontales le nom. 
de plans, et aux projections verticales celui à^élévations. 

Lorsqu'il arrive que le plan de projection tranche l'objet repré- 
senté, comme lorsqu'on veut en Architecture faire voir des 
intérieurs , on donne à la projection correspondante le nom de 
coupe , qui se donne aussi à la section faite par le plan coupant. Si 
le plan de projection est vertical, la projection s'appelle coupe 
verticale i et si ce plan est koriEontal , on donne à la projection le 
nom de coupe horitontale. Cependant si Ton considère ces pro- 
jections, plutôt comme des projections que comme des coupes , 
on- ne leur donne pas d'antres noms que oeut d'éléwÊikms et de 
plau. 

Les plans, les ooopes, les ëlëfaiions, et ks projections quel- 
conques, s'appellent des dessins gétmtétratue, 

Vun des principaux avantage de ces dessins , c'est qu'ils sont 
souvent intelligibles pour les personnes mêmes qui ne savent pas 
de GéoanktWy et cda tient àee qu'ils font image. H sst-vrai, ainsi 
que nous l'avons dit tout4-llieure, que pour considérer une 
^ejeitlien co m menne perspective , îllknt supposer que le point de 
▼ne soit A Finfini , œ qui empédfe qu'elle puisse finie un ^tbien 
satis&isant quand on la voit de près; cependant c'est à la propriété 
desd)BBsinsgéométranxded«mner, par lasimple inspection, lldée 
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des corps qu'ils représentent, qu'on doit attriitoeriagr^iiide utilité 

dont ils sont pour les arts. 

Ceux du tailleur de pierre et du charpentier sont absolument 
fondés sur la théorie des projections. Ils ont néanmoins été per- 
fectionnés hien avant celte théorie j aussi doit-on avouer que les 
artistes, par les seuls efforts de leur esprit, et sans autre secours 
que celui d'une Géométrie très bornée, avaient résolu presque 
tous les problèmes importans que comporte la méthode des pro- 
jections , avant que cette méthode ne fîît considérée comme une 
science particulière, dont l'Art du tailleur de pierre et ÏArt du 
charpentier ne sont réellement que des applications. 

C'est l'illustre Monge qui ayant enseigné la Coupe des pierres, 
la Charpenterie , l'Art de déterminer les ombres des corps, la Per- 
spective, etc., a réuni les principes dv. ces applications, les a 
généralisés, et en a ibrmé un corps de science auquel il a. donné 
le nom de Géométrie descriptive. 

On peut la définir ainsi ; Cest la science qui enseigne les 
moyens de représenter avec exactitude les grandeurs géorné- 
triques f eth fairegraphiquanent sur ces grandeurs toutes les 
opérations possible. 

• « C'est, comme la dit M. Monge, une langue nécessaire à 
» l'homme de géniequi conçoit un projet, à ceux qui doivent en 
» diriger l'exécution, et aux artistes qui doivent eux-mêmes en • 
» ezécntor les diflSSrantes parties. » 

Elle a d'abord ëté enseignée à rËoole normale , ensuite à l'École 
polytechnique. Le savantanquel nous la devons, l'exposa de cette 
manière simple , latorelle et féconde , qui caraetërisaît son génie , 
et elle se répandit en Europe aveic rapidité. . 

Les leçons de M. Monge , publiées d'abord dans le Recueil des 
séances' de l'École normale, et snocesstvement réimprimées par 
les soins de M. Hachette avec un supplément, et par M. Brîsson 
avec des additions importantes, ne donnaient pas malheurense- -. 
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ment un Traité complet de Géométrie descriptive. J'ai osé entre- 
prendre ce Traité, et soutenu par le sentiment de son utilité et 
par les conseils de plusieurs de mes compagnons d'étude , la 
longueur du travail et la pénible exécntioa des figures ne m'ont 
point rebuté. Je serai heureux si mes efforts sont utiles à l'instruc- 
lion des jeunes gens. 

Je me suis particDliérement proposé de mettre la scimiee à la 
{Knrtëe des penonnM qui se destinent à la pratique des arts dans 
lesquels on emploie la règle et le compas. Cest vne tlcèe dont 
M. Monge a montré tonte l'ntilittf. Depuis q[uil a écrit , FÉcole 
polytechnique a propagé l'étude des sciences eiactes ; les heu- 
reux Mmltats' qn'il appdai^ se MMit en grande' pkrtie réalis^; 
nos arts se sont perftctionnéB rapideinent $ mais les conilaissahoes 
diëariqnes ne sont pas encore , À heauooitp près^ snffisftmment 



Un de nos savans les plus distingués, M. Ch. Dupin , dont le 
nom veriendra souvent dans cet Oorrage, indique, comme une 
cause lemaïquable des mocés manufacturiers de rAugleterre, 
les soins qu'on doniie k Tinstructton des ouTriers anglais (*). 
EffectÎTement les déoouTertes pratiques ne peuvent guè?e être 
fiiites que par les homniesqui manient les instrnmens d'exécution. 

Ces hommes, en France, sont habiles et intelligens; il faut 
donc, comme Ta dît M. Monge , diriger leur instructhn venta 
-connaissance des objets qui exigent de t exactitude. 

C'est par là que noos parviendrons à donner à' nos produits , 
pour un modique prix, des qualités qui les Êissent rechercher; 
et c'est le seul moyen d'établir entre nos manufactures, et celles 
de l'Angleterre, vne concurrence que industrie fiançaiseréclsme 
43ommeBn de ses [^mniers besoins. 



(*) InIrodiiGlion d'an Boama cours de Géonélrie et de Bféaâi^ 
par Ch. Dupin. Fuii, i8a4> 
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xviij INTHODUCTION. 

D'après cela, j'ai dù persister dans le plan.da dottner la Géo- 
métrie descriptive sans anpniiiter leaecounde TAlgibis 

Pour atteindre ce bnt je devais eiposer synthétiqneinent la 
théorie des sections coniques. Mon travail sur cetobjet était d^à 
fort avancé, lorsque le Tlraàé des propriétés proje^wet à» 
M. Poncelet a paru : il m'a été d'une utilité que j'indiquerai dans 
la suite. 

JedémontredanslaNote première, à la (in de l'ouvrage, pour 
les personnes qui n'ont pas étudié Tapplication de l'Algèbre à la 
Géométrie, les propriétés tout4-fait élémentaires de l'ellipse, de 
l'hyperbole et delà parabole; et dans un chapitre des intersections 
de surfaces, je complète la théorie de ces lignes et fais voir leur 
identité avec les sections planes du cône à base circulaire. 

Je pense qu'au moyen de ces additions, et de quelques autres 
améliorations qu'il serait surperflu d'énumërer , le lecteur qui ne 
connaîtra que la Géométrie élémentaire pourra facilement arriver 
à la connaissance de toutes les propriétés importantes de l'é- 
tendue. 

J'ai eu soin de mettre en petit caractère toutes les parties diffi- 
ciles qu'il n'est pas nécessaire d'étudier pour aller plus avant. Les 
personnes qui se proposeront d'enseigner la Géométrie descriptive, 
et celles qui , se trouvant arrêtées par quelques difficultés , au- 
ront besoin d'approfondir la matière , devront seules recourir 4 
ces parties , dans lesquelles j'ai tâché d'éclaircir tout ce que la 
science présente d'embarrassant. 

Quant aux lecteurs qui se destinent ans arts, ils ne sauraient 
arriver trop vite aUx ajqilications, et ils devront éviter les détails 
didactiques qui ne seraient, pas indispensables à FinteUigenoe des 



(*) Les Traités de la Coupe des pierres et de la C/iarperUe , dont je m'oc- 
cupe, et le Traitâdk la Sciaiee duDâuùt, ipiâiié en i8ai^ sont conçus 
dans lei mènes Wà.' ' 
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jwrticsdu texte imprimées en gros caractère : ces détails leur pren- 
draient un temps qu'ils emploieront plus utilement à former leur 
goût pur l'ëtude du Dessin , et à acquérir des idées justes en Phy- 
sique^ en Chimie, en Mécanique , 9^ Économie inêustrieUe, etc. 

Les déoumatrations étrangères à Toi )j et principal delà science, 
les édUiidasoBens , les olMervations pratiques, etc. , sont rejetës 
dans les Notes qni terminent ce Traité. 

Il est divisé en livres et en cliapitres , de la manière suivante : 

UVlt£ I. FRÊLIMINAIRES. 

CHAP. I. Rolioiis feadaBMBtalaa. ■ * 

CHAP. II. Résolution des principaux prdl>Iènies qw FoB peat frofHMer sur le point , la 

ligne droite et le plan, c«n«i<lérés par rapport aux plans de projection. 

Conventions sur la manière de mettre au trait les lignes des épures selon 

leur ob^et 

CHAP. m. Problèmes relatif» «m poioU, «n 1%BM droitoelanx phat. 
CHAP. IV. Des ligMS ooudbai. 

LIVRE n. SDBFACES COURBES. 

( HAP. I Du mode de représentation des surfaces courbes. 
CHAP. il. Des surlaces çjlindriques, €oni<}uec et de rérolution. 
CHAP. m. Dm aorfiMM gandMi. 
CiBAP. nr. Dei fiir&Mi anekppei. 

LIVRE m. PLAINS TANGESS. 

CHAP. !• Des plans tangens dont le point de contact o^t donné. 

CHAP. Il* De* plans tangens menés par un point donné au dehors d'une sur&ce. 

CHAP. Ht Pes ptm» tmagwM menés pmttMwiwiiit k rnw dioile Jornéa. 

CHAP- IV. Des plans tangens mené» par une droite ilniiuto 

CSAP. V. Dos pUns Uogens h. ploiinm rarfaoeti 

LIVRE IV. INTERSECTIONS DE SURFACES. 

CHAP. I. Des intersections de plans et de «nrfiMM ooorbeei 
CHAP. H. Des intersections de surlaoes cooribeik 
GBAP. IIL Dea tengenteeem inlefNOtiaMde nrfteea. 
CHAP. IV. DwwotieaeceiiiqMik 
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XX nmoDVCTioN. 

LIVRiB V. Q1]EST10NS DIVERSES. 

CHAF i- Déroloppement des suriaoM. 
QIAP. U. SurlMaphèMl. 

GDAP. HL Fmbttvies de Tri^ométrie «phérique. 

dlAF. Vf. GoMtraoUoa d'an point donné de plnnavn uanièrM dans l'etpAoe. 

LIVRE VI. œBCPLÉMENT. 

CHAP. T- Des surfaces gaucbes. 

CHAF. II. Des enTeloppes et de leurs arête» de rduroMMnifiit. 
(CfUP.m. twyiiM, <B> wij wd»«w" t w, «tdet d é wb ppée » de* lignet 
PiiwrMd««e«^bmitdMlisMd»«MiftmdaMrAMioowbH. 



I 
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GÉOMÉTRIE 

DESCRIPTIVE. 

LIVRE PRËMIËR. 

PKÉLIMINÂIBES. 

CHAPITRE PREMlEi;. 

Notions fondamentales, 

I. Oh appdle projection orthogonale d'un point sur un plaiif le pied de 

la perpendiculaire abaissée du point sur le plan. Ainsi , en menant par un 
point A une droite AB perpendiculaire au plan MNO, le pied B de >♦ 
cette pei'pendiculaire sera la projection du point À sur le plan de pro- *' 
jedkm MNO. 

3. Nom «ppeneram la ligne AB qui sert à déterminer la prqiection B 

do point A, ligne ou droite pi-ojetantc (lu point A. 

3. Si des points M, N, P, Q. . . , d'une ligne quelconque, on abaisse Fi|.a. 
des perpendiculaires MM', NN', PP', QQ'..., sur un plan de projec- 
tion XYZ , la suite des pieds M', N', Q . . de ces perpendiculaires, 
fonnerasar le plan XTZ» une ooorbe particulière M'N'FQ'. .. , qui aera 

^ qu'on «i^Mdle la projection or^t^fonale de la ligne BINFQ. . . 

4. Si la ligne donnécMNFQ. . . est une ligne droite, les perpendicu- Fis.!, 
laires MM', IS'N', PP', QQ', etc., abaissées de ses diflërens points sur le 
plan de projection XYZ seront dans an même pian , passant par M Q , et 
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l'J. I. perpendiculaire au plan X.VZ. Donc, les pieds de ces perpendiculaires 
'"^ ^' seront sur rintenection M'Q' de deux pUns, c'est-à-diie sur une ligne 

droite; donc la ^«^ecUon orthogonale M'Q' d'une droite, est elle-même 

une ligne droite. 

Une droite clant déterminée lorsqu'on connaît deux de ses points, il 
suflira d'ohtenir les piojeclions M' el Q' de deux points M et Q de la 
droite MQ, pour cuuslruire la projection M'Q' de celte droite. 

Et puis(^ue le plan MQQ'M' est perpendiculaire au plau de projec- 
tion XYZ , on pourra considérer la projection M'O* de MQ comme l'in- 
tersection du plan de projection avec m second plan MQQ'M' , mené 
par MQ perpendiculairement à XYZ. 

•j. Le j)lan MQQ'M' qui passe par une droite MQ, et qui est perpendi- 
culaire à un plan de projectioa XYZ, eit ce qu'on appelle le plan pro- 
jetant de cette droite, 
rifi. a. 6. Les surfiMses qui sont formées par des droites MM' , NN', PF^QQ'. . . , 
abaissées des points d'une courbe IVINPQ. . . perpendiculairement à un 
plan de projection XYZ , sont appelées surfaces projetantes j à cause de 
leur analogie avee les droites projetantes et avec les pl;iiis projetans (*). 

il est clair que la projection ^f'X'P'Q' . . . d une li<^ne (ourbe MNPQ, . 
n'est autre chose que rintersectiou du plau de projection XYZ avec la 
sui^ce projetante MNPQ. . .Q'PTt'M', menée perpendicnlairement au plan 
XYZ par la courbe M]\PQ. . . 

7. Ainsi que l'introduction a d& le fiûre tt foro&nir, on pcol , en géné- 
ral , opérer sur les grandeurs géonietriques au moyen de dénie plans rec- 
tangulaires de projection. Dans les arts, l'un de ces plans est feori/ontal , 
et l'autre vertical j en sorte que les ligues projetantes qui correspondent à 
• la projection hocùtontale, ont une «îloalbn Tertieale , et que lés lig ues prty- 
jetenles relatives à la projectioa rêtIkÙB, sont dtt horiioatsles» 

De là est résulte l'usage de oonsidftw toujours Tua des plaiii de pR>jei> 
tiflin comme horizontal, et l'autre comme vertical. Cet usage est très avanta- 
geux, parce qu'au moyen d'une supposition toute simple, il fixe les idses 
sur des dispositioii^ principales dont tout le monde a le sentiment. 

Quels que soient donc deux plans rectangulaires de projection , noils 
nommerons l'un» et oe sera d'ofdinaire eelui dont Ten^ploi sèm le pios 



(*) On, verra par la suite (s6^ que Ics lorfiiees pnifrtiMilM iqpparticDiieat à la ùaaSk 
éu «arfroes ctjrlindrtqiMti 
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remarquable, plaïf horizontal , et nous donnerons à l'autre le uoni de 
plan vertical' lignes perp^adiculaires au prenuer s'appelleront consé* 
ipyrrunTîTi* 4m Upm vertipalfit, e| ceUes qui hii seront paraHèln sevoiit 

a. h% %iie d*ûMmM8ln»n 4m 4ew pitn* dt projcciioii aapprikra %w 

de terre (♦). 

g. IN'ous ne doiinerous aux projections rc^pithète d'urthogoualeâ que loi'fr-, 
qu'il s'agira de k-!> distinguer dus projections obliques. 

Pour donner une idé« claire de œt denûàres, conoerODs qu'on ait: 
ooiMtnût tor in plw 1m ppojecliMtt <^ 

et d'ope ligne coîtribe, et inagiaons que l'on pvobnge k Ugne projetante 
du point, la plan projetant de k doôiiei et le aarfiioe projetant» de la 

courbe, jusqu'à leui's intersections avec un plan incliné connu : ces inter- 
sections seront sur ce plan , les pro^ectious o}>liques du puiiit, de 1^ droite 
et de la courbe cq question. 

On n*a reooorsanx projectiens oliliques , et aux plansdfe prajectioa dblî-* 
ques entre enzt qne loni|nll réralle qnelqne siraplificalion dop^tion 
lout-à-fait évidente. D'après cela , nous nona OOCUperons uniquement des 
projections orthogonales faites ^nr lies plans rectangulaires (♦*). 

lo. Gîla posé, passons ù l'us^'tge des plans de projection, et niontmns 
d'alMrd conuneul ou réunit le plan vertical au plan hoi'i?.oulal , par un ru- 
battcaneot lait aautour de la ligne de terre. 

Soient YUTSet PQlOdens plans rectangulairM qndoonqoM de projec- pi. r. 
tî<ni , et cnppeaoni que L'on prenne lé premier pe«r plan irârisontid, et le ■^'s* 4; 
denuer fmir plaB tertical. Pour pouvoir opérer sor le système de ces 
plans, on ima^jine que le plan vertical PQRO tourne autour de leur inter- 
s«cliott commune MiN , et qu'il vient coïncider avec le plan liorizontol. Il 
o«t clair, en supposant que les figures MNTU, MNOP, RINSV^ MNRQ, 
seifBt quatfa «ectani^- ^ux, qu'après -le nNMnrement, la partie snpsî^ 
riewe MMIIQ du plan Tcriiad m tronyera confondue avee le rectangle 
MNSV , et la partie infiàîenre MNOP, dn même plan vertical, avec le rso* 
tadgle MNTU. 



(*) Ce nom rient de ce que, dans Ie$ applications où Ton prfiad le sul pour plan Itoi i- 
sont.ll , l'intersection des deux plans de projection représente le terrain sur le plan rertit.»!. 

(*') Lorsqu'on connaît l'emploi des prujectious ortiiogoiialcs, on connaît aussi celui ilen 
pwjss U o M oUiqaefc On vem, b**6i3 et 6i4, an eianple dcFenptoi de osi dernières 
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Pl. I. Coii-itruisous sur un plan le rectangle vuts égal à VUTS , et menons Itf 
f,'5. ' dl'oite mn de manière que les parallélogrammes inrUu , hui.h', soient égaux 
entre eux. On poonm ren^koer p«r la figure vuts, le système des deux 
plans de projection VUTS, PQRO (mtppOÊé réduit an seni plan PQRO, 
par le Fabatlement du plan vertical sur le plan horizontal), pourvu que 
l'on conçoive perpe'tuellcmcnt, que l'un des deux plans de projection soit 
relevé perpendiculairement au plan vuls , au-dessus de la ligne de terre mn. 
Ainsi , quand on considérera le rectangle mrUu comme un rectangle hori- 
aontal, on concevra le rectangle mnsv comme relevé perpendiculairement 
à la figure autour de la droite mn; et quand on considàreitt le rectangle 
mnsv comme vertical , c'est le rectangle mntu au contraire qui sci^ à son 
tour conçu comme relevé sur mn perpendiculairement au plan de la figure. 

De plus , le plan unique vufs pourra remplir le même objet que les 
plans séparés VUTS, PQRO; car la ligne de terre nm réunira sur le plan 
vuts la prajection horizontale et la projection verticale, tout aussi bien 
que si dies étaient dans des ^ans rectangulaires menés par cette ligne ; et 
l'avantage de n'avoir qu'un plan rendra toutes les opéiatums finîles* 

Montrons maintenant , comment On représentera sor ce pian^ un point, 
une courbe et une droite, 
l'ig. 4. II. Soit A un point quelconque situé entre les plans de projection 
M^TU, MiNUQ, et concevons que l'on ait abaissé de ce point les lignes 
projetantes Aa, kb, qiû déterminent la projection horiaoniale a du point 
A et sa projection verticale 6. D est diàr que ces deux projections d^ 
niront la position du point A : en efiet, la première exprimera qu'il est sur 
la verticale «A , la seconde sur l'horizontale h\ ; d'où l'on VOit qu'il sem 
nécessairement la commune intersection de iik cl h\. 

Cela posé, rabattons le plan MiNllQ en MNSV ; le point b viendra s'a- 
battre en a', et les deux points aîlial définiront 4a position du point A; 
car» connaissant la ligne de terre MN, il ne s'aura que de rdever le plan 
MNSVen MNRQ , pour ramener le point en et trouver conséquem* 
ment la position du point A. 

Nous devons conclure de là , que lorsqu'on connaît la projection hori- 
zontale a d'un point A, et le rabattement a! de sa projection verti- 
cale b , rabattement que l'on nomme aussi la projection verticale du point 
A, on connaît la position dé ce point par rapport aux plans de projection. 

1 2 . Et comme le plan des deux lignes projelantes ha, hb, est perpen- 
diculaire aux deux plans de projection, et par «smèqpaoA \ leur înlwfHHfr- 
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tion commune , il coupe nécessairement ces plans , soÏTant deux droites a/i , hi. i. 
bhj perpendiculaires en un même point h de la ligne de terre MN. Or , ' ^ 
lonqoVm rabat le plan BfNRQ en W$SV, la ligne bh yient en o^A; Yaof^ 
MM ne -rarie pas dans le nrauvenient; donc les an^^es d'AM, oKM, MM 
droits ; donc la ligne nht^ est ime ligne droite : donc enfîn , après la réu- 
nion des deux plans de projection en un seul plan , la droite aa qui joint 
les deux projections a fit a' d'un même point, est perpendiculaire à la ligue 
de terre MN. 

i5. Les lignes ûfh, bh, étant éffUieB entre dles et ^pdes à la hauteur 
Aa da pdnt A m-daius du plan borisonlal, on peut remarquer que lés 

p fq j ect i ons a et a' donnent d'une manière fort simple la position du point 
A auquel elles appartiennent. Eti efTef , la projection liorizontale a dé- 
tenuine la vcrtii aie tiA. qui contient ce point ; et la projection verticale 
a', par sa distance u'/i, a la ligne de ten-e, indique à quelle hauteur, au- 
JuMiiMi dn plan horiaontal, est sitoë 1» point A sur la verticale aA. 

i4> Diaprés ce qni précide, n l'on mfae sur le |^ Mi£f nne ligne quel- Fi*, s. 
conque PP', perpendiculaire à mn , et qu'on prenne sur cette ligne ua 
point P que l'on concevra sur le plan horizontal , et un point P' que l'on 
concevra sur le point vertical , ces deux points représenteront un point de 
l'espace dont ils seront les projections, et qui sera situé dans la vertii nlc 
passant par le point F , à une hautenv ««dessos du plan horizontal égale 

15. Un point étant, comaie on Se voit, rigonrenseraenf repféBenté par 
SCS deux projections, il est natard» pour le désigner , de les nommer l'une 

et l'autre. Nous indiquerons en conséquence par (P, P ) le point dont P 
et P' sont les projections, et nous mettrons toujours entre parenthèses la 
projection horizontale P la première. 

Lonqu'un jpmot P sera situé dans Pnn des plans de projection , il sera ' 
Ini-mème sa pwjection snr ce plan ; il aura sa deuxième projection p 
sur la li^nede terre , et nous l'appellenHis simplement le point P. Cepen- 
dant , lorsque la clarté du discours l'exigera , nous le désignerons comme 
à l'ordinaire au moyen de ses deux projections. 

16. Sachant représenter un point, la manière de représenter une coui he 
ne donnera lieu à aucune difficulté; car les deux projections de cette courbe 
détei iHtneropt eomplèlenent sa forme et sa position. Pour le prouver , 
soit ABC la projection horizontale d'une courbe, et A'B'C sa projection 
vtrticale rabattue suc le plan horiaontal. Il est dair que si Von mène per^ 
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ri I. pendicuIairaaMat à la ligne de terre une dvoil^ fjmfrifnqm VB', die' 
' déterminera ea général rar lei ligoea ABC» A'B'C, (temi pointe 
B et B', qui seront les deux projectioiu d'en point (B, B') da k 
(uurbc en question. Or, on connaîtra la position de ce point dana l'es- 
pace , d^ que la ligne BB sera racnw;. Si donc ou fait varier la posi- 
tion de oette ligue, en la laissant toujours h aogle droit sur mn , on 
connaAtom sucoe«iTement les poâtioiie de touR pmol» à» U courbe ; 
donc la forme et b position de oette courbe sont exactement déorîlM par 
le^ projections ABC, A B C. 

17. Si l'on veut se figurer aisément la silualion de cette même conibe,'. 
on imaginera par les différcns points de la ligne ABC , des perpendicu- 
laires au plau horizontal ; ces perpcudicuiaires lorraei-out une première 
sur&ce projetante facile à oonoeroir : 00 îmagioem pareiBement une se- 
conde sur&ce projetante menée par la ligne A'FC; on conoevm qne le 
plan vertical soit relevé' perpendicnlaiyemewt Mi plan bomoalal avtonr^ 
la ligne de ten'e , et les deux surfaces projetantes devant se ooaper niFant 
la courbe dont il s'agit, ou aura, par l'idée d«s fiBiiiiesdieoo8SwfÎMaB> Celle » 
de la situation de cetti.* courbe.) 

18. Pour désigner une ligne courbe, uou;> écrirons ses projections , en 
commençant par la projection bonsontute, mhf 1m bmachei dfone pare»-. , 
thèse : ainsi celle dont nous venoM de nous ocoiiner s'MpeUem la courir - 
(ABC. A'B'C). 

Lorsqu'une courI)e sera dan* l'un des plans de projection , elle sera 
elle-même sa projection sur ce plan, elle aura pour seconde projection la 

. ligne de terre, et nous nous contenterons ordinairement pour la d^iguer 1 
de la nommer ella-méaie. 

l, 19. Suppose»» maintenant qu'il s'agieie de nepeâealer une droite quel- 
conque CD, située comme on voudra par rapport aux plans de projection. 
On mènera ]>our cela par cette droite deux plans CDdc , CD/i^ DMpcBti- 
vemeut per|icndi< ulnircs aux plaas MNTU, MIVRQ; ils diiterroineroot sur 
ces plans les deux projections cjj ej, el loi-squ'on rabattra le plan vertical • 
sur le plan boriiontal, la e/ , vieudra s'abattre eu c d. Or les 

deux projections cd, €fd , déterminarpnt la droite CD; otr « rontâàre 
par la première un plan prajeUnt vertical cCDr/, et qu'ayant fHBMiiié le • 
seconde en cf, on mène par cette droite ef le |4aB pi»jelaat eCiy, Xva** 

terscction de ces deux plans sera la droite CD. 
Fig. c. Il suit de là, que si Ion trace sur un plan asjsvVf uae dfX)ite !««; qqe 
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l'oo prenne cette droite pour iutersectiou d un second plan perpendicu- pi 
fairBimrpiwiierj que l'oD.tme danx drohct PQ, FQ-, sur le plan xJx^v ■, Ki? 'c 

roa n iiiyéÉi U pwmièw aT Itf plm même de Ut tigure, et que l'on 
imagine que la seconde sot m» le rebaUemeet du plan peipendicaleiie, 
les lignes PQ , FQ' , représentorait «ne dioite ddnt la fMMtîâo aen oorniae 
par rapport au plan jcyzw. 

■ Si l'on veut avoir un point de cette ligne , on mènera une droite qnel- 
•conque PF perpendiculaire à le ligne de terre j elle coupera les projeo 
■4om PQ, FQ', eo dcnac pmnlsP etF, qui délecmiaeront un point (P,F) 
situé dans la verticale meatfe par le point à mw heoleiir a«-deiaas 
du plan horizontal, et ce point «cra aw U droite en qoeition. 

20. En déterminant ainsi plusieurs points de cette droite , on se tetait 
l'idée de sa position ; mais il est évident cpie le moyen le plus simple et le 
plus natuvel qu'il convienne d'onaployer pour se la lij^'urei- dans l'ospac.' 
«\Brt de- OOMefoif ka idettx ^plans projeiaus dont elle est l'intcrscctiou et 
"qtn eoRmpondeiit à «et projeclimu; 

ar. Nom eMploiaR»*, poàr désigner mie ligae droite, la m4me nota- 
tion que nous employons pour désigner les points et les lignes COnrtee« 
Ainsi PQ et P'Q' étant les projections de cette droite , nous rappellerons la 
droite (PQ, P'Q'). Nous aurons soin d'écrire tOBjonj» la projecti<» hori- 
•aovlale PQ la première ento« prentheses. 

LomqaW draile «m eitnëe dam l'on dm pkas de projection, elle aun« 
la ligne de tene pour seconde projection, et non» l'mdiqMrow tout niai- 
pleraent en la nommant elle-même. 

32. Connaissant la manière de représenter un point et celle de représen- * 
t«r une droite, il s'ensuit plusieurs moyens de définir la position d'un plan • 
car on peut se le donner par le système de ti'ois points, par une droite 
•t mi peint, ou par le sjstèmè de deux droites. Mais aucun de ces 
yaapm, eomiiM dam cet dlat de gMnlit^, ne convient i>our re- 
présenter an plan. Le système de trois-poinb est compliqué et ne donne 
pas immédiatement l'idée du plan que ces points déterminent. Lesyslàme 
a une droite et d'un point a les mêmes înconvénicns. Quant au système 
de deux droites , il est en général encore plus compliqué que les précédent, 
pmsqoe li leprësentation de ces droites exige ordinairement l'emploi de 
^po» fn^fiKSàami m«l», en le timpKffent, il denedt le plus commode 
<t le plus naturel qnVm pnisse imaginer. 

fa e«rt, on pwl pirendre pour lia di^K dioiMB ddi^^ 
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PI- t. plan , celles AB, BC, saivant lesqncUetil ooape les deux plans de projeo- 
^ tion. AIms ces deux droites suffisent à leur propre rqwéientatioii, et en 

concevant le plan vcrlical relevé aa-dessns de mn, elles donnent îmmé* 
diatement l'idée du plan auquel elles appartiennent. 

2^. Les intersections AB, ^C, d'an plan avec les plans de projection ^ 
sont appelées ses traces. 

a4. En géaénl, tonte intenection dVme ligne on d*nne sni&œ avec les 
plans de projection, prend le nom de trace» Les traces qui sont sâtoéessor 
le plan horizontal s'appellent des traces hoHxùntales ; et celles qui sont si- 
tuées sur le plan vertical , s'appellent des traces verticales. 

Il est évident que toutes les traces horizontales possibles se projettent 
sur le plan vertical suivant la ligne de terre. De même , toutes les traces 
verticales ont la ligne de terre ponr projection horizontale. 

a5. D'après cda , une drmte AB étant llnlevBectioa d'un plan donné 
avec le plan horizontal de projection , cette dmîte est ce qu'on appelle 
la trace horizontale du plan donné; elle est elle-même sa pro}0Ction 
horizontale , et elle a pour projection verticale la ligne de terre mn. De 
même, l'intersection B(. du pl;in donne et du plan vertical est ce qu'on 
nomme la trace verticale du pian donné. Cette trace est elle-même sa 
projection Terlicale, et la ligne de tene iwi est «a projection horiaontale. 

36. Comme on l'a déjà dit, les devx tmoes AB, BC, d*nn plan qaA" 
conque y le déterminent complètement; et il est dair qu'elles se oonpept 
en un même point B de la ligne de terre. 

27. Quand nous voudrons désigner un plan, nous hî nommerons, au 
moyen de ses traces écrites entre parcntiieses , la trace horizontale la jne- 
mièie. Ainsi, le plan dont on vient de sWuper, s'appellem le plan 
(AB»BC). 

Loraqn*un plan sera perpendiculaire k IW des plans de |in>jectioBy sa 
trace snr ce plan suffira pour le déterminer, et nous la nommerons souvent 
seule quand il faudra le désigner. D'après cela , le plan projetant vertical 
de la droite (PQ, P'Q ) , s'appellera simplement le plan r(^; et le pian 
projetant perpendiculaire au plan veitieBl, et j^pparlenant à le même 
droite, s'appellera le plan P'Q'. 

'38.- Conclaons donc de ce qui précède, qu'an moyen d'une surface 
plane sur laquelle on trace une droite, que l'on conçoit être la charnière 
d'un plan perpendiculaire à cette surface et rabattu sur elle , on l epi ésente 
^^oureusement , et d'une manière très simple , un point , une droite [pourvu 
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qu'elle ne soit pas perpendiculaire à U ligne de terre (34)]» ooe courbe .et 
un plan quelconques (*). 

ag. En général, les projections horizontales la finit sur la partie anté- 
rieure MNTU on noiAi du pUui horiMatal , et les p ro j ectio n s Teiticales pi. i. 
sur la partie supérieure MNRQ du pluiTeftical, iaqôrile est nbitlnesQr ^ 
le plan horizontal en MNSV ou mns%: ** "'* 

Mais cela suppose que les grandeurs que l'on représente soient dans 
l'angle UMQRNT des deux plans de projection, et c'est ce qui n'est pas 
toujours possiMe : car les données d'une qoeslkm , les grandeurs qui la 
rénlvent et odies qoi oonconrent à sa i^lnlkm, pur lear nature ou par 
le choix des |dans de projection , peuvent pénétrer dans les quatre angles 
de ces plans. Alors on est obligé d'employer avec les parties antérieure et 
supérieure de ces mêmes plans, la partie postérieure MKSV du plan hori- 
zontal et la partie inférieure MÎNOP du plan vertical. 

5o. Cela exige qu'on ait toujours dans la pensée l'idée hum nette des 
positions des qoatre parties MNTU , MNRQ, MNSV, HNOP , des deux 
plans de pragecHon , pair rapport h la SamSIè de dessin dont on se sert. Or, 
la partie Mî^fTU , que nous fHmwU"»* la partie antérieure du plan hori- 
zontal, est toujours en mntu, cn-dcçà de la ligne de terre, vers le dessi- 
nateur. La partie supérieure MiSRQ du plan vertical , est toujours en mnsv 
an-ddà de la ligne de terre. La partie postérieure IVINSV du plan horizon- 
tal ooineide en mut» avec la partie sopérieve dn plan vertical; toutefois 
on l'imagine au-dessous de cette demike, perce qn'eik se rabattant autour 
de M\, la figure MNRQ s'applique nécessaâement sur le dessos de MNSV. 
EoUq , la partie inférieure MNOP du plan vertical coïncide en mntti avec 
la partie antérieure du plan liorizontal ; mais on la conçoit au-dessous de 
cette dernière, parce qu'elle a dû venir s'appliquer en dessous de IVLNTU, 
par son moovement antmir de MN. 

n peut sembler indiffiSrant que deux pIsMqmseconiRMidentsmentcensÀ 
aiviiir leurs peirties aia-dessns en an dweoos les unes des autres ; mais à 
mesure que nous avancerons, on verra que la manière de les imaj^iner 
réunis qui vient d'être indiquée, conduit à des distinctions de parties vues 
et de parties cachées, qui sout d'une grande utilité pour 1 intelligence des 
projections (5o— 56). Au reste, cette manièsede oonoeroir la réôinioa des 



O Hy aanlt eueption ai le ptani reprétenter pamit par la ligne de tnve, et n la 
covi^i iqwénter était dans mi plan parpead^ahiraloattalisM» 

a 
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plans de projection , comme si ces plans étaient des lames solides ioli- 
. iiiment minces, qui se fussent appU<]uées Tniie mr l'aube par la rata- 
ûon de ' Tuiie ftur tme charnièn qui lenr aefait oommiiae, est loul-à-fiiît 
uatnidle. 

St* Jusqu^ici nou5 avons figuré les plans de projection bornés à des 
n. contours VL'TS, PQRO, vuis , jc;-ztv, etc. ; nous devons prévenir que c'est 
uniquement {)our pouvoir les nommer et les dessiner. L'idée qu'on doit 
*** attacher à ces plans, c'est qu'ils sont indéfinis. -, 
rtg- 6. Oq doit iiimg»nfT de même que les projections PQ, P'Q% d'une droite, 
et lee Iraees AB-fSC, d'un^n, de quelque manière qu'elles soient placée» 
sur les plans de projection, soient indéfiniment ppoloogées par leurs deux 
extrémités. En général , toutes les grandeurs que Ton considère dans la 
Géomeliic descriptive sont conçues indéfinies, et c'est un caractère qui 
distingue les conceptions de cette science , de celles de la Géométrie élé- 
memuie , dans laqiielle on n'examine .«udinairement que les propôétérde 
parties finies de lVleiidne. 

3a. Ce aeriiticiieliéadepeiler de la représentation des sur&ces courliei; 
mais nous sommes encore trop peu familiarisés avec le méoameme des.pitH 
jections pour entamer cet objet : il sera tiailé livre II. 

Avant de passer à la résolution de quelques problèmes importans , qui 
«ont fiire la matiève du seocmd chapitre des prâiminairesy occupont-Moe 
de la représentation d*mie droite et d'mi |dHi4ans leurs positîoBig liBsphu 
remarquables. 

33. S'il s'agit d'une droite, elle pourra être perpendiculaire au plan 
horizontal , perpendiculaire au plan vertical , parallèle à ce plan , parallèle 
au plan horizontal, perpendiculaire à la ligne de terre, ou parallèle à cette 
ligne. 

Si elle est perpendicolaire an plan horicoatal, éUe' se pisojetten aor «e 

P!. 3. piin suivant un point A, et sur le plan vertical suÎTailt une droite A'A", 
^'B* '* perpendiculaire à la ligne de terre MN. Si elle est perpendiculaire au plan 
vertical, sa projection verticale sera un point P*, et sa projecliou hori- 
zontale une droite W , perpendiculaire à SO. On nommera la première 
(A, A'A"), et la seconde (PP', P"). 
SI die ert parallèle k I'iIb des plaos de projection y'dleee projettam aar 
Fis. *■ Tautre suivant une parallèle à la ligne de terre : ainsi, la droite (AB, AV^ 
telle que la projection horiaontale AB sott parallèle à MN , est parallUe au 
plan vertical. 
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lit Ardîle(CP , CD% teHe que la projedkn vviÛcA GIXaoit parallèle n. >. 
àMN, flstvofrMleiMirattèfe ittplrâ boi^ 

Nous ferons observer que langle de la droite (AB, A'B^ ou (éD, QV) , f>c. > 
avec le plan de projection anqucl elle n'est pas parallèle, se mesure par *' ^' 
Fangle de la li^ne de terre avec la projection correspondante A'B'ouCI). 
Ainsi, la première de ces droites ferait un angle de 4^ degrés avec le pl.tn 
Iborizontal, et la secondé aT*c le plniTHtical, si les angles de A'B et Mi>, 
d^et Mil étaient de 45 degrés. 

S4> Quant k la draite perpeadioilaire en un point R de la ligne 'de Pv- |. 
terre , il est clair cjn'elle aura ses projections PR , RQ , perpendiculaires 
à MN, et dans le prolongement l'une de Fautrc; car les plans projetans 
PR, RQ, la contiendront nécessairement : mais comme ces plans se con- 
fondent , leur inlcrsection est indéterminée, ainsi que la droite dont il s'agit. 
Et cela doit être, puisque rien jusqu'ici ne distingue cette droite de toute 
autrey qid serait perpenffieuknire an même point R de MN. 

Si donc on veut représenter une droite perpendiculaire en R à la ligne' 
de terre , il faudra recourir à un autre système de plans de projection ; et , 
parmi une intinité d'autres que l'on pourrait choisir , il sera tout naturel 
de conserver le plan horizontal, et de remplacer le plan vertical M^' par 
le plan vertical FR. Lorsqu'on labattnt ce dernier plan en PRBIT , la- 
droite en «puation Tiendra prend r a une position RT, telle «pie Tangle FRT 
soit e£T.iI à oehn qu'elle forme aTec le plan iMrisoalaly et cette droite> 

(PR, HT), sera entièrement de'tcrminée. 

On remarquera en passant , que le système de plans de projection qui 
se croisent à angle droit suivant MIS est également insuflisant pour la 
représentation detoute antre droite, située dans le plan FQ perpendicn- 
Idre à MN; et qu'on suppléé de même tout simplement à cet încoBré- 
nient par le moyen d'nn second plan vertical, tel que PR. 

55. Enfin, si une droite (AB, A'B'), est à la fois parall^ aux deux 5. 
plans de projection, elle se projettera sur chacun d'eux suivant des pa- 
rallèles AB , A'B' , à la ligne de terre. 

5ti. Comidérons maintenant un plan : il pourra être perpendicnlaire 
ou parallèle à l'un des plans de projection , perpeqdienlaire à la fins à oes 
deux pkns I c*e8t-4>dire pexpendiadure à la ligne de terre , on parsllèle à 
cette ligne. 

S'il est perpendiculaire au plan horizontal , il coupera le plan vertical 
suivant une perpendiculaire à la ligue de terre; ainsi ^ sa trace verticale 

9.. 
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P. s. IM^sera perpendiculaiKàBlI^. UestclàirqaeiatiMliori^ 
^'''^ avec k ligne de terre nn angle ABN, qmaenoeludn plim (AB y OC) 
le pian vertical* 

••■«s- De même, un plan (AB, BC), perpendiculaire au plan veitical, aura 
sa trace AB perpendiculaire h AlA, et fera avec le plan horizontal un 
angle NBC, 

Si le plan est paralltie à Fnn des plans de projedàon, 0 ne le coupera ' 
pas, et Û aura pour traoe sur rantra plu de projection nne droite paral- 
'■s- *■ lèle à la ligne de tare. Ainsi , AB et MN ëtant des droites parallèles situées 
dans le plan horizontal, le plan AB sera un plan perpendîcnlaire an plan- 
horizontal» et parallèle au plan vertical |VIN. 
9- De même, PQ étant une parallèle à MN , tracée sur le plan vertical, le 
plan PQ sera un plan perpendiculaire an plan TerlicaL et paraUUe au plap 
horizontal . 

S'il s'agit d'un plan k la fois pcrpendictdaire aux deax pbns de projec- 
tion, c'est-à-dire perpendiculaii-e à la ligne de terre, sa trace horizontale 
4- et sa trace verticale se coi^ondroot en une même ligne FQ perpendicu- 
laira à MiN. 

Fi;. 5. Enfin, un plan paraUèk à la ligne de tene aum sas tnoee. AB, k'tf, 



CHAPITRE IL 

Bi&oluthn des prino^UÊUx- proHèmu que Cm peut proposer 
sur le points la ligne droite et le plan, considérét par rt^port 
aux plans de projection. Conventions sur la manière de mettwe' 
au trait les lignes, des épures, selon leur ol^et^ 

37. Sachant repréKirteron point, une droite, et un plan queleoncpes, les 

premières questions qui se présentent à l'esprit , sont celles qui ont pour 
objetla construction des points, dos lif^ncs , et des angles, que les grandeurs 
décrites déterminent avec les plans de projection qui servent à les décrire. 
P'après cela, nous allons procéder à Vexaawifc otà la lésolntiom de ces. 
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qneitkHM» 64.iitesoaeiqMrt tfalNiddn point, «nm^ figpe droite^, 
•t fofin dit plan. 

StÀt MEf la ligne de terre de deux plans rectangulaires de projection. La PL s. 
partie antérieure du plan horizontal sera en-deçà de MN, et la partie snpé- ^* 
rieure du plan vertical sera au-delà. Les parties postérieure du plan hori- 
soutal, et inférieure du plan vertical, seront d ailleurs placées comme on 
l*a pféoëdMMMift indiqaé (5o>. . , 

58. Gela posé, coasidérons ub poûit (f^f} nf poité k ces deux plana 
parlw.'proiectinns P et P'. Ce point sera sitné dans la verticale qui passe 
parla projection horizontale P, à une hauteur au-dessus du plan horizontal 
égale à (i4)'t ce cpii revient au raême , il sera dans l'horizontale qui 
passe par le point P', en-deçà du plan vertical de la longueur pV. C'est-à-dire 
que ce point aeim daas le plan Çfp, pY), ea ananl dà plan veiticd dè lar 
loqgaear fP, et aii-dflKns dn.piiïi honaonUl do la longoeur pF. 

& le point donné avait sa proiedioiL horiaoatale en Q, sur la partie an- 
térieure du plan horizontal, et sa projection verticale en Q', sur la partie 
iafc'rieure du plan vertical , il serait en avant du plan vertical de la lon- 
guuur^^Q, et au-dessous du plan horizouLal de la longueur ^Q'. 

Sll avait sa proj.ecti«ft hoffia(»taW «B SOT la partie postérien^ 
horisoBtal, MsaprojeetioiiTerlicaleeBll', il serait en arrière du plan tertif 
cal de la longueur HK, et au-dessnsd* plan horizontal de k grandrar i9i\ 

Enfin, si le point donné avait sa projection horixonâde en S, snr la 
parlie f>ostériei»re du plan horizontal, et sa projection verticale en S', snr 
la partie inférieure du plan vertical ^ U sei-ait en arrière du plan vertical de 
la longueur sS, et au-dessous du plan horizontal de la hauteur jS'. 
. Qudle que soit donc la ^«pesition des deux projections d'un point (P,PO* 
sor une ligne PP' perpeodicaUire à la ligne de terre, il suffira qu'on eadio 
que le point P est la pvojjection horizontale, et le point P' la projectioib 
verticale , pour fju'on connaisse la situation de ce point dans l'un des quatre 
angles des deux plans de projection. Dans tous les cas, la distance de ce- 
point au pian hprizuutai est la perpendiculaire pV\ abaissée de la projeC" 
lion verticale F snr la ligne do terre BIN; et sa dÎBlanoe an plan.vertiiBal 
est la perpendicolaiKe jxP» abaiurfff. de.sa pnjectioii horiaontale P air la 
même ligne MN« . ' 

39. Or, il n'y a pas d'autre question remarquable à proposer entre un 
point (P, P'j et les plans de projection , que celles que Ton vient de ré- 
soudre , et qui consistent à trouver ses distajoces à ces plans et sa position 
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^ntre .eux. Goasidéi^Kis donc tnamtenant une ligM droite située comme on 
TOudra par rapport aux plans de projection. U y aura troû qiitttioili ]lriD-' 
d^akl à résoudre sur cette droite : IrtMMWr les pokm oÂ aUb /WWB Jer 
deux plans de projection , c est^>dire ses traces kttùsmtaie et verUaaki 
3". trouver ses angles avec ces plans'; S", enfin, tnumt laéUHoMfie, me- 
suiée sur elle-mé/ne , d'une de ses traôes à t autre. 
Fig. 3 40. Pour résoudre la première, prenons uaç droits qsclooiMfac (PQ^FQ ), 
et iàmùmàa d'aboid aa tnce luwiaéoldi». ■ 

D'apna oe qnTon û vu pwrddiwKnl (34), te tncat hwi—wUin f* 
projettent verticalement snr b ligne cb lane; dOnc W point où la droite ' 
(PQ, P'Q') perce le plan horizontal, a sa projection verticale snr MN. Mais 
cette projection est aussi sur i"Q'; donc elle est à l'intersection A' de la 
projection verticale de la droite donnée et de MN. On sait aussi que les deux 
projections d'nn point ioiit adr bm mènurdMle perpendiculaire k la Ugo» 
de tene (la); dond é VùSk^éikn par le fwiat AT la Mm Afk, k ai^e 
dioit sur MN, elle contiendra k projection horizontale d« k tnoe hori- 
zontale cherchée, c'est-à-dire cette trace elle-même. Et comme cette pro- 
jection doit se trouver sur AB, elle sera nécessairement en A, et la trace 
cherchée sera le point (A, A'), ou poar le nommer plus simplement, le 
point A* . 

^ Gs point diviae k dioili» donn^ e* doux partias : l'iino^ dont le» poiiifa* 
se pcogetiant verticalement sur A'Q' au-dessus de la ligne de terre , est cvi«* 
dammant située an-dessus du plan horizontal; et l'autre, dont les points 
se projettent verttc nlcmcnt sur A'fi« au-dessous de MN , est évidemment 
au-dessous du plan horizontal. 

Potr avoir rinteMactioo de k droite dontifc et dn plan vertical , on ppo- 
loofira jinqu'à k li^neddteMe k projection bori«mktePQéeeeClo droite; 
par k jpoint B où PQ et MN ae reneoiitreroiit» on dièrorK ono droite BBT 
perpendiculaire h MN ; die ootipera en B' la pw ij octi o n VQ, et le point 
(B, B') de (PQ, P'Q'), sera le point cherché : car sa projection horizontale 
B étant sur la ligne de terre, il sera nécessairement dans le plan vertical. 

Si , au lieu de la droite que l'on vient de prendre pour exemple , On 
Fif. i. andnnriiitk droite(AB, A'B'); il eat dfident qu'elle perteraitkpknho»- 
riaontal en (m, mf), c'eat-indhe avr k paitk poalérienre de ee pian', et k 
pkn yertical en (A, A'). 

41. Nous ferons observer en passant que 1rs constructions que l'on 
-liet}t d'indiquer pour avoir la trace verticale d'une droite, sont absolument 
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Ignalngnes à celles qu'il faut faire p>oui' avoir sa trace horizontale. Ola doit 
être ainsi, caries deux plans de projection étant établis de la nicme mai- 
nièxe sur le de/ûa, et b éxtàHft éomât (ftuit: prc^et^ $nm de* U tiiéne 
oianiàfe mr ftean de ces plans» il n'y « psi d» itma pour ^ne lés opé<- 
nlioas à fiùre pour «voir la trace horisootde^ difllhrimt da ctUÎBtsfiii'Q frm 
fiôre pour avoir la trace verticale. 

Cette similitude de constroctioas est remarquable , et il est évident 
qu'elle doit &e trouver toutes les fois que les données d'une question sont 
e^nmées de la même manière svr 1^ deux plans de projection. Le pro- 
Jteé ^«nit va «Il doviiwr «n •«ooiid'exani^. 

. 4X On dÊHUimh k» aBgk» «^wm; droite donnée (AB, kV^, mm les ^- ^ 

j^ans de projection. OccafPnHiQQi d'abord de l'angle de cette droite awc 
\p plan horizontal. On remarquera que cet angle est celui de la droite ellc- 
mcme avec sa projection AB; d'où il suit que si l'on fait tourner autour 
de ÀB le plan projetant de la droite doimée , lequel est perpendiculaire au 
plaa hflriiontal , pour VêbÊiian wmm damiar {dm» le-iaba tte i iitt it de h • 
àaÀtfi (AB, AfV) «nTa^dMMM avec k lignrAB. Wmpth cda, û 
ne s'agit plus que d'obtenir ce rabattement. Or, opmiBBi c'est une ligna 
droite, il suffira d'avoir deux points de cette droite pour pouvoir le con- 
struire. Cherchons donc le rabattement des deux points quelconques (B, B') 
jet (0, D ) de (AB, A'B ). U e«t cUir que dans le mouvement que prendra 
Je plan proielant poor ta vpIwAtra* Is poiiit (B, B^ ^orira nn oarde . 
▼artikal dont k amlie Mia en Jl, dtettle plan M iera perpendkidam 
charnière AB , et dont le rayon sera la hanlNir ^'B' du point générateur 
.(fi, B) au-dessus du plan horizontal; donc ce point viendra s'aba^ra en b 
sur Ui ligne bh, à une distance de AB égale à ^'R'. On construira pareil- 
lement le rabattement de (U, D ); fwur cela , on portera d'D' de D en d 
sur la droite Dd, perpendicuUire à AD, «tk point d sera ce rabattement. 
JienaatdoqcparlBSipoivIi^sellf nnadioifta iwAi&oi», I*pDgk-MI; qn'dk 
.formera avec kdroita AB, seraTanf^ diflnM. 

On obtiendra , par des opérations analogues , faites sur la projeclMii 
•A'B', l'angle de la même droite (AB, A'B*) avec le plan vertical. 

45. S'il s'agit d'avoir la longueur de la portion de (AB, A'B') qui est 
comprise entre les plans .de projection , il £nidra d'abpid diereber les 
.poiolB oà'«0l|B ànîua «t-eea phwaa nnçonlmt, et Von tt'aim pks k 
a m Ulrtit a k Ung n unr de k drailr qui joindia eît ptiûÊt» Oe, cette 
.qiMllioiijiflftt ^ géainUè «t potie .dioèi : Thum'' h hn^imir dune 
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portion de droite comprise entre deux points connus. Supposons que cette 
portion de droite tût odle qui se termiiie aux deux pointe quelconques 
^1 3. (B, B7 et <D, D) de (AB; kif), il est dair qu'en cirastraiiitBt per le pio- 
' «édé du nume'ro précédent le rabattement àd, la partie de oerabettement 
OOÉiprise entre les points b al d sera la longueur cliercliée. 

44- Mais on peut arriver à la solution de cette question par des moyens 
plus directs. En eÛ'et, la longueur demandée ^D, B'D') est l'bvpoténuse 
d'un triangle foolen|^ dont «m e6td est l io riB o a ti l et rantie i«i^cb1 ; or, 
le premier câlé est ^pl 4 k projection M> de h portion de droite en qu» 
tion, et le second est la différence oB' des verticales W vit dW qoi cor- 
respondent aux extrémités de (CD , IJ'D') : donc si l'on mène rhorîzontnlc 
oD', et qu'on porte BD de o en n, puis qu'on joigne B' et n, B'n sera la 
longueur demandée. 

45. Noue leroiis remarquer que l'angle Vno du triangle reeteng^ Vno ', 
est Vanfjiier de la droite (BD, Biy) avec le jAau borisontsl; d'où Ton voit 
que, soit que l*On opère par le moyen dn rabattement bd ou par le moyen 
du triangle rectangle B'rto, on obtient toujours à la fois la longueur d'une 
portion de la droite que Ton considère, et l'angle de cette droite avec le 
plau horizontal. 

Si l'on avait opéré sur la poêtion de droite (Ara, AW), on aurait trouTé 
pourllijpolénuse d'un triangle andogoe à Vm, une ligne égale à b gran- 
deur ont de la partie de (AB, A'B^ comprise entre les plans de projection; 
car les cxti cmitcs (A, A') et (m, mi) de (Am, A'inQ, eont éridemment les 

traces de la droite (M\, A B'). 

Ce qui pi*écc«le raoutre que les questions que l'on peut proposer entre le 
point et la ligne droite, considérés par rapport aux plans de projection , se 
rénivenl a^ b e au c oup de fteilité. Ou .-va râ- que les solutions de celles 
qui sont nelatiTas an plan , se construisent aussi très &cilement. 

46, Parmi ces questions Ja plus remarquiJlde est celle-ci : Un plan étant 
"S" 4* donné , tinuver ses angles avec Us plans de projection. Soit (AB, BC) le 

plan donné , et proposons-nous d'obtenir l'angle qu'il forme avec le plan 
vertical. Ces deux plans se coupent suivant la ligne BC, et nous savons que 
n Fou mène par un point quelconque G de cette Kgne, un plan auai&iK 
qni lui soit perpendiculaire , il coupera les deux plans dont die est l'intsi*- 
section , suivant deux droites qui feront entre elles l'angle cherché. Exécu- 
tons ces constructions. Le plan auxiliaire étant perpendiculaire à la ligne 
ffCf il aura ppur trace verticale la droite DC perpendipolaire à oette ligne. 
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Dé |ilas I ce plan sera perpendiculaire au plan vertical , donc sa trace hori- Pl. 3. 
■ontale «en 1» dioite DA peipendicalé»»* DB, Or, le plan (AD, DC) ^ 
oontieikt Fangls Aâmiié , et cet eat celni de U droite DC «Tec la 

droite qui joindrait les deux powts (A, D), (F, C); car c'est évidctnment 
suivant cette dernière droite que le plan (AD, DC) coupe le plan donne. 
Rabattons donc le plan auxiliaire (AD, DC) sur le plan horizontal, en le 
faisant tourner autour de sa trace AD; il est évident que la droite DC ue 
iorlirft pee du plaft^etticalf puisq^eladiini^ AB est perpendkndûre k 
ce plan; donc die nm fon rabattement sur DB| donc ai Fon porte DC 
de D en et que Ton mine AE^ le triangle ADE sera le rabattement 
de celui dont ki sqounel» Kwt A, D et et l'angle D£A seza l'angle 
cberclié. 

On construira par les mêmes moyens l'angle du plan donné avec le plan 
boruBOntal. 

47* 0n peut enoové le proposer cette qnection entre un plan (AB, fiC) et 
les plne de projection : c'est de constiuire langle qffe font entre elles les 
traces AB, BC, de ce plan. U est visible qu'il sufilra, pour la résoudre, de 
rabattre le plan (AB, BC) sur l'un des plans de projection, en le faisant 
tourner autour de sa trace sur ce plan, et que l'angle de cette trace avec 
le rabattement de l'antse trace, sera l'angle cherché. Nous laisserons aux 
eominençanB le soin de 6ire les Goortrnclions. 

. 48. Les solutions de ce» prenien problèmes étant bien entendues, les 
questions qui peuvent être proposées entre les points, les droites et les 
plans , ne présenteront aucune di iHculté. Le paraj^aphe suivant est consacré 
à celles de ces questions qui sont les plus intéressantes; mais avant de nous 
VU occuper, il convient d'exposer sur le ti^acé des lignes dans les dessins , 
des conventions générales qui seront co^stanmient diferrées par la. snite.. 
. 49* I^u» 1* Géonétpe descriptiTe, tontes les figiirss o& ra eoqploie 
deux on on plus grand nombre de plans de pr({ieiïtipDy s'appdlent des 
Êput^s. 

Les li<,'nes qui les forment sont ordinairement très nombreuses , et il 
es»l souvent diilicile de recounalti*e ce qu'elles indiquent , quoique les di- 
'MneirmagBières de les mettre au trait (voyez lig. 5, pl- 5) soient afiè<;^ées 
checnnè k vn <^jet peiticdier. 

; PovfamTcr ans conventions à faire sur h imse an treit des lignes, noos- 

nous rappellerons qu'nne projection n'est autre chose qu'une image, une 
vue, ou plus rigoureusement, une perspective (voyeisl'Iatroduction), dont 
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le point de me est h l'infiiu , sur une perpendiculaire au plan de projection. 
Il sait de là, premièrement, qu'il y a ua point de vue particulier pour 
chaque projection, cousiderée comme une image ou une perspective des 
grandeurs qu'elle repréiente^ «coondffaMBl , qw le point da tim d« kpio» 
jedMm horisoatale est ii rinlSat an-demis du pbo horisoiilBl, et que les 
niyons visuels qui corrcspondeot à ce point sont verticauv ; troitièinement , 
que le point de vue de la projection verticale est à l'infini en avant du plan 

* vertical , et que les rayons visuels correspoadaw tfmX bori«oaUux et pCT- 
pendicalaires au plan vertical (♦). 

5t. Cela posé , lorsqu'un sjrstèian de gmideun est repr^eiit^ «o moyen 
de deux projeetiens, ces gmidèiiiB sur chaque projection des pertîee 
vues et des parties cachc'es. S'il S*egity par ezem^, d'un plan et d'une 
droite , la droite percera le plan en un point, et quelque projection que 
l'on considère, ce point la divisera en deux parties, l'une cachée par le 
plan, et l'antre vue. De plus, ce plan et cette droite auront des parties 
âtnëes an-'dessoas di| plan horizontal et derrière le plan vertical , et 
oomme on suppose le» ^ns de projection solides et opaques, ees partiee 
seront auasffesdiëes. 

53. Or, pour qu'une projection fasse image, il faut qne les parties vues 
des ^andeurs qu'elle est destinée à représenter, soient indiquées par les 
lif^ncs les plus apparentes, et les parties cachées, au contraire, par les 
lignes qui s'aperçoivent le moins. On doit donc consacrer les lignes pleines , 

n. 3. comme AB, «m pnmièras, efr les lignes pomaÊÊé», eonune CÏ^y sn 

rif. s. ^ternièns. 

Mais la détermination des parités vues et cachées des diverses Kgnes d'une 
épnre est quelrpiefois une chose difficile. D'abord , chaque pi-ojectinn 
ayant son point de vue particulier, ce qui est vu sur l'une, souvent ne 
l'est pas sur l'autre; en sorte qu'il faut, pour déterminer ces parties, deux 
opémioQS séparées , rune relative au plan horiaontsl et Tautre relatJre 
au pian yerticaL Einnite, ces opàations exigent qu'on se rende perftilo» 
ment compte de la dtoationpartic riî è ro dss gmndenis, par lapporl aux 

Oo ponfniit égatement dire ^«e )e point devme de la projcctisn horiMBUhi aillt 
riafiat mm^tU maus do plan borisontaî , et le point de vue de la projectkMi vcctieak & Kaini 
Anrjfcvleflmmticul; «aia comraeï or plâai 1il0wad«if»qM'oa représente, «utAot qu'il 

est possible ,aa-dessu-i du plan horizontal , et en avant du plan verlical (ag), il est naturel 
de supposer ks poiuu il« vue des deux projectiona, respoctÏTement au-dêttu» et en avont 
dii dieu ]|laBS de projection. ' ' 



• 
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plans de projection, et la unes par rapport aux aatat», oe tpi denunde 

toujours beaucoup de sagacité et d'attention. 

D'après cela, pour éviter des diflicultes, et pour que le trop grand 
nombre de lignes pleines ne rende pas les épures confuses , il convient de 
btraerreaB|iloîdef lignes plâne»0t pooduéM à la représentatÎMides gran- 



53. Quant aux grandeurs qui servent aux constructiou» il est boa de 
les repréa e nter avec des Ugrws poinHUées , comme EF, parce que ces lignes P'- ^ 
sont peu apparentes et qu'elles n'apportent conî^equeniinent que peu de ^'^^ 
ooniiision sur les dessins , et parce qu elles sont ladles à faire , ce qui est 
d'adtant plu avantageux qu'elles sont souvent très nomhrenaes. 

54- De ce que les gnuuievrs in\portantos ont des parties vues et cachées, 
il s*ensait qu'on admet qn*dks existent; et comme les grandeurs qui ser- 
vent aux constructions se représeuteut sans distinguer les parties vues des 
parties cachées, nous ferons la supposition tn s naturelle qu'elles n'existent 
pas phj'siqucnient dans l'espace , ou au moins qu'elles n'y ont (jue l'existence 
monentanëe que le discours suppose. 

55. Quelquefois la a up po sSti en fn'nne gmcdenr insportanleensle, ^ h 
néceaâteqms'ensnîvtautdedétenninersespartiasviiesetcadiéeByOOi^^ 

à des ceciherdies-péaiUes, qui nons écarSevaicHt trop de notre sujet : dans 
ce cas, nous considérerons cette grandeur comme si elle n'était nécessaire 
que pour les constructions; mais au lieu do la représenter avec des lignes 
poiutillées, nous la représenterons avec des lignes composées de points et 
d'<âéDienslinésii«s, «onoM GB/CV» CfW* Cet lignet nBCSfMnt k bmii 
de Ugnes mi jetés* 

Noos les emploierons aussi pour indiquer les grandeturs qti piéieBiRont 

quelque singularité remarqnnhle, ou qn\ seront d'une iinpOirtaB0ftlBOJVniie« 
et qu'il faudra distinguer des constructions ordinaires. 

56. D'après cela, voici les conventions qui serviront pour la nùse au 
trait des ^pnnos. 

G^NVKMiOT*. Les donnccs , Ivs rciultafs et les grandeurs hnportantes 
sont supposes exister daiis l'espace ^ et leurs parties vues et cachées seront 
en génind indiquées , les premières en Ugnes pleines, et les dendèfts en 
Ugna ponctuées, 

a* CoiiVKMioK. Les autres grandeurs ne sont pas supposées exister dans 
tupat», et on les indi^mnmdinai/mietU par des lignes poinOBées» ■ 

S.. 
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5* GmBHTiDir. Toutes les /ois que , par une des raisons exposes n* 55, 
on i écartera, pour une grandeur ^ des deux règles précédentes, on supposera 
que cette grandeur n'existe peu dans l'espace, et m la représentera au 
mojren de lignes nu x tes (*). 

Noos aurons soin d'exposer par la suites après chaque problème, sous 
le titre i^ExécuHtm de tipute, les parUcolaritéBmazqudlas pourra donner 
lieu le tracé des lignes et la détenninatûm de leiin parties vues el cachées. 

57. Pour qu'on se familiarise promptement avec les conventions précé- 
dentes, appliquons-les aux figures des planches 1 et 3. Quant à la planche 3» 
il serait superflu de nous y arrêter. 
Fi. t. Les plans de projection étant sur les figures 1 , a, 3, 5 et6de la planche 1 
^ 'f des grandenis de pram^lre importanoey on a marqué lenn oontoun an 
c' lignes pleines , parce que ces contours sont tus. 

Kg. 4- Dans la figure 4 , même planche , les lignes PQ , QR, RO, OP, VU , UT, 
TS, SV, qui forment les contours des deux plans de projection PQRO, 
VUTS, ont été marquées en lignes pleines ou ponctuées, selon qu'elles se 
sont trouvées vues ou cachées. Les lignes CD, cd, cd', ej\ dont il est prin- 
dpalement qaesti<m dans la texte, étant wès, on les a indiquées en lignes 
plemes, et Ton a tracé, au moyen d*élémens linéaires, toutes les autres 
lignes de la même figure , parce qu'elles ont peu d'importance. 

Fig. & 58. Dans la figure G, le plan (AB, BC) est percé par la droite (PQ.P'Q') 
en un point (P, P') que nous saurons bientôt déterminer (68 et G9) : la 
partie (PR, P'R') de cette droite, considérée eu projection horizontale, 
est sons le plan ( AB, BC), et elle est derrière ce plan, quand on la con- 
sidère en projection verticale ; cette partie n'est donc vue ni en projec- 
tion horizoatlile, ni en projectîcm Tenkale, et c^est pourquoi les lignes 
PR, P'R', sont ponctuées. 

Les traces AE, CD, du plan (AB, BC), présentent aussi des parties 
ponctuées BD, BË, par la raison que ces parties ne sont pas vues. En 
effet, il est érident que la ligne B£ est sur h partie postérieure du plan 
horizontal, c*esl-à^ire sons le rabattement de la partie supérieure du pUn 
▼erlica] (3o), et que la ligne BD est sur la partie inférieure de ce dernier - 
plan, c'est-à-dire sous la partie |mtérieureda plan horisontal; donc les 
lignes BD , BE , ne sont pas vues. 



(*) Ces conveptioiu «upfOAçot que l'on reprétente loi wrCMet avec de» ligpei} c'est oe 
(|u^ ikU dfoctifMBeBt, «inii qvpM Wtem line n, ^ftlN i. 
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. Soirant les conventions établies , la partie Bm de la ligne de terre étant Pl. i. 
cache'c par le plan (AB, BC), clic devrait être ponrtuée; maïs comme on ^' 
suppose perpétuellement, en considérant les plans de projection , rju ils sont 
rectangulaires entre eux (lo), la ligne de tcn-e doit toujours être pleine, 
parce quelle repréwnte sur diaque plan de projectioa l'autre plan de jmd- 
jection. 

La droite (AB, A'B') (pl. 3, fîg. a) n*étant vue que dans la partie com- n 3. 

prise entre les deux points (A, A') et (B , B ) , puisque les autres parties de *• 
cette drt)ite sont situées au-dessous du plan liorizontal , 011 «lerrière le plan 
vertical, ou a ponctué les parties de ses projections qui correspondent aux 
parties cadiées, et Ton a mis en lignes pleines celles qui Ô0Refl|K»deiit aux 
parties vues. 

De même y la droite (AB, A'B'), qui passe en (A, A*) derrière le plan rig. S. 
vertical, a sa partie (A/n, A'm') tracée en petits points. Dans la même 
tîgurc, bm est un résultat dont la partie vue sur le plan horizontal est ' 
pleine , et dont la partie cachée par le rabattement du plan vertical est 
ponctuée. 

Enfin,' dû» la fignre 4» plandie S, Fanj^e demandé AED ^tant formé f 
par la ligne de terre et par une droite AE située sous le plan donné, on 
a ponctué cette ligne vers le point E ; et si elle n'est pas ponctuée dans 
toute sa longueur, c'est qu'on l'a considérée pomme une ligne de con- 
struction dans la partie qui aboutit en A. 



GHAPiTRË m: 

Problèmes relatifs aux points, au» droites et aux plans* 

59. JProbi^ème i". Mener par un point donné une paraU^ à une 
dnUe damnée* 

Nous alloiiB d'abotd démontrer que si deux droites parallèles sont pro- 
jetées sur un même plan, leurs porajections sur ce plan seront parallèles. 

Pour cela , concevons sur chacune de ces di oites un point choisi arbi» 
trairenieut , et imaginons qu'on abaisse par les points conçus des perpendicu- 
laires aux plans de projection: les perpendiculaires à un même plan seront 
m w l l eies entre elles. Or, les plans projetans des droites en question passe- 
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ront dtacan par me de oesdroites et par la perpendicidaife co r respondante ; 
donc YvM de ces |daiis sera parallèle à Fautre, comme conlenant deaz 
droites respectivement parallèles à deux autres droites contenues dans ce 

dernier ; donc ils couperont le plan de projection suîvnnl fîe<; droites pa- 
rallèles : mais ces droites seront les projections des droites données; 

donc, etc. 

W- i< Soit donc (AB, A B ) la droite donnée» et (C, C) le point donné. La 
projection horizontale de la droite demandée passera nëoôsairement par le 
point C , et sa projecdon Terficsle par le point C ; et puisque ces deux 

projections doivent être respectivement parallèles aux droites AB , A'B', il 
ne s'a<»ira que de mener parle point C, CD parallèle à AB ; par le point 
C, CD' parallèle à A'fi', et la droite (CD^ CD) que l'on obtiendra « seia 

la droite demandée. 

l ig. a. fio. PiwnT.ÈjaE 2. Mi'riei [ior uri poifU connu iC, C), un plan parai-- 
ic'lc au pUui donne (EF, i'G). 

Il est évident que lu plan chercbd aura ses traces paralldes àjeiUtt 4a 
plan donné. Or, il soit de Ui que si Ton mène par le point (C» C) des 

parallèles aux traces EF , FG , ces parallèles seront dans le plan demandé , 
et qu'elles perceront les plair^ de projection suivant des points des traces 
de ce plan. Menons donc par le point ("C, C) une parallèle à la trace EF : 
cette trace est ellc'-mème sa projection horizontale, et elle a pour projeo 
tion verticale la ligne de terre (a5) ; doue , si l'on mène par le point C la 
droite CB parallèle à EF, et par le point CW parallèle à FH, la draito 
(GHy C'H') sera parallèle à EF , et par conséquent contenue dans le plan 
demandé. Mais cette droite perce le plan vertical au point H'; donc si 
l'on mène par ce point la droite H'I parallèle à GF ; puis par le point l, 
la droite IK parallèle à EF; Le plan (Kl, Ui ait^ obtenu^ sera le plau 
cherché. 

Si l'on mène par le point (C, C) une dr(Hte parallèle àfO* œtte drtnte 
étant dans le plan (Kl, IH'), percera nécessairement le plan lumaOntd en 
unposntde Kl; en sorte qne la construction de oepomtdonnn» le moj^en 
de vérifier le résultat obtenu par les opérations précédentes. 

6i. Exécution tle T^DMns. Les parties FE,F6, des traces du plan donné, 
étant situées sur les portions antérieure et sttpcrienre des plans de projec- 
tion , elles sont vues et doivent par conséquent être indiquées en lignes 
pleines (56). Les prolongemeus de ces traoep , au-delà du point F , sont 
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ponctués, parce qu'ils sont situes sur les partits postérieure et inférieure i- 
des mêmes plans. Quant au plan demandé, il est entièrement caché, sur 
dkàcun des plans de projection^ par lit sorfree da plan donné : les tnoes 
BIK^ Ul% dbirait 6n oonsë^pwnco être ponctnëea. 

^ 6a. Problème S. Mmer m plan par trois foinu donnés (A, A% Rr. 3 
(B,B')c*(C,C'). 

Par les deux points (A, A'), (RaBOi menons une droite (A 6, A'B'),dlé 
sera dans le plan demandé : or, elle percera le plan vertical en (D , D') et 
le plan horizontal en (E, E'); donc le premier point (D, D') appartient à la 
trace verticale du plan cherché, et le second (E, F) à sa trace horizontale. 
Menons de même par les points (A, A'} et (C, C) une nouvelle droite 
(AC« A.'C), die sera snusi dans le plan cbeidië; éom le plan F' oii die 
percera le plan vertical^ et le point G où die percera le phn hcmaontd, 
appartiendront ans traces de ce plan. Donc enfin , si Ion mène les droites 
DT', GE, qui passent par les points obtenus (D , D ) et (F , F), (G, G') et 
(E, E'), elles détermineront le plan demandé (GE, D'F'). 

U est dair que si luu nièuc p^ir les poiuts (B, B') et (C, C), une troi<- 
«lènw droite (BC, B'C), elle sera, oonxne ks deux peenùères, située dans le 
plan demandé» et peroerm par conséquent les plûis de projection suivant 
des points I et J des traces obtenues GE, DT'. On pourra déterminer oes 
points, et ce sera un moyen de vérifier l'exactitude des constructions faites; 
mais comme les traces GE, D'F', doivent déjà se rencontrer en un même 
point H de la ligne de terre , cette dernière propriété sera dans la pratique 
one suffisante TénficalHMi* 

63. Problème /». Mener par un point quelcornjNe une dnùic per- 
pendiculaire à uti plan donné, et déterminer le point d'intersection de la 
ibvite ^ dtLphm. 

Pour distinguer &cilement» dans le ^soonn, le plan donné, des deux 
plans de projection , nous remarquerons que ce frfon est en général indiiié 
par rapport à ces derniers , et nous le nommerons le plan incliné. 

64. Cela po^e, (oncevons que la droite demandée soit menée dans l'es- 
pede-: te plan projetant de cette droite correspondant au plan horizontal, 
8eM.êr«i«nnient perpeiuficnlaft^vu plan incliné; donc 3 sera perpendico- 
liâwanpian WiaQnldeeB«^^ indibé»doncïserB peiprâdlcnlain' Ir 
llhir intersection : donc cette interaeetfon, M, ce qui rericntau même, le 
tractf AcriiiDntale dn.plan ineUné^ eart p as p e h dicttUnpfr aw p^n prâjciinC 
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Mais une droite perpendiculaire à un plan ost perpendiculaire à toutes les 
droites qui se croiseat par son pied dans ce plan; or, la trace horizontale 
du pbn projetaat «I un* draîte nl«^ du» ce plan , et passant par le pied 
de la trnoe horisontale dm plan indintf j donc oe»d«ax tnoes sont perpeii«> 

diculaires entre elles. Et comnnc la trace du plan projetant est la projec- 
tion horizontale de la droite demandt-c, il s'ensuit que cette projection est 
perpendiculaire à In trace horizoutale du plan incliné. 

On detnonti-crait de même que la projection verticale de la droite de- 
mandée est perpendicohire à U tiace Teiticale du même plan ; ainsi , nous 
pouvons tirar de ces raisonnemeos la conclunon tinvante : Lompiun» 
dnite est perpendUndaire à un plan , les deux profectioHS de la dmUû Mml 
respectivement perpemiiculaires aii-v f rares du plan. 

65. Rc»ciproqucment, Lors(juune droite a ses deux projections respecti- 
vement perpemiiculaires aux deux traces dun plan, elle est perpetuiicu- 
hdreàce plan* 

En effet, chaque plan projetant de la droite en question étant perpen- 

diculairc à l'une des traces du plan incliné, il est perpendiculaire à ce plan 
lui-même. Or cette droite est rintcrsection de ses deux plans projetans ; 
donc elle est rinterscction do dcu\ plans perpendiculaires au plan incliné : 
donc elle est perpendiculaire à ce plan. 

66. On peut énoncer ainâ. ces deux propositicms réciproques : Lorsqu'il 
j a perpemBcidarUé entre une tbxfUe un plan, les profecthns horizon'^ 
ùdes et verHctdes de la dntUe , et les traces horizonudes et vertictdes dtà 
plan, sont respectivement rectangulaires entre elles. 

Pl. 5 t'"'- D'après cela , soit (BC , CD) le plan auquel On dcmaiulc d'abaisser une 
f'K- »• pei-pcndiculaire par un point quelconque (A , A') : il ne s'agira que de mener 
par les points À et A', les droites AII , A'II', respectivement perpendicu- 
laires aux traces BC, CD, et la droite (AH, AU*) sera la perpendiculaire 
demandée^ * 

68. Construisons maintenant le point d'intersection de cette perpendicu- 
laiiv et du plan (BC, CD) : on sait , par ce qu'on a vu n' 58 , que la mise 
au trait des lignes de l'épure ne présentera aucum- dlllicidtc, lorsqu'il sera 
connu. Four le trouver, nous mènerons par AU le plan projetant (EAj.EÇ), 
dont la traoe verticda £E' est perpendiculaire k la ligue de terre. €a,plan 
contiendra k draite (AH f-AW^i dOiMîil<lûiitiep^ l^-polnt^lHircM : maj^ 
ce pWBt est' aussi ><ur le plan donné ; donc il dst fW rinlRrBfCtton, coiiç^mfin4 
de CCS' danx plans. Or , les tsacw de pes ptiM>c «.'C9npfi)t «ûy^nl 1^ demi 



Digitized by Google 



CBAP. m. PROBI*. BBLATIM AUX VOIMTâ, AUX DROITES... aï 

potiUft F et toc ib ont pour intanection h droite (FE/fE'). Et n. s. 
eoÈumt k point dieicM «n m oeite dratto et «or (AH» AV), fl est néoes- ^ 
aaîranenl projeté sur le plm Tertical à rintersection H' de leurs projec- 
tions. Menons donc UH p wyattdicolairo à GC, et nons obtiendrons le point 

demandé (H, H'). 

£n faisant, sur la projection A'H', des consiructions analogues à celles 
que nom Tenou de finrô rar AH, on vériSeni resactitnde de h sdnlkm 
olilentte* 

69. Il est évident qne û la dnnte(AH, A'H')» nVtaitpes perpendiculaire 

au plan donné, l'intersection commune (H, H') ne s'en obtiendrait ft» 
moins par les constructions qae nous venons d'indiquer. 

. 70. Problème 5. Par un point donné (A, k)f abaisser une perpemU^ rig » 

eidaire sur une droite donnée (BC, B'C). 

Concevons par le point donné un plan perpendiculaire h la droite 
donnéei elle le percera en un point, et si l'on fait passer une ligne droite 
.per ce point et par le point dounëj cette droite sent la perpendicolaîre 
demandée. 

. ' Pour mener par le point (A, AQ un plan perpendiculaire à (BC , B'C) , 
nous remarquerons que la trace verticale de ce plan , quelle qu'elle soit , 
est une droite perpendiculaire à B'C (66), et ayant pour projection hori- 
xontale la ligne de terre; donc, si par le point (A, A'), nous' menons une 
droite (AD, AD'), dont la projection horizontale soit parallèle à la ligne 
de terre, et k projection verticale perpendicnUûro à B'C, cette droite eera 
dans le plan cherché , comme étant parallèle à vne droite coiotenne dans 
ce plan : donc elle percera le {^an horizontal en un point D appartenant à 
la trace de ce plan. Menons donc par le point D la droite DE perpendicu- 
laire à BC , puis par le point E, la droite £F perpendiculaire à B'C; le plan 
(DE , EF) sera le plan de construction cherché. 

Or, en appliquant à la figure les procédés exposés plus haut (60),' on 
Ironvera qne la droite donnée (BC, B'COpeAele plan (DE, £F) suivant le 
point (6, GJ; donc. en menant par les pmois (A, A*) et (G, €/) k droite 
(AG, A'G'), cette droite sera k perpendicukire demandée. 

yi. Exécution de Vépure. Les parties BC, B'C, AH, AU', des projec- 
tions de la droite donnée et de la droite demandée, correspondent à des 
portions de ces droites , qui, à partir des traces (C, C), (II, H'), sont au- 
dessus du plan horizontal et eu avant du plan vertical ; donc les projections 

4 
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Pl. 5. BC, B'C, AH, A'H', doivent être indiquées en lignes pleines jusqu'aux 
f« «• pointe C, C, H, H' (56). Au-delà des tract» (C, C), (II, U'j, les droites 
<BG, B'C), (AII, AfW), ÊOtAénàsmÊÊm^ctAiM, «t hm jirojectioM 
doWent eo oonaéqueoca étae p o pet u é n . h» MÉna lignes de Véfmn toat des 
lignes de constraction, anni les a,-4oa fnote «n moyen d*âéinniB Iwasiras 
détaches les uns des autres. 

Comme le plan (DE, EF) est d'une assez grande imporianoei on «usait 
pu l'indiquer au ino^en de lignes mixtes (55). 

Fig.3. 73. ProblP.mf 6. F. tant données dciuc droites (AB, A'B'), (HC , B'C) , 
(jid se rencontretU en un point (B, B'), tmuver Uangîe qu'elles /ont entre, 
elles. 

Nom cooosnons im plan par les denx droites dkMihdcs; MM d^ 
nerons les points A et C on dïes percent le plenhorisonlat; noos mènerons 
par ces points ime ligne droite AG, et cette ligne sera la trace du plan des 
deux droites. Nous imaginerons ensuite que ce plan s'abatte sur le plan ho- 
rizontal, en tournant sur la trace AC; nous construirons les rabattcraens 
des droites données , et l'angle de ces rabattemens sera l'angle clierché. 

Or, dans le mouvement, 1^ points du système décriront des arcs de 
cerdas doal les plans seront p e ip udicBlmea à la droite AC, et dont les 
centres seront les dirers points da «ette droite, dmame elle est horiaon* 
taie , ces plans seront verticaux. Donc si Ton mène par I0 point B du plan 
hoiWHitBl, la droite GI) perpendiculaire à la charnière AC, D sera le centre 
de l'arc décrit par le point (B, B'), et cet arc sera compris entièrement dans 
le plan vertical GD ; donc le rabattement du point (B, B') sera quelque part 
sur GD. Mais le njOQ de cet arc est rhypotennse dn trian^ xectangle dont 
leaoMadjaceia à rangk droit sont lIioriaontaleBD, et k Terlicale ^ V 
foi aepio|alta honaootîdeinettt en B| donc s» Ton porte ID da ft-en </, et 
qnVm mène l'hypoténuse </B', oUte bjFpoIrfttilse sera le rayon en gestion : 
donc en portant <£B' de D en G, on aura le rabattement G du point (B, B). 

Remarquons maintenant que les points A et C des droites données sont 
euxHmcmes leurs rabattemens; car ils sont dans la charnière AC, etu'ont pu 
par conséquent prendre aucun mouvement. Donc les deux points A et G 
sont lisnlMttenenade den peMs de (AB^ A'B ). FaieiDeDiaiit G et G 
sont lee idNitteoMna de deox peînii ds (BC ^.B'GO ; donc AG et GG sont les 
rabatt^Biana desdroites donnéi : dMie, enfii AGC est ra^jie demandé. 

7S. Lonqae dan droUa» données ne se NneeaArBBt pas, il b> a pas 
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d'espace an^julairc compris entre elles; mais comme on apprécie la diffë- P'-5. 
renée de leurs directions , par l'angle smis lequel se coupent deuj para^ * 
lèles k ces droites menées par an même point, on est CoàfMM de CMndlNr 
cét an^e cofmne celui que fiMmeit )e»droita> é o uméu . 

D'après cela , et d'après la sohitiaB pt Màa O é , il aeni frdle de trouver 
l'ani^ da dame droites cpielconqnaSi aoit ^'aUcaae reMOalKiit «mliien 
qu'elles ne se rencontrent pas. 

• 74. Exécution de l'épure. Les parties vues et cachées des droites données 
sont faciles à déterminer , et sont indiquées , les premières en lignes pleines , 
et le» dernières en lignes ponctuéea. Quant aux c&tÀ de Vangle cberché» ils 
aoiit en lignes pleines tsts lo point G, où ils sont considérés comme résul- 
tats du pvdrième proposé , et ib sont indiqués vers les points Â et C par 
des élémens r( ctili^nes détachés ; parce qu'on lesoonsidère TCrs ces p<Mnts 
comme des lignes de constioiction (56). 

75. Problème 7. Vn pUin{AB, BC) et une droite (ÙE,D%')éiatU fis- 4- 
domiês , on denmnde Canglc qu'ils font entre eu.r. 

L'angle d'une droite et d'au plan u étaut autre chose que celui de cette 
droile avec sa projection inr ce plan , il estévident qu'il a pour complément 
Tioa^ de cette drcMle «vec une perpendiculaire abaiseée sur le plan par un 
des points de la dnûte. 

Prenons donc un point (D, W) mà la droite donnée, et par ce 
point, menons une droite (DF, D'F') perpendiculaire au plan (AB, BC) : 
cette droite fera avec la droite donnée un angle EGF facile à déterminer (7a); 
et si Ton abaisse par un poiut F, pris sur l'un des côtés de cet angle , une 
droite FH perpcndicidaire à rantie côlé , cette perpendicnlaive .ftn it^ec le 
oôlé FG un angle GFH, complément d« FGH , igd k l'angle diercfaé. : 

76. Exécution de té^un. Le aonomet de l'angle oblemr Gm étant aaae 
le plap donné (ÀB, BC), les parties des li^es de construction IS", GF, 
qui sont situées vers le point F, et qui comprennent le résultat du problème, 
ne sont pas vues , et doivent par conséquent être ponctuées (fyCi). Quant 
aux projections de la droite dooaée , elles ne sont pleines que jusqu'au 
point (I , T) , on cette droite passe to«tà-la-fois sous et derrière le plan dimnë. 

77. Problème 8. Dcilv plans (AB, BC), (AD, DC), étant donnés j pi. «. 
ênmf» tmi^le qt^Os font entre eux. 

Fïftiif téacadM œ pfoUème'^ noue* cfliMdieiKnle dUxntt'I'infetsecti^Mi 
«tlkutnine deicea plans ; noda knèneroas ewoite, par nn.pdfait tffcetle inler- 

4.. 
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liectiou, ua plan qui la coupe peipeudiculai rement, ce plan déterminera 
»ur les plans donnés deax droites d'intersection , et l'augle de ces droites 
Mcm Vaâgle dumditf . 

m. & Lm tnces horizonldiM AB, AD , des plan donna, te eoupent «n A; 
'* lenn traces verticales se coupent en C; les points A et C se projettent sur 
la ligne de terre en A' et G : donc la droite (AC, A'C) est l'intersection des 

deux plans donnes. 

Menons , par un point (jueL-ouque (E, E') de cette interseclioa, uu plan 
qui liii soit perpendiculaire. U aùrappnr trace verticale une droite inconnue 
])crpendiculaire à A'C (QS)i laquelle droite se projettera horiaontaleaient 

suivant la ligne de terre. Donc, si Ton raèae par le point (E, E') la ligne 
fEF, ET'), dont la projection horizontale est parallèle à RA', et la projection 
verticale perpendiculaire à A'C, cette ligne sera parallèle à la trace verticale 
inconnue, et sera par conséquent daus le plan cherché : or, elle percera 
le plan horiaontal en F ; doôc le fciat F appartient & la trace hoiiion- 
tale de ce plan. Mais cette trace est perpendiculaire à AC (66); donc» 
si Ton mène par le point F une droite FG à an^ droit sur AC , cetle 
droite sera la trace horizontale fin plan mené par (E, E') perpendicu- 
lairement à (AC, A'C). Quant à sa trace verticale, il serait superflu de la 
construire. 

Ce plan coupera ks traces Afi, AD, suivant les points K et H , et les 
pians donnés suivant deux drcMles, que les points (E, E^etK, (B, etH, 

déternii lieront complètement. Or, il ne s'agira que d'avoir les angles de ces 
droites. Pour cela, on rabattra sur le plan horizontal (72) le plan dont la 
trace est FG ,• les points K et II resteront immobiles ; le point (E , E') décrira 
autour du point G un arc dont le ra^on lE' sera facile à construire, et ce 
point viendra s'abattre en L. Les droites en question se rabattront par con- 
séquent en KL et HL , et WSJR sen Tangle demandé. 

78. £!MfeKtibi« de F^mre. H est aisé de voir que le plan (AB , BC) cache 
les parties DA , DC, des traces du plan ^A, DC) ; que la portion (AC, A'C) 
de l'intersection des plans donnés, comprise entre les points (A, A'),(C, C), 
où (AC, A'C) perce les plans de projection , est vue; qu'à partir de l'inter- 
section (AC, A'C) , et du côte oppose au point B, le plan (AD, DC) se trouve 
an-demis et en avant dn plan (AB , BC), en jpflecpie les portions AP, CM, 
des traces dn dernier ne sont pas vues, e| oontraîie les parties AN, 
CO , de cdlcs dn pmûer sont vues. Enfin , il est aise' de voir que les lignes 
KL, LU, oomprenneat l'angle àenmAé, sont cachées par ks plans 
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donnés; ainsi lapplication des coavenÙMis du n" 56 ne doit presenterici pi. 6. 
aucune difficulté. '. ■ • : ri|. 

La ligne KG ëtenl de tontes les lignes de cbostmctioailâ ligne la pletf-im-' 
portanle» il serait esses coveemble de f mdî^ver e« iKgneir mixtas (55). 

79. Problème 9. Deux dmtes étant dmaéet, mdauande la plus 
cdurte ligne qui puisse les joindre» 

Si CCS lignes se fencontnient, la ligne dcniundt'c a^existerait pas; si elles 
étaient parallèles, celte ligne serait une dioite quelconque située dans leur ■ 
plan , ft pcrpomlîcuîaire à chacune d'elles : d'où l'on voit que la question 
ne doit être traitée que dans le cas où les droites données ne sont pas com- 
prises dans un même plan. 

De «pielque manière qu'elles soient sloes situées dans Tespace, 00 peut 
toujours, mener per Tune un {dan penJl^ à Pantre; car si IVm mène ' 
par un point de la première une droite parallèle à k seconde , le pisn 
que la première dr^ta et cette perallèle détermineMnit sert le plan en 
question. > 

Or, si l'on conçoit que la seconde droite soit projetée sur ce plan , sa 
projection et la première dioite se rencontreront en un point , et si 1 on 
âère par ce ptnnt une perpendiculaire an plan auxiliaire, elle coupera à 
anf^ droit la seconde droite, elle couper» aussi à angle droit le première, 
elle sera par conséquent à la fois perpendictdaire à ces deux droites , et il 
s'ensuit qu'elle mesurera entre elles leur plus courte distance. En cflct, elle 
sera la plus courte ligne qu'on puis,sc mener d'un point quelconque de la 
seconde droite à un point quelconque du plan auxiliaire, et couséqucmmeut 
à un point quelconque de la première droite. 

80. Soient donc (AB, A'B'}, (CD^ CD') , deux dsoiles qui ne se rencontrent P%. «• 
pas et qui ne sont pas parallèles} il ne s*agies, pour etoir la plus courte 
ligne qui puisse les joindre, ou, œ qui revient au même, leur plus courte 
distance, que d'exécuter les constructions précédentes. 

On prendra donc sur la première (Alî, A'R') un point qtielconf^ue , par 
exemple , le point (A, A') où elle perce le plan vertical ; par ce point on 
mènera la droite (AE, A'E') parallèle à la seconde droite (CD, CD') : 
cette paralMe et lar droite (AB , A'B') pereevent Ise pians de projection en 
des points (B, B'), (É, F) et (A, M), qui détermineront Iss traces du plsn 
assitiaire (BF, FA'). On abeissscu «pkr un point quelconque (C, C) die la 
seconde dsoit» (CD, QHK), vie lwî>endiRpfaiire (CG, e'Q/)sMrleplsn anxi^ 
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PI fi. liaire (BF, FA') ; elle le percera eu an point (G, C) , et en menant par ce 
' point une parallèle à kdidte (CD, CIT), on aura la proJectioQ (GH, 6'lf) 
d» cette droite aor 1» plan anxÔiabe. GoAle proyectioB «otlfnk là pMkiiiète 
droite (AB , A'B') en no point (H»V); M âvm» par ce point, mw per- 
pendiculaire au plan (BF, FA') , ou , œ qni est la même chose, une paral- 
lèle (HD, HD') à la droite (CG, CC), et cette parallèle, perpendiculaire à 
la foLs sur les deux droites données, sera la ligne sur laquelle se mesure 
leur plus courte distance. Il est clair que cette perpendiculaire coupe la 
droite (CD» CIÏ) en (D, D*) : elle a lon pied m (AB, A B') en (H, H ) ; 
«nâ, kpôrtîi» de droite (RDy flTD^estb ^nedeniîaidée. 



CHAPITRE IV. 

Des lignes êourbes,. 

81. QuoiQOE nOBS ayons fait connaître, dès le chapitre i", la manière de 
représenter les lignes courbes, nous ne nous sommes pas occupés, cha- 
pitre n et dtapitre m, des proMèoMs I- «fondre siu* ces lignes, parce qu'il 
était bon «poser auparataot leuniprefrirftés généralei. Cestoe qoenona 
alloiB firire datiâ oedui|iitre. Noua r ef h âtd i io il i d'abord à la représentation 
des courbes , puis nous les considérerons sous le rapport de leurs directions 
en chacun de leurs points, sous celui de leurs courbures variables d'un 
point à un autre, et sous celui d'une génération (analogue à celle du cercle) 
Aoiit dlessontansceptibles. Cette marche nousconduira successivement aux 
trmggmte», ans fAKoA tîïï»cèn3^^<^)»nommerplantotc»U^^ et cen^ 
osaàiHemrs, et anx lignes connues sow ks noms de «AMijpjuiitef et de dS^ 
vdi^^^s. Nous exposerons «nsnîlefai'didôrie d'une cotniw fort usuelle, que 
l'on appelle hélice , et nom terminerons par In ré<5olntTon des problèmes que 
l'on peut proposer sur les lignes coTirhes , considere'es en elles-mêmes et par 
rapport aux grandeurs que nous savons représenter. Dans le complément 
('lir. VI, chap. iif ), mtus lUMtt oocoperona des propriétés qui ne sont {lar 
awe» élémeahnaas pour étteaclbsMeBWSt ea po eé ti. ■ 

Sa. Nous avons vu préc^deaqnMnt («Q» tfom ks pcajeetioa» d^me Kgne 
cowbe définisaMent k £wme de eslls Hgat «I sn poeitfift. D>pr^ 
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Ion trace acbitrairemeat sur le plan horizontal one ligne ABC, et aur le i*' 7 
pkn vertical une ligM AVCf U eomapoiidn à k p r en i i è ni àt en Bgoes 
«M f^^oe projetmle twliede à k aecoode mw aarfàoe {rrajetante 
horiaontale , et Halifaection de ces aufittcs 8«ni mw ligne pMfitttement 
dëtenninée de forme et de position. 

Si les deux projections ABC , A'B'C, sont denx lignes droites , les sva^ 
faces projetantes correspondantes à ces lignes seront des plans ; la ligne 
(ABC , A'B'C) sera riutersectioo de ces |Jaos , et cette ligne sera par con- 
•éqvent VBt diiMte. 

85. Si INne àe» ëet yo j c c ë — ABC» h*WC, «it «ne ligne dirorle , k 
première per exempk, et que l'autre soit une ligne courbe, la snr&ce 
projetante rerticale correspondante à la ligne ABC sera plane , et la ligne 
(ABC, A'B'C) se trouvera entièrement comprise dans un plan. Ce sera ce 
qu'où appelle par cette raison une cow'ùe pUuw. 

EdGii, â les projections ÂBC» A'lBt7» ne aontdroites m roue ni r«oti«, 
et oèk quelque qrstkne pkn» de projection que Ton dioi^se (*)t les 
points de k ligne (ABC, A'B'C}». ne pdnmnt élie à k feu contenus dans 
aucun plan : cette courbe participera par conséquent, de qndque manière 
que deux projections la représentent , de la courbure de deux surfeces pro- 
jetantes ; et ce sera ce <(u'on appelle une courbe à double courbure (yyS). 

84< Le cerde étant eugeudré par rextrémité d'un fil d'une longueur 
constante «t en mouTement snr vn pkn anionr d'nn point inrnnwMe, le 
fil gén&ntenr m ceoitananent tontes sss perâes situées dans ce pkn; ainsi 
le cercle est une coueIm pkne. 

Si l'on veut avoir un exemple d'une courbe à double courbure , on 
n'aura qu'à tracer sur le plan horizontal un arc de cercle ABC, et sur le plan 
vertical un autre arc de cercle A'B'C'; ces deux arcs détermineront une 
co«fbe(ABG,, A'BXO> qui sera, en général, une conilieiidoulik con^* 
l>ni« 

(*) On conçoit que la coarbe (ABC, A'B'C) pourrait être pkne, q«oû|uc les projec- 
tkvM ABC, A.'B'C, fiuKnt des courbes; et dan* ee cm, il est cÛr que «i on la rapportait à 
de «onvaau flMsieolMgiilaire* , doaaéé par rapport «mi prcnien , il serait poMiUa qrfan 
oonstruitantsesprojeclions sur cesnoutreaux pIaiM,ritoeiPelI«Mtrouv<U mx: ligne dnitei 

C) Si les arcs ABC, A B'C, avaient même rayon , et que leurs centres fussent sur une 
mtoe droite perpendiculaire à la iijjoe de terre, la ooorbe (ABC, A'B'C), qui leur cor- 
rcipMM,«lrÉ{f nâé€oarte)4MMAiseaN«e«èiletqMr«i appaUe dK^sait {roja h 
Mote %}, 
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85. Lonqiion vent opérer sor ime oourbe phne , on peut, pour l'ordi- 
iiaire» se passer de plans de projection , parce qa*on la oonstmit dans soo 
plan, et qu*oa opère sur ce plaii; mais , pour opérer sur une courbe à donble 

courbure, ou même sur une courbe plane considérée avec d'autres gran- 
tlours qui ne soient pas dans son plan, il faut absolument le secours dos 
pians de projeclion. D après cela , dans la plupart des questions que nous 
aurons à résoudre, nous nous donnerons une ligue courbe, plane on à 
double conAore, par aes deux projectioiis; seulement nous aurons le soin, 
lorsqu'il s*agiFa d*une courbe plane, de simplifier les données-antaiit qu*il 
.«ie pourra, fn prenant une ligne droite pour Tune de ses projectious. 
M. 7. 86, Le premier usage que nous ferons des ligues ABCD , A'Jî'CD', qui 
•''8' ' déterminent une courbe (ABCD, A'B'CD'), ce sera de construire les points 
communs à la courbe et aux plaqs de projeclion ; c'est-à-dire les traces de 
cette courbe, 

Or, on sait que les traisea luMiaontales se projettent verticalenient sur k 

ligne de terre (24); donc si des points A' et I)', o&la projection verticale 
A'B'CD' rencontre la droite MN, on élève des perpendiculaires A' A, D'D, 
à cette droite, ces perpendiculaires couperont la projection horizontale 
AliCD suivant Ic^ points A et P, Qu (A, et (P, D ), qui seront les traces 
horbontal^ cbercbées, 

Foup avfnr les traces verticales de la nijKaie poorbe, on te xappellem 
qu*elles doivent avoir )eufs projections borizontales sur MN; on en con<* 
dura que ces traces se projettent borizontalement en B et C; on élèvera 
perpendiculairement à la ligne de terre les droites BB', CC; elles coupe- 
ront la ligne A B C D' en des points fi' et C, ou (B, B') et (C, C), et ces 
points seront les traces verticales cherchées. 

87, Ces traces, que Ton constriiît ainsi dans tons les cas posables, ser- 
vent à déteiminer les partie^ de la oonibp (ABCD, A'B'CD'), cachées par 
les plans de projeclion. En effet, oette courbe traversant le plan horizontal 
en (A, A') et (D, D'), elle a ses arcs (^x, X'jc'), (Dj, D'/), cacliés à par- 
tir de CCS points sur les deux projections, savoir : sur la projection liori- 
zontale^ parce qu'ils sont au-dessous du plan horizontal, et sur la projec- 
tion verticale, paree qnUs se projettent vertfcalemeot sur lu partie bfé- 
riêuie du plan vertical , laquelle est cachée sur le dessin par la partie an- 
térieure du plan horizontal (5o). Et la même courbe , perçant le plan ver- 
tical eu (B, BO et (C, C), elle a son arc (BmC, B'm'C) derrière le plan' 
vertical; il n'est par conséquent pas vu sur la projection verticale, et il 
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n*est pas vu non plus sur la projection horizontale; car il se projette hori- Pi 7. 
zontaleraent sur la partie postérieure du plan horizontal , laquelle es( cachée 
sur le dessin par la partie supérieure du plan vertical. 

n est clair que les traces en question aident beaucoup à se bien figurer 
«Uns l'espace, la posilkni de la ooorliiEi (ABCD, k*VC'l)'), par nf/ponl aux- 
plans de fNra^eclîao. Par cette raison, et parce qu'elles sépannt les ares^pie 
cachent ces planS) de ceux qu'ils laissent voir, nous aurons soin en géné- 
ral de les marquer sur les ^jnires par des ligues de construction AÂ' , BB', 
CC',DD'. 

88. Connaissant les traces d'une courbe , il j a une question qujee pré- 
sente à l'esprit sur-rle-disinp, lorsqu'on les cxaqiîne en dierduvit à se 
rendre compte de U fonne et .«le la positi(m de cetle oonrbe; c'est de dé-, 
terminer les angles, plus ou moins grands, sous lesquels elle perce en ces 
points les deux plans de proj^on.. Cette question oo|iduit..dîrectenM»t 
la théorie des tangent^. 

8g. DES TANGilQ*ITES. Imaginons une ligne courbe quelconque dans 
l'espace, et concevons qu'on prenne sur son cours un élément infiniment 
petit. II est clair que la pctilesse de cet elémoit eiii|iéchera qu'il ne par- 
ticipe de la coiiil)ure de cette ligne; donc on peut supposer que la ligne 
courbe en question soit composée de petites lignes droites, pourvu que ces 
droites soient infiniment petites, et que leur nombre soit eu conséquence 
infini. Biais ebacnn de ces âTémens rectiligncs infiniment petits appartient 
à une ligne droite indéfinie qui, en-deçà et au-delà de Félâncnt, s'écarte 
du cours delà courbe, et qui ne se confond entièrement ayec elle que 
suivant ce même élément. Or, cette ligue droite est ce qu'on appelle une 
tniii:cntc , et 1 clément commun à la droite et à la courbe, est ce qu'on 
{ippelie \i:nv point de co/Uact ou leur élément de contact. 

90. L'élément infiniment petit d'une ligne courbe quelconque a pour 
projections deux élânens rectiligaes, anssi infiniment petits, qui font par- 
tie des projections de cette courbe ; donc si l'on prolonge indéfiniment ces 
deux élémcns , on obtiendra deux droites tangentes aux projections de la 
courbe, et qui ne seront autre chose que les deux projections de la droite 
tangente dans l'espace à la courhe en question, t est-à-dire , par exemple, 
que la tangente'en (B, B') à k courbe (ABC, AU'C), a pour projections »- 
les droites BfB, BTF, respeclîrenient tangentesanx projections ABC» AfB'C, 
ehBeteoB'. . 

■ 6 
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91. Si Von vent appliquer cette Ihéorie au cercle engendré par l'extré- 
mité d'un fil , on remarquera que le point générateur déi-rit la même 
ligne , soit qu'il se meuve dans un sens ou dans le sens opposé ; on en con- 
clura qu'à chaque instant du mouvement, le fîl ne penche pas plus sur 
une extiéonlé 4e F^léineat engendré qae mu rantra es\xéânté, et que 
cfaaqaeâémèBteatparcmMéqneHt à uîfgà droit sur le rayon oonetpon- 
dant : d'où l'on Toît qoe la tangents en on point d'un oerale est perpen- 
diculaire au rayon qui passe par ce point. 

ga. Quant au problcmc dont nous sommes partis (88), et qui consiste à 
H. 7. trouver l'angle sous lequel une courbe quelconque (ABCD , A'B'C'D') , perce 
un plan de projection , par exemple , le plan horiaontal, il eet dair que 
cet angle est odui que iîit avee œ mAme |dan l'ëliément infiniment petit 
qui correspond, sur la courbe , à la trace (A, Af) On (D, B'). Ainsi , pour 
résoudre ce problème, il ne s'agira que de mener par les points (A, A') et 
(D, D'), des tangentes à la courbe (ABCD, A'B'C'DO, et de construire, par 
le procédé du n" 42 , les angles de ces tangentes avec le plan horizontal. 

95. L'usage des tangentes étant tiès fréquent dans tontes les applications 
des Matbématiques» on a donné des noms partiqilitrsanx grandeurs qni ont 
des rapports amples arec ces lignes. 

Ainsi» le plan mené par le point de contact d'une tangente, perpendi- 
culairement à cette tangente , est ce qu'on appelle un plan nnnnal. Les 
plans normaux d'une même courbe se distinguent d'ailleurs entre eux par 
les tangentes auxquelles ils correspondent, ou par les points de contact de 
ces tangentes* 

Lorsqu'une ooniiie est pisne, et qn'on mène par le point de contact 
tfone de ses tangentes, une droite perpendiculaire à cette langenite et 
OOOqprise dans le plan de la courbe , celte droite est ce qu'on appelle une 
mrmale de la courbe. D'après cela , le rayon d'un cercle est la normale de 
la circouféi-ence, au point où il aboutit sur celte circonférence. 

n suit de cm définitions , que ks normalm et les plans normaux se dé- ' 
dussent des tangentm par des opénittons gn^iqnm que déjà nous savons 
fiure. 

94. Pour compléter la théorie des tangentes, des normales et des plans 
normaux, il s'agirait maintenant de résoudre cette question : Par un point 
donné sur une courbe connue , imncr une tangente à cette courbe. On en 
trouvera la solution générale plus loin (766); mais comme cette solution 
est trescompliquée,etpara très peu suaceptilile d*étre ut&é dsnslapra* 
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lique, nOW mf fomnm dioilir, par la tuit», les cxmnpkt de Hgn«s 
coorbét dnrt whs attrow btMûft » qvé dans les Ikoulles pour lesquelles 
ks tÉdg^ttlBtf s^oMenneat par des procédés sjmtkëtiqucs pafifeitlieir*. Nous 
notis bofneroùB ans fiunfltes que ce chapitre et la Note i *" Toat oonnaltM. 

9$. StES FLANS ET BBS CER€LK OSdJLATEDAS. La ungente à une 
coittbe ayant en coÉUtaoti arècdle (89) m AAnent iofiniaeent petit, elkest 
de toutes les lignes droites possibles celle qui ^ au poiat'de eoalacty appvodie 
le plus de se confondre avec la courbe ; car pour qu'une autre droite tou«- 
cU^t cette courbe plus intimement , il faudrait qu'elle eût dvnx eléraens 
consécutifs communs avec elle, ce qui est impossible, puisque deux élé* 
meus cûusécutils d'une courbe ne sont pas dans la même direction. 

liais osa éeux âéttétts éfant tonjonfs daaa un min: plan , on -va vaut 
aoftfap de cette piopiiélié des ctnisjiUiations uouiidles d*une grande vlSBlé* 

Soient AB , BC , deux élémens consécutilB mfinônvt petits d une oonriba K 7. 
quelconque ; ils détermineront un pian qui passera par les deux tangentes *"* ' 
consécutives MP, NQ, <Ie cette courbe, et il la touchera aussi intimement 
qu'un plan puisse la toucher , attendu que pour qu un plan se confondit 
avic elle suivant uh arb tfnno plus gnnde longneiir, il fiuidrait qu'il 
passât par un tnmième éldnaant sitiié à la amie de AB et BC/«e qm, en 
général , est imposable , piûsqn'nn plan ne peut être assojetti k paaaer par 
plus de deux droites. 

Or, le plan que déterminent les deux tangentes consécutives MP , NQ, 
menées à la courbe par deux élémens consécutifs AB, BC, est ce qu'on 
nomme le plan osculàteur en B. 

g6. Si par BC , et par l'élément consécutif CD, on mine nn nonrean 
plan»oe serale planoacnlatetiren C, et.ainsi de suite; en sorte qn'àdiaqne 
point B , C , etc. f de la courbe , il correspond an plan osculàteur particulier. 

Il esi clair que si tous les plans osculateurs se confondent en un seul , 
la courbe sera une courbe plane. Si, au contraire, ils d i lièrent généralcr 
ment les uns des autres , ce sera une courbe à double courbure. 

97. Bans le pian oacnlatenr ABC de deux élémens c ous écu tift AB, fiC, 
dVme oourlw qnelconqna , dleronsy sur Iss milicvx m et n de oss âémensy 
deux perpendicalairès mO,^, ou, cêqni estla'tnème diose (gS), deux 
normales à cette courbe. Ces normales se couperont en un point 0 ; ot si/ 
de ce point comme centre , avec la distance OB comme rayon , on décrit un 
cercle, il passera par les trois points A, B, C, et coïncidera avec la courbe 

5.. 
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don^e soi^t les deux âànmtf AB^ BC : d*^ il aaitrqv'flmcdv toufrU» 
cercles possibles celui qui la touchera eq^B lei plus iirtinieaie«t;'car^ pour 

qu'un aulre cercle s'en rapprochât davantage , il faudrait qu'il eài plus de 
deux éleincns, c'est-à-dire plus de trois points A, B, C, sur cette courbe, 
ce qui est impossible, puisque ces trois points suffisent pour le déterminer. 

On appelle par cette nison le œrde qui a son centre en 0, et dont le 
omctèie est dWr dmnr âénem oonécutift AB, BC, cdnmrau avec h 
courbe, ou d'avoir deux tangentes consécntives IIP, NQ, qirï SMent atmi 
tangentes à cette cotirl>e , le cercle osèulateur de cette même oooAe en B. 

98. La courbure ei» un point B d'une ligne ABCD. . . , provenant unique- 
ment de ce que les tangentes Ml*, NQ, ou les elëmens AB, liC, qui abou- 
tissent en B^ oiMipfennent wangle PBQ, il s'ensuit que plus cet angle est 
grand, plaskoovriNueestgniide^ etnkùproquenent. Oà-voît, d'après cela, 

qu^ert netm^depcendreFan^FBQpoiirnwsarede h eoiniKRe. Nous 

le' nommerons , par cette raison , Vangle de courbure. (774). 

IMais i'BQ = mOn; donc la coorfaare cst anasi mencér par l'angle mOn 
de deux normales consécutives. 

Cda posé, on remarquera que ihSin étant un petit arc du cercle qui a 
son centre en O, arc dont la longaenr^eiAB-l-îBC, on a, en dë- 
«^Svn^lMrRIe rajonOB, et par « lè liappôrt dn diamètre à la circon.- 

are mBn : avR :: ang^ mOis : S66*; 
ce qui donne ' ' ' ' * 

rangjteaiOBBi'^r^^; 

11 nit (le là que si l'on faît'yanâri'angle PBQ, sans cfailnger la longueur 
de m: , les positions n' et (Y, que prenant Ics |poinls « et O^^$etoat telles 
qu'on ait , en appelant ft' le nQvcnM JlKna^i j 

' angle m(X«' = îiil±àSi^; ' * 
«eqnlfonniitla pi*perrtî&u'*"^ ' " '*'" 

angle mOn : logle MCKiir :: : ^. 
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£t comme mO/i et mO'/t' représentent les courbures en fi, pour les deux angles vi. 7. 
dettngttaftBifBC, fBCF, û Ticodi», «n désignant parCetCleacoorbiires ^ 
correspondantes à ces angles, 

' C:C::'R'':IÎ. ' 

• • ■ • » 

C'est-à-dire que fef cpHr6w«f 4#fie '«tfi« ^es , ntr fouta h» eomrhe» pos^ 
sibles, en raûe» îm«rre <ief mjtw d»t c^les otculateurs. 

9g. C«Bt dcpc.ra moyen de ces rayons qu*OB devra mesurer les cour- 
bures , et c'est ce <^và fait qu'on donne aux cerdes oscnlateurs le nom de 
cercles de courbure; et que, par suite, on nomme leurs ray<Mi8 et leurs 
ceutj'es, ntyoïis de courbure al centres de courbure (*). 

Ou remarquera qpe lorsqu'une courbe est plane, elle a tous ses plans 
osoûlaieurs confoadns ea ua seul, qui contient les centres de tous les 
cercles oscglateurs, ou, ce qui revient au même , tous les centres de cour- 
bure. Pour une courbe à double courbure, au contraire, les plans oscula- 
tcurs ctant tous diOerens (qG) , les Centres de courbure se trouvent distribues 
dans une suite de plans (773)» . ' 

100. DES DÉVELOFFÉES ET DES DÉVELOPPANTES On sait 

que si tme droite, considérée dans un plan, tourne autour d'un de 4es 
points .supposé fixe, tous les autres points de la droite décriront autour 
du point fixe des circonférences de cercles concentriques. On va voir par 
ce qui suit qu'il n'y a aucune courbe qu'on ne puisse concevoir engendrée 
d'une manière analogue. 

Soit ABCN une cooribe quelconque tracée sur un j^n ; si l'on conçoit Fig. {. 
qu'une droite SK se meuve autour de cette courbe, sans glisser sur elle et sans 
cesser de lui être tftOgmte , chaque point D de la droite SK décrira une, 
courije EDCOV, qui sera ce qu'on appelle une développante de ABCN; et 
cette dernière courbe prendra . jpar rapport à la. ligne décrite £DCOV, le 
nom de développée. 

ICI . Chaque élément miii|' de là développante EDGOV, sera perpendicu- 
bubre à la direction Correspbiidante SR de la droite molule ; car cet élément 
aura la mène direction qn'aïunît en D' fâément d'un src de cercle décrit 
du poiiKt ^ jpifnlact'B, càiiàîiÊfXeiMé, avec un. rsjon BD. Ainsi, la tan- 



(*) C'est d'après les idées d'un de mes ami» (M. de Maiztcre, ancien professeur) que j'ai 
«nâioréi&moBtta édition U tfaéor}« im ooarbttra de* Ugaes. 
C*) C^aitlclssit tiréeniniiéeipartiede kO«0M«triedeseH|i^ 
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PI' ?• geale DT de la dûvcluppante , est perpendiculaire à la Ungeote correspon* 
^ dati^ DB de la développée, on, œ qd ntkntaii tÈAmo, kt nmrmakê à 
la développante sont UmgenUs à la dév^oppétu ■ ■ 

loa. Si le point décrivant D est pris sur la droite RS, du côté BD qui s'ap* 
proche de la développée , la courbe décrite DLKC s'approcbera de ABCN ; et 
lorsque le point D sera devenu lui-même le point de contact C de la droite 
mobile et de la développée , cette dernière courbe et la développante >ie 
rencoafrerOnt én G* Maïs la dérdoppaa^e né ^rapchira pas la développée , 
tar dès que 1« poiiit de contact de U d^niè moliile atim d^pdOflé le pûint C, 
Je point décrivant rcvieadra sur lui-même , en parcourant UAe ligne qui 
aura la figure COV. Et comme la courbe décrite est toujours perpendicu- 
laire à la direction de la droite mobile, les deux branches CDE, COV, de 
la développante, seront pcrpcndicidaireSaladroite PM, qui touche ABCN 
etiCf et par conséqueut tangentes enti*e elles et normales à la développée. 

Le point G, suivant lequel début îiranclies d'une xàêrtie ^teurlie se réunis- 
sent ainâ« estee qn*otl nomme un point de rebroussemeni. 

io5. Puisque tous les points de la droite ntobile RS s'appuient successi- 
vement sur ABCN , sans que cette droite éprouve de mouvement dans le 
sens de sa longueur, il s'ensuit nécessairement , que la partie BD de la droite 
RS,. comprime entre la développante et la développée , est égale en longueur 
à Taitt ]|IIGC»Ito même /les tangentésHLtCX» KO,f^> etc. , «mt é|dea 
' aux an» UGC, GC . CN , CNY, etc. , qi^i leur correqiondent. 

Il suit de là que si un |U flexible et inextensible est enroulé sur la déve- 
loppée ABHGC, et qu'on vienne à le (développer, à partir de l'extj'émité C, 
ce fil prendra successivement les positions ABHGK, ABIIL, ABD , etc. ; et 
en supposant quU ne glisse pas sur la (léveloppée, le point C décrira la 
branche CDE de la ddrelQppante, otanoe un point d-uue divtî^ tournant 
autour dWo^tK fixe décrit 1^ çîrbQnfiprénçe. .. . * ; . 

n est dur que l'extrémité G d'un autré ôl , env^oppé sur l'ârc (CNYU , 
décrirait semblaUement la branche COV. 

C'est cette propriété qui a fait donner aux ligues, telles qUe ABCN et 
VOCDE , les noms de développées et de déveli^panles. . • • 

104. Étant donnée la développée ABCN, çt sachant mener des tangentes 
à cette courbe, il sera "Êùnle de construîrjB les Lranctiés CbË, COV, de la 
derdu^ipante VOCDE. Pour cela, on mènera par 4es points G , H» B, e|c., 
peu éloignés les uns des antres, des tangentes GK, HL> BD, étc.; on por- 
tera ensuite k longueur curriligo» CG 4e G m K^Ja longueur ouriligne 
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CGH de H en L, la longueur cui-viligne CGHB de B en D , et ainsi de suite : P'- 
on joindra les points obtenus K, L, D, etc., par la ligne CKLD. . . , (*), ^ 
et cette ligne aen Ywêù des braodies de k dérdoppiBBe cliérchéB. L'aiitra 
brandie CX>ZV» te w i tfUtilwi |Mrr le iûèut moyen ; et comme le choix du 
point C arbitraire, on ponrfa> aree'k même dévdoppëe ASCN, con^ 
Stndre nne infinité de développantes. 

io5. Étant donnée une courbe plane quelconque VOCDE , on peut aussi 
la considérer comme une développante , et construire sa développée ABCN. 
En effet I concevons qu'on mène par tous les points dé la courbe V0C3)£ 
des normales à celle oomrbe; chaque normale senl coupée , par la normale 
prMdenteV en nn point ^ par la normale suivante en nn antre point ; 
cesdeux points compMMfont im élément infiniment petit de cette normale» 
et la suite des élémens semblables de toutes les normales formera une 
courbe continue ABCN, qui leur sera tangente à toutes, et qui sera le lieu, 
de leurs intersections consécutives. Or , je dis que celte courbe sera la dé- 
veloppée de VOGUE. Fonf* lè prooTer , soient zjr, denz normaleB con- 
sécotÎTes de VOCSE, 7 le point oà elles se coupent , Y le pmnt oà là 
première est coupés par la normale précédente , et Y' celui où la seconde 
est coupée par la normale suivaute : les droites infiniment petites Y/, jY, 
appartiendront J» la courbe ABCN. Cela j>osc, îmac^înons qu'un fil enveloppé 
sur cette courbe vienne à se développer, il occupera , dans un c ertain instant 
de sou mouvement , la position XZjY'U ; l'instant d'après , il occupera lu 
position xxjrYV s mais les c6tés Zj; zj-, dn triangle mîxtilignç infiniment 
étroit dont les anj^ en Z et a sont droits, et dont l'angle en est 
infiniment petit, sont éganx entre enx j donc le point décrivant , r|iii dans le 
premier instant se tronvait en Z, sera en 2 dans le ^rrond , c'est-à-dire, 
rjue ce point n'aura pas quitté la ligne VOCDE. Et comme il en sera de 
même pour tous les autres instans , il en rési^lte que le point Z engendrera 
la dévek)ppante VOCDE; ^ak û snit tpe la conrbe tangente k toutes les 
normales d'une antre couilie , est nne développée de cette dernière. 

D'après cela il ne s'agira , iMMilr obtenir la développée dtahe ligne donnée 
VOCDE, 4|iie de mener nn nombre suffisant de normales à cette ligne; 

• T 

» > ' . ■■ ■ I II , , Il , , ,. 

(*) Pour h\ea tracvla ligne CK|;.D» 3 fmt IkOMfMwée join et hetaeoop élHdiîMe; 

et il ast néwssaire que les poinlj K , L, D, etc. soient assez rapprocliéî les uns Jcs autre* 
pour b en acçi}^ la forme de cette li^ic L'art de bien ineltrc au trait une ligne courbe c&t 
indS^eanUe à tonsosu qai venloit appliquer k G{oiiiétrie<leacripti\c (■ 39). 
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Pl. 7. et la conrbe ^CN, décrite de manière à Ic^ toiidier tûute^, sera cette dé- 

veioppcc (t). ; ; , . ..,.p.. .. 

106. çerde^Z^;^ qiii a Mii,cen)tre Yfniriiabi iljB ^^^ U nor- 
male Z> et (le la dcveloppe'e , par les élémens ^a^pifafSJOfLf^ipi.'VjfZ, 
Zz, do VOCDE; car le point Y est l'intersection des pTppniliriilyiri^ 
vées sur les milieux de WZ tt de Zz , ou, autrement dit, il est l'intersec- 
tion des normalp consécutives qui renoontrent lf$ cltin^eos \yZ qt Zz : dpnc 
ce oeide est'le (^^e qscqlateiif en Z* . , » .• 

' W «"* 4e.i^'^ là ^^opp4e 4e U ligm^ |)il«iciyÔWr<ï>^^ ^ des 
centres de courbure de ôeUe ligne (**). ,».-(. 

11 est clair d'ailleurs que le. cercle osculateur <pZz se trouve,^ar rapport 
aux el(imcns de contact WZ , Zs ^ d'un c6té ^ au dehois de la développante^ 
et de i auti'c cOtç^ ai^ dediyis. . • 

107. Nouf c<>V|cliiro|as {le ce qui précède que chaque courbe pla^e a riafi» 
son plan npe développée et ane ffifiniti^ HrTftk^M¥'<tff''-4r'''WV-*^t^ ^^on- 
struire qojmd on sait mener âf& tangen(«t.à Jk 9mhtt.A9W^* chaqne 
développante obtenue, a|g^|)Çnt déduirt eqoon^ mic'ii^if^i^e devdop- 
pantes, et ainsi de suite; en sorte qfi'nne agplc cQ|ft[j|^ ff>uj|^f k ginf jfiu» 
mille immense de développantes. 

Nous verrons dans le Coaiplenient (782), en nous occupant des dève-r 
loppées de; courbes à dçnUe cpnrbufc , q|a une .GojiTbf^.queîponqQç « aa»i 
nne infinité de derdopp^i qui içtptmtvm» ùv^iU*V'4jl^^ 
celle de ses de'velojij^tei, j , , ■ . « • 

108. Mais il y a entre les dcveloppc'es et les de'veloppanles des difSfr 
renées à remarquer. Dans l'état actuel de la science, on ne sait pas déter- 
miner, sans le secours de l'^tt^Ji^se;, les ppjnts de coui^Qt dus normales 
d'une oooilMaTec 1^ develqp^ dp çeUepqnri^ U réfulte 4? là, 1 que 
la développante qu'on peyt ei^ «l^uire. /e^ «qnunie, .pa|k U jl^nnination 
graphique d'autant de s«^,Qpint^ qu'on en; veat,^fa]m8.<^0|i^^'obtieDt la. 
développée que par les tangentes Je c^ttc dernière^ ce qui en rend le tracç 
fort difficile; 2\qd\on as^ peitt pas con$tf;airej>}rn)théti^Dient 4^;nonnale8 

— ■ ■ I ' mii i f. l i'i t n iL i t/> * in « I ' !■ .Il»» » 1(1 III ■ 

(*) Il osl a55<.v difficile lie décrire cxartcnipiit drs lif^'nes qui nt sont déterminéfli VfT 
leur* tangentes} cependant cela e»t quelquefois iadispe&sable dan« la pratiqœw 

C*) Il VanwnUpattfiandanleeasoàU^l%n«dflllinfe HtaIt&.doubieo(Mirb!ire(772). 

Ç"'*') On verra, dam le Complément (77<)fJ|lllDOjen d'obtenir les poinU deeontact dès 
Ungentea ZT, ON , etc. j maU c^est aeuIeqMat potu k cm oè lu fwtbe ASÇ9 «pt iM|ié& . 
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de la développée, et, conséqiiemment, qu'on ne peut pas déduire d'une Pi- 
développée, sa propre développée, et la développée de sa développée, etc. '* ^ 

109. Lorsque la courbe plane donnée est une circonférence de cercle , 
les demr branches CDE, œV, dë k défékmaàs, M»it symétriques par 
nqpfMirt è k èMllB ^ , nenée par k-pomf é €t par le'oe^ 
eond^rence; chaque branche fait autour de ce centre une infinité de dp- 
convolutions , dans lesquelles elle s'agrandit de plus en plus , et la déve- 
loppante prend le nom de spirale développante du cercle. C'est une courbe 
dont nous ferons fréquenomeut usage , et <^'il sera toujours £icile de con- 
struire par k procédé du u* io4> 

PaMMVUBleBttitàklliéoriedesliélk^ * 

. lîo. DES HÉLICES. Soit ABCDE une courbe quelconque tracée sur k tî^i. 
plan horizontal . Prenons sur cette courbe une suite de points A , B , C , D , . . , 
et imaginons par ces points des verticales (â, A'Â"), (B, KB'), (€, IC). . . ; 
jfmwoanÊB.tfivmmsilmÊis-cenAè eoape touks ces tertiôlèa «» dte 
poinis (A/Af)» iO» (C* «--«'kb que ks kmtems de ces mêmes 
piosoteau-dessus du plMH berifontal soient dans un rapport oonstant avcic . 
ksarai AB, A€,AQ..., rectifiés : cette courbe sera ce «{u'od appelk une 
Mice. 

Pour obtenir la projection veilicale de cette hélice, voici les construc- 
tkos qu'il faudra faire. On prendra sur un plan deux droites rectangulaires 
adf dd'f ayant entre elkt k rapport constant des hauteurs aux arcs; on 
aïkiera k droite a<f , puis on rec^fierakefllceAB» AGy AD. . ./de a cni, 
deA«n de a en d, etc.; on élèvera ensoite ks droites hV, ce', dStf . . 
perpendiculairement sur ad , et ces droites seront les hauteurs , au-dessas 
du plan horizontal , des points de l'hélice qui se projettent en A, B, C, etc. 
Donc, si l'on porte bb' de K en B', ce' de 1 eu C, dd' de K enD', et ainsi 
de suite, les points A',. B'/C, P'. . qu'on obtiendra, détermineront k 
projection veilkÉk dierdiée A9C1K. . . 

t.rt. B.résnlte de ces constructions que n l'on découpe le triangk adet, 
et qu'on pkoe k ligue d!(f sur (D, KD ) , pim que l'on courbe le plan add 
de manière que les longueurs ab^ bc, cd. . . , s'appliquent surleurs égales 
AB, BC, Q). . ., les points a, b\ cf . .., viendront s'abattre en (A, A'), 
(B, B), (C, C). . et la ligne droite ad'f ainsi courbée, coïncidera avec 
rhélke(ABC. AVC. . saw que k figure oââ ait éprouvé ni dédhi- 
rure ni dnpUcatiire. U est évident que k senldianeenient que cette figura 

6 
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aura subi, c'est quelle vSesera divisée en trapèscs infiniment étroits b'bcc'f 
t'ctltl' . . ., dont les plans auront tourne sur les arêtes bb\ cc% dd' . . ., sui- 
vant IcscpicUes ccï! trapèzes se joignent, de façon que la ligne cdwde.. . 
prenne la courbure AIlCDË.. . Or, il est clair q«e <kns ce dutugement , 
langic constant h'ah, que les élémens de ad fout avec ad, n'aura nulle- 
ment varié; donc tous les élémens de b courbe (ABC. . A'B'C. . .), font 
le même angle b'ah avec le plan horizontal. 

Cette propriété remarquaMc caractérise les hélic€s , et équiTavt , comme 
on va voir, à leur définition (*). En efiet , imaginons qu'on divise une 
hélice (ABC. . A'B'C . .), en arcs inliniraent petits, et que l'on forme 
sur chaque arc clcmentaire un triangle rectangle dont un côté soit ver- 
tical et l'autre horizontal ; il est clair que tous ces triangles seront égaux 
entre eux, comme «îtatil formés avec des hypotl»^uscB égaies, semblable- 
mont inclinées sur le plan horizontal. Or, il suit de là que si, îi partir d'un 
point quelconqoe (A, A') de l'hélice, on prend deux arcs à volonté (AB, 
, A'B'), (ABCD, A'B'C'D'), les projections horizontales AB, ABCD, de ces 
arcs, seront formées par autant de côtés horizontaux Vies triangles en ques- 
tion, que les linuteurs KB', KD', des extrémités (B, B^, (D, D'), de ces 
mêmes arcs an-dessus du point (A, A'), contiendront de côtés rerticaux 
des mûmes triaiifjlos. Donc les hauteurs KB', Kl)', seront proportionnelles 
aiix arcs AB, ABCD : ce qui est justement h définition dont nous sommes 
partis (i lo). 

1 12. Puisque tous les élémens de l'hélice (ABC. . ., A'B'C. . .), font le 
même angle h'ah avet: le plan horizontal, il sera aisé d'obtenir la tangente 
en un point donné (D, D') de cette hélice. Pour opérer de la manière la 
plus simple, voici ce qu'il tiaudm faire. On mènera par le point D de la 
projection horizontale de l'hélice, b droite 1)T tangente à cette projection, 
et eette droite sera iiéces^aîi-ement la pF*ojcction horizontale de la tangente 
cherchée (90); on piléndra t)T égale à l'arc DCBA rectifié; on construira la 
projection verticale T' du point T; erifîn, on mènera T'D', et la droite 
(TD, T'D') sera tangente en (D, D) à rhélice (ABC. . ., A'B'C. . .). En 



C*) 11 est clair que cette propriclc convirtila la ligue droite auiii hicn qn'aux hélioci 
c'est que la ligne Jroilccst riiélice quicorresjioiiJ au cas où la lipiic ABCD est elle-niciuc 
uncligtic droite. Malf'rêcela, on ne considère pnsonlinaircmciil uuc|ligne droite comme 
appartenant à la famille des liélîccs, parce qu'on suppose toujours que la ligne ABCD... 
«oit courlie. 
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effet, cette tangente doit être dans le plan projetant vertical qui a pour PJ. 7- 
trace la tangente eu D à la coorbe ABC. . . , et elle doit faùe, arrec. le ^ 
plan Mflaot»!, im angle ëgal* k r«ag|b bUtb s or, la picai^ «ondi- 

■roir qu'dt» K<t>t aussi , car on a cette proportion . l'arc AIÎCD , égaM^TD, 
est à la hauteur KD' du point doané « u dnaam du point {At, Af), eortne 
a& est à bb'. 

11 est clair que si l'on vootait dévek^iper sur 1)T , im lieu de 1 arc DCBA, 
tout autre arc DCB conuoençuM an pÂnt D, la taugcnte s'obtiendrait par 
1» HléaMS eoBotwictioM, nrafenaant qn'on «riMitaàt au plan horiaootri 
^ pasae par le point (A, A') , celai qui oanliant k pttîat; (B^ B^, co»- 

req)ondant à Fextréniité B de l'arc DCB. 

1 13. Maîntoiiaiit que nous snvons mener des tangentes aux hélices, nous 
allons démonti'cr que ces < onrljcs sont des courbes à double courbiirq dans 
tous les cas où la ligue ABCD. . . n'est pas une ligue droite. Pour cela, 
cli e rtihon s le Mwi'des points, tels que T, oîi le»tingentiBà VhiÊS»{MlH2:, . 
É^VC. . .) percent le phn horûonldv On mk, pet ce «pu » ëté dit plus 
Iwiit, qoe le point T est sur la droite TD, tangente en D à ABCDE. . . , à 
ttne distance du point D égale à l'arc développe ABCD; d'où l'on voit que 
le lien cherché est la développante x\RTS de AlîCDK. . . ]\ïais si l'hélice 
était une courbe plane, ses tangentes seraient toutes dans un même plan; 
donc elles perceraient le |Jân horizontal suivant une droite : or, elles le 
percent curant une dévirfoppante; donc ITi^ Bce eM «ne oevrbe à double 
oonilnire. 

' 1 1 4- On donne à la courbe ABCD . . . , au moyen de laquelle nilebéHceest 
construite, le nom de baxe de Dirlicp. Et lorsqno cetfn hase est un cerde, 
comme dans le cas de la iigurc, on appelle la courbe (ABC. . ., Ali'C). . 
. hélice à base circulaire, la ligne verticale (0, A'X), ojce de l'hélice , et la 
bautev A'A", comprise entre deux intenedions eomécntives de la courbe 
arec une verticale (A, A'A*), pasd» fhSice. 

itS. Nous ferons observer en paiwnf qn*«M MUce à base cirenlaire 
est entièrement déterminée quand on en connaît la base et le pas; car on 
sait alors que la projection AB d'un arc de cet hélice étant une certaine 
fraction de la base, cet arc s'élèvera, de rextréinité [\, A) à rexlrémilé 
(B, B'), de la même fraction du pas. Ou déduit aussi du ces données l'in- 
c Mn aiioa de llidioey c*eflt)-4-dire l'angle de aa tai^pnile aree le plan hori- 
aontal : en effet, a l'rni décrit un trian^ rectangle, en portant ]a drooo- 

6.. 
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féreoce de Ja base sur une horizoatale , et le pas sur une verticale i 
ITijrputtfBiiwigUic^itiiaagie aqimrindiiiiie«m.dieBCli<e» • 

116. Gesooondérations, en même tempe qu'elles niMpfiiiMcMBiÉlNL-iM 
kélîemy mom font connaître encore une autre «<p è c e de OOnriice roe sont 
les projections verticales des hélices dont les bases sont des cercks. Ou d^ 
signe ces courbes sons le nom de sinusoïdes (♦). 

pj,7. Il est évident qu'elles s étendent à l'infini suivant l'axe A'X, et qu'elles 
^■1- S- le coupent en »9ie iulMUt^ de points A', E', A'', etc. Conuue on sait mcner 
me tangente Tpy «p, «n point quelconque d*nne de ceacoubea (i la), 
il est aisé de voir que Ucoaurbure d'une sinusoïde change de sens atnx pointa 
A', Bf, A", Ctc*y où elle coupe l'aM A'X. Ces points s'appellent, par cette 
raison , des jwints {Tinflcrion. Ils reçoivent , dans le cas particujyier des si- 
nusoïdes , le nom de poiiiis de scrpentement. 

117. Nous savons donc luaiatenantj au moyen de ce qui précède, et au 
moyen de la Note i"» con^troire des Kgnes d*uae infinité d'espèces, saToir : 
des oeides, des ellipees , des hyperBolee , des pembolea; des apimlea dé- 
veloppantes de cercles ; des hélices à bases circulaires ; des sinusoïdes ; des 
développantes de cercles, d'ellipses, d'hyperboles et de paraboles ; des dé- 
veloppantes de ces développantes, et une infinité de développantes d'autres 
développantes; enfin, toutes les hélices qui auraient pour bases des courbes 
des eqwoes précédentes. 

De plus , nooB sayoos menw des tangentes à toutes cee li^poes, kneqne 
le point de contact de la tangrate demandée nous est donné. Misîa, comme 
il faut souvent mener des tenantes sans avoir leur point de contact , il est 
convenable que nous rangions parmi les questions que nous avons à ré- 
soudre sur les lignes courbe^, plusieurs problèmes relatifs aux tangentes. 

118. PROBLÈMES "SUR LES TANGENTES et sur les Ugaes courbes 
en généroL On a besoin de déterminer les tangentes dans trois cas prind- 



(") Ce nom e»t tiré de leur équation , qu'il est facile d'oMcnir. Prenons A'X pour aTe 
des aUcissea , et A' Y pour axe des ordonnée*. AbaÏMona^fi'P et perpendiculairemeut 
sur A'X et sur AO-, Bp sera ce cp^on naanM le êinm ds F«M AB, et nous auroos 
PB* s pBssssfo or» AB} et comme le rapport derarcAB àkliaiitear KB', égaleà A'P, 
est constant (i to), on aura, en appelant m ce rapport , arc AB — m X KB'. En désignant 
donc suirant l'usage AT par x , cl PB' par^, il tiendra : PB' = tin mx, ovLy = tin mx, 
qKieitFéqaatio«di«raliés.ElleeipviflM, esniawoàvBit^ le 
iTnfimltipIsde retedMft . . ■ 
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paux, lorsque le point de contact est connu; lorsqu'on conoait un point 
de la tangente, et enim lorsqu'on connaît m. iSmUAm, cfert à i6m me 
dratefulnLaaitipniilife. . ■ 

Le pcenUer mb a été tnilé 94 ; ûnsi , non» n'urons à noae «eeuper 
que des deux danume* Aiwcit d'aUer plus loin , voyons s'il est toujoan 
possible de mener, par un point, ou parallèlement à onedioite «ibitrake- 
ment choisie, une tangente à une courbe donnée. 

119. Pour cela, concevons dans l'espace une ligne courbe ^juelconque , 
et imaginons menées, indéfiniment en tous sens , toutes les tangentes de 
cette oCNiiliei. il esiëvident que ces tengeiites linRiieroiit vM mtkoe parti- 
cnlière/ qui sera le lien de tote W pdnls des tnigeiileB de h wvatbe en 
qneslioa. DoéCf pour qu'on puisse mener par un point damné une tan» 
génie à cette courbe , il faudra nécessairement que ce point soit dans la 
tBlfàce des tangentes ; et s'il s'agit de mener une tangente à la courbe, pa- 
rallHement à une droite donnée, il faudra que cette droite ait une parallèle 
située sur la même surface des tangentes. 

Si la courbe donnée était plane, par exemple, le Ben des tangentes se- 
rait le plan de la comhe , et pour qu'il y éht nne tangente qui passât par 
un point donné hors de la courbe, ou qui fût parallèle à une droite donnée, 
il faudrait que le point donné {&t dans le plan de la courbe, oii que la droite 
donnée fût parallèle à ce plan. 

120. II suit de là que s'il s'agit de mener par un point une tangente à 
une courbe, ce point ne pourra être donné que par ime seule de ses pro- 
jections , et la seconde projection s'ensuivra ; car si on se le donnait par ses 
deux projections , la tangente demandée n'existerait pas , à nuÂxa que, par 
hssard, ce pmnt ne se trouvât sur la snr&ce des tapgentes. 

De même, si la tangente demandée devait être paraHèie à nne droite 
donnée , et qu'il n'existât pas entre cette droite et la courbe de relations 
particulières , d'après lesquelles la droite dût avoir une parallèle sur la 
surface des tangentes, on ne pourrait se donner que lune des projections 
de k droite, et l'antre s'ensuivrait. 

Gda Tpoté, passons à la résolntioii des pfoUàmes que nous avons an.* 
nonces an Q* 117. 

lai. Pboblàms t. ilfener une ^mgatte à. une ligne eomhe (AGB, s. 
è!CVy,far un point à» f espace donilaprolet^doKkonaoniaùlA ^oU amnue* ' 
Pni8qnVmsaitnwnerdcs1angentnàkcoiirbe(ACB,A'CB0(94), lorsque 
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Pl. ». le point de contact de ces tangentes est donné , on en saura mener dans le 
'* même cas aux projections ACB, A'CB', de cette conrbe (90) , et l'on pourra 
en dëânixe lean lUMmities (1^. ùr, il légnlte db' là on mojen fiicUe de 

, Prenons sur ACB nne suite de points a, t^, tP; • et menons par cas 
points les droites ah , a'h'\ ti^V . . . , normales à ACB. Par le point M al>a»> 

sons sur ces normales les pcrf>cndiculaires MA, M/!»', M^. et décTÎvons 
le lien !>h'l>'h"' . . . des points où se rencontrent chaque normale et la per- 
pendiculaire correspondante. Ce lieu contiendra nécessairement le p)int de 
contact C de la tangente cherchée; car la normale suivant ce point, et la 
pei^eadienlaire absdsiée du point M sur celte normale, ont pour intersec- 
tion Gommnne ce même point de contact t donc il sera nnlersectîon de h 
projection ACB et de la courbe bb'b'h"'. . . Donc enfin , si l'on mène ptr 
cette intersection et p.ir le point '\r, la ligne droite MG, cette ligne sers Ift 
projection horizontale de la tangente demandée. 

Ayant trouvé la projection liorizontale C du point de contact , sa projec- 
tion verticale C s'ensuivra ; et en menant la droite CM', tangente en C à 
]« courbe hlCff, on aura k tangente demandé (CH^ CM'). 

Si Ton mène par le point M la droite IfM' perpendiculaire à la ligne de 
tene» die coopéra CBT en nn pmnt M', qnî sera la projection verticale du 
point donné. On voit par lli que le point QA, M') était complètement dé- 
terminé par la seule proiection M (lao). 

^ laa. Pboblèmb a. Étant donnée une courbe (ACB, Â'C3'), et con- 
naissant la projection hori:xfntalc PQ cfune ligne droite; on demande de 
mener à la courbe donnée une tangente dont la pryection hmisantaU soU 

parallèle à PQ. 

Menons d'abord une ligne droite tang/ente à la projection horizontale ACB 
et paralicie à PQ. Pour cela, nous prèodrott» SOT cette projection plusieurs 
pointe a, a!, et, . .; par cliaam d'eox nous mènerons les tangentes oA, 
dV, dV. . . à la courbe ACB ; nous porterons sur ces tai^fentes, à partir 
des points de contact a, a', a'. . . , et d'un même côté de ces points , une 
longueur arbitraire ah = a'h' = «7/' = etc. Par les points obtenus 
byh',h"..., nous mènemns les droites hd, b'd, b"d". . ., parallèles à PQ, 
et nous prendrons sur ces droites, du côté où quelques-unes tfeBtre éUes 
coupent la courbe ACB, les longoeon bd, Véf, VéP..*, é^ks à ha. 
^nfin, par les points- <f,if, «P..., extrémités de ces loDguenrs, ncnsmè- 
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lierons la courbe auxiliaire dd'd' . . . : cette courbe coaptra évidemment la pi. 6. 
projection ACB; et je dis que le pomt d'intenection C, mm ht ftÊÈkéa 

flft Iff'IVff* «y^— gaiiiie de points (1. rf* . .-^ ^ fenMeat evec leurs cor- 
re^>ondam â et ^, d b', 4^' etb"., ., une suite de triangles isoscèles 
ai>df a'b'd, a"b"d', or , celui de ces triangles qui répond à Ia tan««iilH 
CM , a son angle en h nul ; donc , pour ce triangle , le pCHUi <i de la courbe. 
dd'd'» . • coïncide avec le point de contect a: donc, cUu 

riTWHnim^ W.pQint 0» «ndédunalatingnite Ol, «tlViii obtiendm 
la ta^tBte ilflnTir¥f (JGMy Clf^y^naMBiOlpvli ^pnfBCÛxm vercioile C 
du point de la courbe dùaaée projeté homontaleiiieiit en b ten» 

125. Problème 5. iJnc coan&e (ABC, ATJ'C') ^SeoTlï donnée avec un 
jifo;/ (DE , EF) , on demande Ificrx points d'infcrscction. 

Pour résoudre ce prohlcme, nous concevrons par la projcctioti hoi'izon-* 
tile-ABC de la courbe donnée, une suite de verticales^ elles formel oui 
«M dit deoK «nffiwes projetantes de la conilie donnëe , et oe^' siirfiM» 
oeaiîeBdfB tons les p<Hnl8 de œlteeoinlie : donc die contiendra les points 
dierchÀ. Mais le plan (DE, EF) contient anMÎ ces ]>()iiifs ; donc ils sont 
sur l'intersection de ce plan avec la snrfare en question : donc les points 
chei'chés sont communs à cette intersection et à la courbe donnée. 0^ , il 
devient , d'après «x la , aisé de les trouver. 

Cherchons dabord la courbe d'intersection du plan (DE, EF) avec les 
TCrticales qni ont lenrs pieds sur ABC. H est clair que cette courbe aura la 
ligne ABC pour projection liorizontale : construisons donc sa projection 
TSrticale.'Ponr cela , nous mènerons nne suite de plans Terticaux , cominé 
(GK, KR*), dont les traces horizontales GK soient parallèles à DE; chacun 
d'eux coupera la surface qui est formée par h"S verticales dont les pieds sont 
sar ABC, suivant lune (G, gG*) de ces verticales, et le plan (ïfE, Et'), 
suivant une horizontale (KG, K'G') facile à déterminer. (Jes deux droites 
(G,^')> K^G') , se TB tt eomteHmt en un point (G, G), qui seralln- 
isnVMtion de la teiticiile (6> arec le plan ^E» EF); donc, si Fon 
nkèée taie coullie'B^lj', par les projections Terlicsles de tous les points 

' ' r I ' " , ' ■ '!■' . i > 

C) PollrlrieneolllM!tnhlnédlodeqNivi«MNei|«»vî^èb 
proUèmctf Togifs-Ia Vote d. 
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^- obtenus comme (G, G'), cette courbe sera la projectioa verticale de l'inter- 
sectUm cherchée. 

Now comiiwMM donc nuonteiinit âm lignes (ABC, A'FCO, (ABC, 
WL')t ifà rimliiniiille» pointe dflmmdéi; et oomne dles ont même 
pwjo ction iMlffiaontale ABC, ces points seront nécessairement ceux qui 
auront pour projections vertiGaleSy les pointe d'intunectioii des denz pro- 
jections A B C, D'B'L'. 

Dans le cas de la figure , ces projections ne se coupent qu'en un seul 
point B', qui correspond au point B de la projection horizontale ; donc le 
plan (DB» BP) n'est percé par laoooribe (ABC, ATVC) qam soirant le aenl 
point (B.BO- 

ia4- Exécution de V épure. La partie (ADB, A'BQ de la courbe donnée 
est évidemment ^^ue sur les deux projections : ainsi les lignes ADB, Â'B', 
doivent être pleines. La partie iiife'rieure (BC , B'C) de la même courbe 
est sous le plan donné , si on la considère par rapport au plan horiaontal, 
et deirière ce plan , si on la considère par n^port au plan vertical^ les 
arcs BC et B'C doivent en oonséqnenoe être ponctués (56). Qoant à la 
cooiiie WV et aux antres lignes de l'^Nue» oe sont des lignes de con- 
stmction. 

laS. SchoUe i". Les constructions au moyen desquelles le problème 
précédent vient d'être résolu , auraient pu être faites au moyeu de la courbe 
ABC , comme elles l'ont été au moyen de la oooilie A'BY?. Akm lasarfroe 
projetante employée, au lien d^être Ibnnée par les verticales dont les pieds 
sont sur ABC , aurait été formée par des horizontales perpendiculaires au 
plan vertical suivant les points de A'B'C, et l'on aurait trouvé pour résultat 
le même point (B, B') obtenu par les premières constructions. On jx^ut par 
conséquent user , dans la pratique , de deux moyens équivaleus qui se 
servent mutuellement de vèrilicatiou. 

lafi. a. Siqpposons qne le plan donné soit Tnn des plans de-pro- 

jection, le plan horiaontel , ■par exemple. La snr&oe- projetante qni^.dans 
la solntion générale , coupe le plan donné soivant (ABC^ D'B'L'), COajtera 
le plan horizontal suivant la ligne (ABC, EC) , la ligne D'B'L' sera consé- 
quemment remplacée par EC, et les opérations qui donnaient le point B' 
donneront le point C. En élevant donc par ce dernier point la droite CC 
k angle droit sur EC, on obtiendra la trace horiiontale (C, C) de laconirbe 
donnée. Cest ce qa'on savait déjà (96). 

la?. SQlMi§9.Saffoiaù» que la pba donaéMÎt perpflaâknhtae k Pan des pians de 
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projection , par exemple , au plan horisonUl ; et soit ( AB , AC)'lfî plaq ilonnc , et ÇttMP , Pl 8. 
M'K'P') la courbe donnée. La surface projetante verticale de cette courbé iSo'operft le 4- 
plan (AB, AC) suivant les verticales (M, MAI'), (P, PF), doat Itf<||kMdB kxft WMt W P ; 
OMTarticid» feiplnwiniHU <>oM^tmvXHk9iàSC,WU}ukM^^ 
tiendront par conséquent 1(n points clif reliés; donc ces points s<> prc^«tleront Ijon'fontile- 
ment en M et P. Quant k leurs prujectioos verticales M' et F »^ eUçs s'eiuu^v^^ des pro- 
iections horiaontalet ,et dTMllenrs les MUTet VP^, qai rw îi dt i ynt t^funirlié D'Ë'L' 
de la %. 3 , coupent la ligne M'N'P' suivant ces projections TO^oalés. * 

Si le plan donné était perpcœliculairr; au plan vertical , les constructions seraient tout-à- 
fait semblables. D'oà l'on voit que les intersections d'uue courbe dlninèe« et dhm plan 
per petidienhiM i dm ^h» d« projetiHoB, « itàmwâmÊ^MO'WOià éàeêméiîtiMàê. 

130. PmoBtàmM^, Vu» emnit 9tun point*iUoU duaiik » ondÉmamUlmjAtntnor 
maux à cettuwritnÊtnéê par lêpoint donné. 

Pour résoudre ce problème, imaginons (ju'on prenne une suite de pointa sur la courbp 
dounéci que Von mène par ces poinLs das tangentes k cette courbe j que l'on abaisse, 
fer lepmnt donné, des pUiM per|iendtc«1aim à om tai^ntèi; qoa l'onjdAtenilae'lM 
points d'intersection de chaque tangente et du plan prrpendiculaire orrespondant'; al' 
enfin que Ton mine une ligne courbe auxiliaire par ces points. Cette ligne étant le lieu 
des points de l'^pace où chaque tangente eat ooapée perpendiculairement par un plan 
pavaafcpar le point donné, die ooatiandni éridemment let pomti de la 'eoôrfce ddîiiée 

suivant lfSf[ucU les plins dnmandés sont normaux à cette courbe; donc ces points seront 
communs à la courlic auxiliaire et à la courbe donnée. Il c<it clair , d'après cela , (ju'ils 
seront ooiinos Aca que la oonrba «as.fliaire sera décrite. Or, quand on connaîtra ces points, 
on mènera les tangentes correqwndantt's, on abaissera ensuite par le point donpé des^jlaiiii' 
perpendiculaires à ces tangentes, et CCS plans seront les plans denuuulés. ' ^ 

Nous laissons au lecteur le soin do l'aire les constructions. 

1 29. Il y aurait encore un grand nombre de problèmes à résoudre sur 
les lignes considert-es par rapport aux points, aux droites et aux plans; 
niais il est temps de nous occuper des surfaces. Toutefois, nous ferons re- 
marquer', avant de qaitter oe diapitre , que les quatre problèmes précé4eiis 
n'oc^^t f«t tevlemoit qoe Ton tnce les oonzïies qui jwrreatà lepi^gcn- 
1er les données; leurs solutions exigent encore que l'on sache mettre- |Ui 
trait , avec beaucoup d'exaditndey une coudbe audliaire détennînée par 
des points. Plus nous avancerons et plus nous reconnaîtrons ijue pour opé- 
rer sur les grandeurs géométriques, il est nécessaire de savoir bien dessiner 
les lignes courbes. D'après cela ^ les commençans doivent, par l'exercice, 

se fisnner rceil et k main à ce gam de dessin (91^—917). ^. 

• « » 
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SURFACES COURBES. 

CHAPITRE PREMIER. 
Du mode de r^résentationdes swfaces Courbet, 

i3o. Lb8 projections des lignes droiteset les projectioDS des lignes œurbes, 
foiimissent, oœxime on Fa tu dans les . Prëliiaiûnaû«By des xeprëseutatioas 

rigoureuses de MB grandeurs. Ces représentations sont telles , que ai Ton 
mène une droite perpendiculaire à la ligne de terre, cette droite coupe les 
deox projections d'une ligne droite, ou les deux projections d une ligne 
courbe, en deux points, qui sont les deux projections d'un même point de 
la droite ou de h oourbe Mprésentée , et qui représentent œ point (i6 et 19). 

n suit de là qne» dans k mode de rqpvésentation des ^gnes droites et 
des lignes covribes, chaque p<Mnt de ces lignes est réellement r^NcéNOté. 

Il ne peut pas en être ainsi pour les surfaces; car il faudrait poijr cela , 
non-seulement que les projections de chacun de leurs points lussent indi- 
quées sur les plans de projection, mais encore que les deux projections 
d'un même point eussent des marques particulières qui indiqnaàaent leur 
dépendaBoe. Or, Tnsage que nous avons d^à fiât de la laétliode des projet 
tions montre snffiaapament quHm semMalJe mode de rqprwentatîon serait 
impraticable, et qnll n'aurait aucune fécondité. 

i3i • Aussi avons-nous représenté le plan , qui est la plus simple des suiw 
£aces, au moyen de ses intersections avec les plans de projection, et non 
pas au moyen des projections de ses points. 11 s'agit donc de trouver, .pour 
les surfaces en général « un mode de représentation ana l o g ne à cekû qu*<m 
emploie pour représenter le plan. Cest \ quoi vont bons conduire les con- 
ndérations suivantes. 

iSa. Concevons une ligne dans l'espace, et imaginons qu'elle prenne un 
mouvement quelconque ; il est clair que le lieu de ce mouvement sera ce 
qu'on appelle une surjace. Si la ligue en question est une droite, pair exemple. 
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etqnele BMmvement imprimé soit tel que !■ droite mobile suÎTe une droite 
fixe en restant Constamment parallèle à sa pnufinn (♦) primitivp, la surface 
produite sera nn plan. Et si la ligne mobile est un cercle, et qu'il se meuve 
autour d'un de srs diamètres , la surface produite aura tous ses points à le 
même distance du centre de ce cercle , et sera ce qn'on appelle une sphère. 

Lonqv'vne ligne en se mouvant décrit ainai mw vaùt», on dit 
engmdncéiàt wtfface. On dwww à k ligae mohile It nom de gé i ^tuitîe e, 
et r<m dërigne» M>tt»oeltii de génération, chaque numève perlioilière ^en- 
gendrer une surface par le mouvement d'une ligne. 

i55. Il est facile d'indiquer sur une surface connue plusieurs espèces de 
générations. Le plan , par exemple , peut être produit par une droite mtAiàe 
tut deux antres drotlei meadcs par un même point, on par une droite 
paaaant toajoms par un point ftce et se mourant sur me droâle fi», 
on par nne droite» mobile antonr dW point fixe, de maniire qu'eHeteae 
eonstatnment des angles égaux avec denx droites menées par ce point. 

i54- Dans cliacnne de res générations, la ligne génératrice est constante 
de forme, puisque c'(.-st toujours une ligne droite; mais il arrive quel- 
quefois qu'on engendre une surface par le mo^'cn d'une ligne variable de 
Hgure en même temps qu'^ Tarie de position. 

Imagmona dina Peapaoe un eerde veîtical, et «onoerona qn'nn eercle 
borizontal mobile ait succesnrement ponr diamètre tontes les cordes kori- 
aontales do cercle vertical ; on voit que le cercle mobile variera de rayon, 
et par conséquent de figure, à mesure qu'il changera de hauteur, et qu'il 
décrira dans sou mouvement une surface sphérique. 

i35. Concevons maintenant une surface quelconque soumise à la kn de 
eontinMté et eoupo n e la parunpIanboriaaBhJilaaeclionaewianMi 



(*) Hou preodrait loinenit «ne podliondTane ligne mobileee fum mrhac aiobile, 

pmir œtte ]\spf cm cette snrfacc ctans cette yotMoB : lUMBeMjeasqBe le dÎMMinaitBra 
toatrà>laréoupius dLùt et pUu omeù. 

(*") Od dit qv*Hie aoÀœ oaqB*iiiw1igiieeitaoiniBiieàUibi»dl»eofiliaHitf^ lonque 
tous Im points de cette miftoe oo de cette ligne satisfont à une asnle Cl ■ftmn difiiiitian. 

Ainsi une ipHèrc est une surface soumise à la loi de continnité , parce que ton* ses points 
satisfont à la conditioB adéi]aate d'être k une dixtaaœ donnée de son centre Un arc ëe 

q«ii «ait famé» de pVMieuriara, ne aendt point aevanuSkeMaki, fmm fnala ùam- 

dition à laquelle satisferaient IrM points d'un are, ne lerait pal IdaMÎfMBHai la wê^m 
qne celle à laquelle satisferaient les points d'an aatxe arc. 
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une ligne soumise à la loî de continuité, rt cette section qui, ilaiis des 
cas particuliers, pourrait être absolument la même, quelle que fût la hau- 
teur du plau coupant, variera en général de grandeur, selon la hauteur 
de ce plan. Or, si l'ou imagine elle se meuve suivant des lois conve- 
joaUes pour qu'elle ootndde , à ichaque hauteur, avec la suriâce donnée , 
il est clair que, dans son mouTement, elle engendrera cette surfece. 

Pour donner l'idée d'une autre génération , imaginons que la sur&ce 
quelconque donnée ait une position fixe dans l'espace, et concevons qu'un 
point soit déterminé invariablement par rapport à cette position. Si l'on 
suppose qu'une sphère variable de rayon ait pour centre ce point, chaque 
surface sphériquc iudividuelle coupera la surface donnée suivant une cei^ 
taine ligne ; la nature de cette 1 igne dépendra de celle de la surfitoe donnée , 
et, lorsque Ton connaîtra le rayon de la splière variable, la forme et b po- 
sition de la même ligne s'ensuivront. Si donc on fait varier le rayon de 
la sphère depuis zéro jusqti'à l'infini, cette ligne, d'après les variations 
de ce rayon , se mouvra en changeant à la t'ois de forme et de position, 
de manière a jiroduire la hurface donnée. 

f36. Il est clair qu'on peut imaginer pour diaque SUffitfSe un nombre 
infini de ces générations, dans lesquelles les génératrices seraient constantes 
de foime , en variant de position, . ou variables à la fins de forme et de 
position. 

Et quelle que soit l'une de ces générations , il est évident qu'il suflîra, 
pour la déterminer, de donner trois choses, savoir : la géuératrice ; la loi 
de son mouvement ; et , si elle n'est pas constante de f orme , la loi de ses 
variations de fonne. Êdairdssons ceci par un exemple. 

1S7. Soit A un point de l'espace par lequel on aitmené une droite vei^ 
ticale D (^). Concevons qu'un cercle horiimital varie de manière que son 
centre soit toujours sur la droite D, et que son rayon, à chaque instant du 
mouvement, se trouve égal à la distance de ce centre au point A : ou se 
figurera aisément la forme de la smface engendrée (*'^)t et sa génération 



(*) II nous nrrivera souyent, oomiuc ii'i , de iitiniincr des f,'randears par des IcltrfS 
qui ne,«e lapportcrout à aucuuo figure : dans ce cas on s'apercevra qu'il ue l'aut pas recourir 
ma. plaiwiiw, wtit t ce que yhaJwtkm de .la figiwe ne Mm yt à la awgSiioit t oqa« 

des lignes ou des •.urfacos . dont la désign.-ttion exige tOBjoM». phirièllfif lalIWi MIT 1> gr»» 
rurv , seront nouiiuL'c» dam le texte au moyen d'une Mille ktiNk 
(""*) Ce >en ce «ju ou appelle un c6n* tlnit{2o8). 
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se tix)UYcra déterminée par trois conditions; 1°. que la génératrice soit un 
an: luniaontali qne le centre de ce cetde ae trouTe toujours snr-la veiw 
ticale D; 5**. que le rayon de ce même œrde soit toujours ^al à la distance 

de son centre au point A. 

138. Dans la plupart dos surfaces que l'on emploie dans les arts, la gé- 
neratrice est coiistaute de Curme , et la loi de son mouvement est donnée 
pai' lu condition qu'elle soit située d'une manière déterminée par rapport à 
des lignes, des sor&oeSf on des plans connus, auxquels on dcnuiie les noms 
de lignes dinctricet, mrfitces Srectrices, et plans dirteteurs. 

Le plus souvent la génoatrioe s'appuie sur des li|pie8 directrices, comme 
lorsqu'on en{»endrc un plan par une de ses traces en mouvement parallcle- 
ment à elle-même le long de l'autre trace, ou une sphère par le roouve^ 
ment d'un cercle autour d'un de ses diamètres. 

Nous Tenons des cas û& la génératrice est mie droite, et où elle doit 
toucher constamment plusieuxs lignes, on les rencontrer sous des angles 
donn&, ou toucher plusieurs suifiioes, ou être toujours parallèle à un 
plan, etc. La suite fera connaître, parmi ces différentes manières d*engen^ 
drer les surfaces , celles qui présentent quelque intérêt. 

139. Ce qui précède étant bien cutcndu, on sentira qu'une iléiînilion de surface ne 
peÎBt d'ordinaire à l'esprit l'obiet qa'elle définit , que lorsqu'elle énonce une génération de 
oeMe sarEtoe. 

Pour <î('vf-loppcr cette Térité, sf)!^!! A et B dnux points fixes connus, et soit M un 
point mobile éloigné du point A de la distance variable «, et du point B de la distance 
▼aridile C On peât dire que h «arfirae qui eit le liev des pontiont d« pomt H , telles 

que «égale constamment C est an plan-, et que celle qui est le lieu des poMtkiDS du point 

M, telles que la droite « suif < (instamment perpendiculaire « la droite C est une sphère. 
Mais ces déiiuitious n'iudiqueut aucune génération, et ne donnent d'al)ord l'idée ni du 
plan ni delà spiUre. 

C^endant , elles appartiennent bien à ces deux] surfaces. En effet , concerons par les 
deux points A et B un plan quelconque : toutes les positions du pnnt M qui seront si- 
tuées dans œ plan, et qui satisferont à la première définition, formeront une ligne droite 
parpaBdicidftfee Mr le niKev de AB ; d tontes cdht qni satisferoatà la leeonde, Ann»- 
ront un cercle ilnnt AR sera l'un des diamètrefciyapvès ceta» kidcox ^4 * ^itifl ilW JW* 1 j4 * 
dentés éqoi valent à celles qui suiTent: 

L« flan «at le lien d'âne mite de drottet perpendienliînt mr le miiiev cPone droits AB. 
La apbëre est le lieu d'une suite de cercles , ayant une droite AB pour diamètre coaanui. 
Ou , ce qui rrvifnt au même, le plan est engendré par le mouvement d'une droite con- 
stamment perpendiculaire en un point d'une droite fixe, et la spbère est eogndrée par 
m oanb en moiiwMnt nr vn de aet dinnktra. Or, «si (Icnnfaet définitioM eoi»- 
Tieaiittt an flan et à la ^pbère ,-ct les pmgnent ài'eiprit' 
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Afaintenant cffte Ton doit avéir des idées daires des générations des snp- 
faccs et de l'utilifé de c€i générations, pÊÈÊOoa k l'exposUioa du moyen 
qu'elles procurent pour représenter les surfaces. 

140. Supposons d'abord que le mouvement d'une génératrice constante 
OU vsrialile de forme , sait donné pat lâ oondltion qu'elle s'appuie sur une 
dtreetrioe tmœac, «n restant constamment placée sur cette dinctrioe d*mie 
manière déterminée, coftinie si, pat exemple , ces lignes devaient se couper 
à augle droit, et que la tangente à la génératriee an point dlnteiMCtioa 
dût être parallèle à un plan donné. 

On commencera par tracer les projections de la directrice : à chaque point 
de cette tataA»$ il COtttspùùdxti ttne- position de la génératrice; on repré'^ 
senttta autant dè ces positions qne cela sera néosssaire, et Ton anza laie- 
présentation de la surface. 

n est aisé de voir qu'on pourra déduire d'une fdle rep ré senta tion au- 
tant de points de la surface représentée qu'on en voudra, et qne les pro- 
jections des diverses positions de la génératrice auront Hcs formes particu- 
lières qui accuseront la forme de cette surface. La suite nous montrera 
que ce mode de repréwntatiod ser prête lHOdles Isa opérations possibles, et 
qne diaqne projection jooit de l'utile propriété de fiin image. 

i4r. Si la loi du mouvement de la génératrice tt'esl pas donnée an 
moyen d'une directrice qu'elle doive rencontrer; avec le seconrs de cette 
loi, quelle qu'elle soit, on leprésentera la génératrice, dans autant de ses 
positions qu'on en voudra, soit qu'elle soit constante de forme en variant 
de position, soit qu'elle soit à la fois variable de forme et de poBiti<m : 
d'où Ton Toit qne le mode de représentation dont noos noès ^ywwpons 
s'applique à tons les Cas. 

Montrons actuellement l'mage qu'on peut fiôre de ce mode. Noos serons 
conduits à des conséquences importantes , et , par suite, à quelques moyens 
de le rendre plus propre à son objet «t à rexécotion de projflctiQns hi tfl 
intelligibles. 

t4t. Une Snifrce étant représentée par le moyen que l'on vient d'indi^ 
quer, il sera toujours fitcile de constrniro'soa iotenection avec «n plan 

donné. En effet, ayant un nombre sufHsant de positions delà génératrice» 
on cherchera les points d'intersection de chacune de ces positions avec le 
plan donné , et ces points appartiendront à l'intersection de ce même plan 
avec la surface en question. En menant donc une première ligne courbe par 
toutes les projections verticales des pointi d'intersection obtenus , une ae> 
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cpnde courbe par toutq» lewr» {yo^ctioas bqi i t mt i lcc , on aura , avec tonte 
l'exactitude que Ton pOWRft 4MK«r« tex fCDjtCtioM d» J* 

tereection cherchée. 

143. Si h; plau coupant était perpendiculaire à lun des deux plans de 
lytajectiou , les co»struictMiiis ésnmâtta/m^9MMihBtKata]t ém^kâ. Suppo^ 
MMs4ç pcrpeodwQibire im, plan "Httiictk, pwmMmple, «t aonmons T m 
tmoe ▼efticak. Ton* las poiait ^'ii eontieiidra se projetteront verticale- 
ment sur cette tact; donc elle sera la projection verticale de l'intersection 
cberchcc. Désignons par A, B, C. . les projections horizoiit;<les des di- 
verses positions de la génératrice , et par A', B', C . ., les pixjjcctious ver- 
ticales correspondantes. Les couxbes A', B', C . . couperont la trace T en 
une saite de points a', b', x^. . qni aeront des ppojeelîoaa nartialas de 
peints de cette iatefsectioB. Si donc on rapporte ke -pBnÉKkal, èt, €f*,,fVa 
projection horizontale en a, b$ c.»,», sur les courbesiMpectives A, C. . 
«t qn'on mène la ligne abc, . . , cette ligne sera la aecoiide projection de le 
courbe cherchée (abc. . a'b'c' . . .). 

i44- D^près cela , deux surfaces quelconques étant représentées sur les 
plans de projection on pourra détemdner leur iotenection oommuoe. Pour 
celsy on mènera une série de plans emîlîaîfes qudoonques, de plans ko- 
riaoetanzy par ewnple ; chacun d'eux coupera Tme des sorfacas données 
soivantnne première courbe, l'autre surface suivant une deuxiènke courbe ; 
on construira facilement ces courbes , et les points où elles se rencontreront 
appartiendront à rintersection cherchée. Donc , si I on décrit convenable- 
ment une première ligne qui contienne les projections horizontales de ces 
points , puis nne seconde ligne qui conlienae leêia peojeolioMirarticsies, 
ces denx lignes xcprosentBipnt oelte înteneotion. 

-k4S. Si ToD conçoit dans Tespaoe deux sui&ces qui se coupent, si l'on 
conçoit leur intersection commune , et si l'on cherche à se figiu^r leurs 
situations respectives auprès de cette intersection, on sera conduit à se de- 
mander les dilTércus angles sous lesquels elles se coupent. 

Or, de ruènie qu'une ligne courbe quelconque peut être oonsidéne 
ffflwn» nn polygone dont les «Mb sont inftsinM«t petite (89)^ -on peut 
anaai considérer «ne swfiM)a nenifir , comme un polyèdre compoeé d'nne 
infinité de facsttssinflninieitf petite» , telles que l'angle que font entre elles 
deux facettes consécutives , dîflêre infiniment peu de deux droits. Et si l'on 
imagine qu'une de ces facettes élérnerit;iires soit prolongée indéOnimeot 
4aAS tous .les sons^ ii eu résultera évidemment un plan qui touchera cette 
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surface suivant I élément qui aura été prolongé; et ce plan sera ce qu'on 
appelle un pUin tancent de la surface en question. 

On donne à lelément qui est commun au plan et à la surface , le nom de 
poàu de, emdûct oa àlSémmt do eontact» 

lifi. Gela prné, il est clair qu'on aura rangk que laot eDAre dlet deux 
surfaces en un point de leur intersection , en oonstmisant ceini que font 
entre eux les deux plans tangens à ces surfaces en ce point. Ce moyen d'ob- 
tenir un tel angle ne peut faire connaître encore que bien imparfaitement 
l'utilité des' plans tangens ; mais cette utilité sera suiEsamment développée 
par la snite. Voj«»b msintenait coaiHieDl se oonslruiaaiit ose plans. 

147. Conoevons par un point qndooaqne d'une sniftee, une infinité de . 
oouibes situées sur cette surface , et les tangentes à tontes ces courbes; le 
plan tangent au point dont il s'agit sera le lieu de toutes ces tangentes. En 
effet , par cela seul que ces courbes passent par le point de contact du plan 
tangent , elles traversent la facette commune à ce plan et à la surface; elles 
ont, conséquemment , un élément rectiligne compris dans cette facette: 
mais la tangente à cfaaqoe courbe est cet âànent rectiligne prolongé (89) ; 
donc cette tangente est dans le plan tangent, puisque ce plan n'est-anire 
chose que la fiMette prolongée (t45). Donc, etc. 

148. Et comme deux droites snftisont pour déterminer un plan, il ne 
s'agira , {yniir avoir le plan tangent en un point d'une surface , qiw de mener 
par ce point deux tangentes à deux cottrbes connues sur la surface et 
passant pat ce même pmU. 

i49* Il est dair que si les deux comités évitent une même tangente, le 
plan tangent resterait indéterminé. ' 

Et si ce point de contact était sur une ligne multiple j c'est-à-dire suivant 
laquelle la surface se coupât elle-même , cette surface aurait en ce point 
plusieurs plans tangens, et deux tangentes k deux courbes menées par le 
point de contact, pourraient ne pas appartemi' an même ^an tangent; 
dles détermineraient alocs un plan coupant et non tangent (71a note.) 

i5o. Toutefois, de ce qu'un plan coupe une surface , on ne peut pas 
<:oiirlnrc quil nesoit pss tangent à cette surface; la suite nous en donnera 
de nombreux exemples (voj'ez les problèmes des n*" 3oo et 5oG ). Sons ce 
rapport, une portion de surface est ce qu'on appelle convexe lorsqu elle 
.n*jest pas coupée par ses plans tangens; et on la nomme non^convexe quand 
au oinlmice ces plans b ooupent et k toncheht 10al44ft^^ 

lia propriété qu'on vient de voir n" 147 est de la plus grsnde impor- 
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tance, parce qu'elle conduit (148), dam presque tous les cas usuels, à la 
oomiracliMr du pbn tangent* 

i5i. Supposons y par «xem]^, «inllsIigiMe deiiieiierptrimp(witd*iine 
«phère un plan tangent à cette sphère. On concevra qri'elle MÎt engendrée 
par un cercle mobile aiifonr d'un de ses diamètres, et l'on remarquera que 
chacun des points de la génératrice décrit, «Inns l<; mouvement qui pro- 
duit la sphère , un cercle perpendiculaire a la charnière. D après cela ou 
conçoit qa*û wtm hdÊB de mener par le point de eontaet domné, une 
poflHioo de le génératrioe; a", le oerdef perpendicalaire à la charnière, 
oorrespoodaut au point de contact. On Éura donc deiK I%ne84|ni ae croisè- 
rent en ce point ; on leur mènera des tangentes per ee même points et le 
plan tangent cherche sera déterminé. 

iSa. Les plans tangens offrent un moyen grapliique de mener des tan- 
gentes aux lignes d'intersection des su&oes; car un point de l'intersection 
de deux snr&oes ëtaont sur un âément rectiligne de oetle intersection/ et 
cetâément étant lui-même l'intersection des deux facettes coi respondantes 
de ces surfaces , l'élément rectiligne prolongé est l'intersectiou des facettes 
prolongées; cVst-à-dire que la tangente en un point de l'intersection de 
deux surjaces est la lif^ne droite suivant laquelle se coupetu les plans tan- 
gettf à ces surfaces en ce point. 

i55. Parmi ka intersections dfrsurfroes , il y a une classe de lignes dont 
on fint un grand usage dans la Géométrie deccriptive : ce aimt leurs inter- 
sections avec les plans de projection. On donne \t nom de traces k ces in- 
tersections. Ces traces n'étant autre chose que la suite des points où les 
diverses positions de la génératrice percenl les plans de projection , elles 
s'obtiennent avec une grande facilité Et comme c'est a ces pians que 

l'on rapporte les positions de toutes Ise (psodeun, les traces , en général , 
aident puissamment à se liien figovcr la situation d'une sarfiioe repi^ent^. 

Cette fonction les rend très utiles , aussi les inditpie-t-on toujours sur 
Une représentation soignée. On verra rpi'il y a des cas simplt s où elles pour- 
ruent suffire seules pour représenter une surface, et pour qu'on pût faire 
sur cette surface toutes les opérations possibles (310 et 606). 
- i54« Lee ceetou» qui enfermant les projeclioue des ptfinis dVine sor^Ke 
jouisMsit, enooiepinepleinaneni que les traces, delà propnété de aufllre 
qudi|nefoia seule à la représentation de cette surfacef oe eont des eq»èoes de 
profils qui dessinent les furmes représentées y et qui, jusqa*à un certain 
point , eu dpnnent lo sentiment (ao4)> 

8 
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Paîsqofi tt8 CMUra» caftfaMat tôt càaque plan de projecUon l'mpMr 
où ae projettent les points «Tune snr&oe, il e«tMk en jéoâdl 4»k»d0*> 

terminer; en effet ^ajant représenté Ittgéncratriee dane-nn nonbieiiiiBnnt 

»'». ». de ses positions , les lignes telles cpe nn'n"n"', qui toucheront et enferme- 
'• i-onl les projections innp , m'ap, ni'ïi'p' . . . , correspondantes à ces posilioas , 
seraut les contours cherches. iSous verrous daus la suite (Sây) un antre 
moyen de les dâenatner. 
Ces contonnsoat <yififmiftMtt,dgi ligne da<ttlaiy<fc> pflor IToedineiio, 

ils s'obtiennent alors fort aisément. 

Lorsque la géuémtricc d'uae surface est composée de branches sé- 
parées , comme celles d'une hyperbole , par exeinpl« , sa surface est souvent 
formée de parties distinctes, ou même isolées,, qu'on, nomme nappes 
(aaS note,, et 897), et E en léraU* wAudleMWBl ^uU a pourch<M|ue 
nappe un oontour perticnUer;. nui» ceti» deeMitsam» eonune on l'api» 
prendra pas la snite,. ne diangii sien àlamanièM d*0Milniiaft lea <lo»- 
tours, 

i5G. Nous conclurons de tout CQ.^ pré<»de><pien gméralponr npt^ 
senter une surface „ il faut, 

PraniàmMni» ooaitMÎi» le»fr4!i<Mlimia d'im nombce suffisant de posii- 
tîiMis de sa génératrice. 

Secondement, construire les traces de cette atti}faoer^è*eab4fdiat,..]8ijrie 
des points où le» diveiaes posilions de In giéaéiaitcices pancent les plam- de- 
projection. 

Ti-oiâièmemenL, construire sur dia^ue plan de piiojectioa le contour qui 
«ifRine.ye8pace. où se projettent, les pointa de la;surface,. on,, ce qui revient 
an nte, I» ligne witffwP^ ^lenTOlopfe;snK oe:pkBk tootaftlae poaitMn» 
passibles map, m'u'/^ nCf^j^*^ de la gâDHiratrifia:^S4)« 

Ou, ^QuiO: ordinairement à Teffet de la; repnaseotudion, cn.indiquanlle» 
lignes multiples ( 1 49) , les aréfos de rchirmsscmp.nt (î^i), «rt généralement 
les points et les ligues qui jouissent de proprléte remarquables sur Itîs sur- 
faces-, et (|«e«, par cette raison qu appulic It^ui^s points siaguiiers et lum« 
lignes singulièim; . 

J Ê wn Jk m h eanfionp d fttf w » 9D< >b < Bi ttioeiMiniiw>lt» oM É9 i i MiftB p<<>- 
jections,. on }^]aa,vmtwm,.hê-*fàm^ eàlitiiaalBanftlaaipliv.inipar- 
tanles de la. génératrice. 

.. 157. Ce <]U)tdoune au movle de représentation dont nous nous occupons 
un de ses principaux avantages, celui de^ rendre les projecticot. propres. ib 



Digitized by Google 



CHAP, r. ou MODE DE REPRéSENTATIOer 'DBS 8URT... 69 

faire image , c'est la manière de mettre au trah les ligues des épures. Elle 
dcoCMRie des priacipesque nous avons exposés dans les PrélimiBaireK (5o-«-56), 
mail die exige ici quelques .developpemens qui vont novs condinvé ^4ct 

hmvfBfvm anefiuie fait partie ées éom^OB^ra des r^ultats d'nntépm, 
00 lorsqu'elle en est l'objet le pins marquant , on doit la considérer comme 
existant réellement dans l'espace (W); or, d'après cela, les divoi-scs parties 
de cette surface deviennent susceptibles de se cacher les unes les autres , et . 
les lignes qui terrent k le lepraieiiter , et qni doivent être pleines on 
ponetaéss sdoB^dks miànmti-okt»éié», te trouvent, -qvsnt^tteor 
nise au trait , tout-à-fait subordonnées à la nMiiiire dent le suA cs est 
«ne , c'est-à-^pe , à son effet sur l'cL'il , en soite qoecet elist est s o u Te ut 
vendu ywr l'exécution des lignes des épures. 

ï58. Il suit de la que la détermination des parties vues et cachées d'une 
surface est un problème important de la Géométrie descriptive. Pour indi- 
quer le -nogran de le résoudre , SOH BOn^nn plan quelconque de projet^ PL», 
lion, Sw wy j l l nue snrfiMse quelconque sitnëe au-dessus de ce fian, et ^' 
mftifj/^ le Gontonr de le projection de cette surface. 0 est clair qu'il y aura 
sur SmnpqR , une ligne mnpq , dont la projection sera le contour donné 
m'n'p'q' ; or, cette ligne partagera évidemment la surface en deux parties, 
l'une SmnjHi , \ ue, parce qu'elle sera située à l'opposé du plan de projec- 
iiOR par rapport à mnpq; VmàK mnpqhf cachée, parce qu'eUe sera dn 
oMif dn i4aa de {lroioolfe^ ftr «ffrort à k in^^ 

Ce qui précède s'applique aussi bien à toute portion de surface qni-stnît' 
située au-dessus du plan MNP, qu'à la socface SmnpqK ; ainsi nom en 
conclurons que lorsqu'une portion de surface est seule dans l'espace, ou, 

ce qui revient au même, lorsqu'elle ne peut être cachée par aucune autre 
-poraun de SlHfeoe , die -se tMofe^iyiséé par la ligne mnpqf qui a pour 
•fffojoctioa' le jçonW m wltlj^if de la |iro§eellon de œtle soràce, en 4eux 

y fc g t ic s, l'une vnè, «parce qu'elle est à l'opposé du plan de prcjsolion M9P j 

Tautre cachée , parce qu'elle est située vers ce plan. 

iSg. On remarquera aussi, qu'on supposant toujours que la portion de 

surface dont il s'agit soit au-dessus du plan de projection , et soit seule 

dans Fe^ce , ou qu'elle ne puisse être cachée par aucune antre portion 

de sn^fàee, le.oonlonr m'ity/ est entièrenent^. Ifoasibidiw parte suite 

im MfsMf asa|*e de oeHe «onsëqnenee et de 
f6o.'ti|dilleiiaiit, novs «Vimis p ssi Br à iWmwt et à la mpg todatiop 

8.. 
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des diverses surfaces qui, par leurs propriétés particulières, par la simpli- 
cité de kangénéntions , ou par l'usage qu'on en fiut dans les arts, offrent 
de l'intnét. 

Lei trois chapitres ci-après veut être conienrfi à cet ol^et. Les «irboes 
y seront classées par familles , genres , «pèwe et fWnéÊiê, MtlHI fMge- 

roiis dans une même famille toufes celles qui seront soumises au même 
mode de géueration, et uous di\ Lscroris les familles en genres , en espèces 
et en- ynanStéi p màxm les diverses particularités qvà pourront modifier ce 
mode. 

Dang les livres saivansy nous ooastruirom les intersections de sorfaces, 

les plans tangcns, et les tangentes aux intersections de surfaces, d'apràslt 
théorie générale exposée plus haut. Il était nécessaire qu'elle fût un peu 
c:onuue pour passer à l'examen, et à la représentation des surÊures qui vont 
nous oociqter. 

CHAPITRE II. 

I}es surfaces cylindriques ^ coniques , et de révolution. 

161. Ln trois ootpenmdsr dont on skNmipe dus les âtfnieiis de Géomé- 
trie, ont pour anÀces, einst qaVm yi le Tsir, des espèces ptrticidières 
de surfiMes cylirulri(pes, conîqaesi et de révolution ; ce qu'on e •iqprisdes 
troi<; corps ronds âidliterft par eooséqaent nntdligence de ce que nous 

allons dire. 

16a. DES SURFACES CYLINDRIQIIBS. On ^appelle tÊufiices cyHn- 

driffues, ou simplement c;7//i^/-«?.s le> surfaces qui sont engendrées par le 
mouvement d'une droite qui suit une courbe dowsee, et ipUy dans toutes 
ses positions, est parallèle à une même droite. 

La droite mobile est la gé/ierairice , la courbe qu elle suit est la direc- 
• itice, et les positions qu'occupe la génératrice Mmt fie qn*<ni appelle Jes 
^EdhMMf du cylindre. • 

Le.ni9ia deMUf^âce cjlindrique et celui de cylindre s'emploient indiffé- 
remment ; cependant , la dénomipstion de cylindre se donne plus particu- 
iièrcmieat quand on si^ppse la «v&CA limitée et qa[on U ouitfidère >ous 
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le rapport do son étendue ou sous celui du volume qu'elle renferme , et 
celle de surface cj'lindriqae , quand on conçoit la surface indéiiniment pro- 
longée et qu'on b «mSÀn «mm le «apport dé * fgêoéntàon. - - 

LowfiVin t wi pl è iè le^iasoi àt cjlindra' on sdbitHne ofdbttranent an 
nom de àirectiiêertém do éam du cjUndre. 

i65. Cela posé, prenons pour directrice d'une surface cyliii<!rique , la 
courbe qui se projette horizontfflement suivant l'arc de cercle rxiu, et l'i- >». 
verticalement, suivant le cercle /V^'kVx'. Prenons pour génératrice la ** 
droite (xX, x'X'), et proposons-noos dia f^préBettÏM cette raiftoe. Pour 

cela, noariMoeraaeptfniieaoileâepoinli(rvr*)f (fy^^Ce, />»^*^ 
la dmUttm <rttu, Mu'v'x'), leg droites (iR, iH'). (^» «^'S') » («T, 
t'T'), etc., parallèles à (a-X, .r'X ); ces droites seront desélémensde la 
surface dont il s'agit, c'est-à-dire des positions de la génératrice, et ils ser- 
viront à indiquer la forme et la direction de cette surface. 

164. ComnaiaMnt ces étéoDens, on oqnstnmn fesprants (K , R'); (S, S') , 
(T , T)y ele.> «à fl»'peraeat le'plm horisoMd ; par ces pomte on mènera 
la ligne RSTDVX, et cette ligne sera évidemment la trace du cylànàn 
donné. Celle trace aidera luni seokment à deviner le cylindre^ mats comme 
elle sera elle-même sa propre représentation, et qu'en conséquence il sci-a 
plus ^ile de se la figurer que toute autre ligne de ce cylindre , elle oH'rira 
généralement cet avantage, qu'en la prenant pour directrice, on aura la 
génécation la plus pi'opet à dDniM^ridiïe do «grliadre. 

. Ai0ciit.ai«é decoartmife «nitaojnan dea âémcns (fR, l'R'), (iS, /S'), 
{tT, tT'), etc. , la trace verticale du cylindre donné; mais commedioest 
sar la partie inférieure du plan vertical, il en résulte qu'elle n'est pas Tue, 
et qu'elle compliquerait assez inutilement la i-cprésentation. 

On voit, planche 16, un cylindre dont les traces, horizontale et verticale, 
sont entièreinient sitnées sor les particB antérieure et enpérieure des ]daD6 
de projection. Blas contribnenf beancoop Ans ce cas à dessiner le ^Undre, 
et elles doivent par coaséqneat frire pailie de sa représentation. 

165. Cherchons maintenant les contours de la surface donnée. Pour cela, 
menons au cercle r's't'u'v'x' , les tangentes /?', nii , perpendiculaij-cs à la 
ligne de terre; elles détermineront sur la directrice donnée les points 

0> (j^f ^')' Par 1^ projections horixontalcs r et « de ces points, ima- 
. ^nons les droites iH, iiU, pandlèles 1 4rX; je du qne ces droites compo- 
■eront en prqiection horizontale le contour du c} L'ndrc donné. £n elfet , 
elles cOB spw nnent la projection Jboiûoa t ale ntu de la diiediioe ; or, il n'y 



Digitized by Google 



6a 



WtLE ir. SUAFACBS OOfFRBlS. 



n. 10. a pas de ppiiU M de / par lequel oo sus puiaac aaeoer U projectioaihori* 

compris entres din.MilM i«t i4J, <^ w «OÎI t» «iH^«fltiM MMwlaIff 

4*^|K>i|it du Cï3rliiwl««fl|i4|i»estion (*). Pe pluvil-At^llir^Ae cylindre 
n'a pas de points au dehors des plans verticaux qui >pMfieat par les droites 
/K, u\J; dtm c«s il?ai$«B>fpflaiA»t «w je (fd«a boflÎMiiiUl le esoloiir 4e- 

Pour inrpir le CQntowr anfilogue 6ur le plsa vertical , oo reaurquera 
a pas de point de k 1%m fV<'i«!«>^dr', par leqeel 001 ne puisse 
mener la projection verticale «Pou élément du cjlindre, et reacajCOodMe 
que Içs droites s'S', m'V, qui sont parallèles k.xH', et qui conqwvnnent la 
courbe r's't'u\'.r' , enferment les projections YCrticales de tousl^peipls^ 
cp cjfUmlre, et soiil par conséquent le contour demaudé. 

Ces contours Hl, «U, *'S', M'Y, étant les projections d'élémeos (/fi, /R'), 
(«U, ♦'(;'), (jS, s'&'), (mV, /V), qui oal, par rapport aux plni»de >p<0- 
jfqtUmt nm poMtioo remufeeUb, a aaafi^jdto ■pirffrfwr xes ^fawm > 
^vs les autres, quand U s'a^^iftide.représentttr voêmdiOt eyliodiique»' 

i66. On doit conclure de ce qui précède que pour représenter une sur*- 
face cylindrique, il faut, premièrement, représenter la directrice et un 
:PQ{iibi'ç ^uiiiiiAUt de position» de la génératrice ; secpndiunent, oonsinùrç 
fifêJtmi9tmt k» pUfties anlémam £1 iplaii bocisoiitel tat lipAwiMH -d» 
plan yertical j tgoisijjmeinenl enfiA* lepetealeB le» élijmeni qni» «n prot» 
jecHÛm liorizonlale 9» ea pNf|efltU». fwlîmle^ fiwnMit ]et wiliinn des 
projections de cette sorface. 

1G7. Coname un cylindre est déterminé par sa directrice et sa généra- 
trice, nous le désignerons ordinairement par les uooas de ces deux lignes , 
reniermés dans une accolade. Ainsi, la6ur£acccylindriqae{(fv«ii(,r'/f'{<^i/x'), 
(osX, aflC')} sem celle dont none boub «ommes oeciqiéB. 

Lorsqu'un cylindre aom poiir -|;^ëntrice une droite •pcvpendieidtire à 
l'un des plans de pnojfction, il ne rçnconUcn-fnW de ^«planr, «C<aoi» 
nous oontenteront , pour le désigner, de nomnm' sa iraoe sur ce plan. 

168. Il est clair que les surfaces projetantes d'une ligne courbe quelconque 
(rstu, r's't'tdv'x'), sont des sur&ces cylindriques, dont les génératrices sont 
xespeçlifMnent peipaiifeiildfif •«bc4lmw phnt de prejsctioi). O'ej^nè» celef 

""T""^^"""' '■ ' I 1 I I I 'Il I I I ii'i w> 

<^ Onpeamit dirededeox poinU, cartteleKCtiesle'qinaiMpMtnlie A et hI7, 
wnemUii »>iihiÉisisiitbcyliiiJw en ise» f ifals. 
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oftdirby en se coafonn»nt k la notitioa ^ue Voa Tient d'exposer, <fae k pj. io. 

169. Les cyUuàr», coma» le dernier que nûntvnKkiê- ét neiiMner, 
éMit le» bem aent de» «efecleÉ,i iSipfelkBft ^flbHÉiir à baset circulaires. 
liOiifi<^ U bMe eslune ellipse, ttne Kyperlxkleoamie parabole, lë cylindre 
prend le nom de <ylin<ire à base eWptrquc , hjperhohqite ou patnbolique. 

Ces différentes espèces de cylindres reçoivent la déttoannatiOH générique 
de cylindres du second degré (*). 

Chv yem pli» loin (606) que lei> c) lindrae k bAM eUî^quee toat Ham 
d» cylmèBBir à hM cbeuhiiiMk 

Noos véMwoits potir un àitire- tikdrOit (a68) oe qu'oa pomtait dire kt 
des cylindres droits^ qui sont une variété de cylindres à bases eîliptiqtips. 

1 '^o. Exécution dt> la Ji^. f "9 pi. 10. Comunençons par ce qui est relatif 
au pian hoBÏzontal. . ' . 

D'efrts ee q«iM ir -ni ptMdetMiMBt (169), les lignes rR, uk}, qui 
fiiiMible^iMliiNrd»]» pnjMiionlifleiaèoIrièdlic^Kiidtef devreot élite 
wee,. tant qu'elle» seront située* aii>^dessv» dll plen horizontal : or, le» 
traces horiinmtales de ces droites sont les points (R, R'), (U, UQ; donc lee 
projections rft, mU , des mêmes droites, doivent être marquées pleines jus- 
qu'aux points R et U. Si on les prolongeait au'-deUi^ elles devraient être 

«71. La proijeotSe» l i Oii i BU ili rtm-às liL dÎMcbieey cb n y ri itentw lée 
e m l WM » i fw n ilv«B» estaoMBÉiBeennieMif ▼«& Bh-efllri^, duqÉMtpenit 

de nm, est k peojedion de de«« pornfe de cette directrice, l'un («, t') 
situé sur l'arc snpériemr (rstu , r's't'ir , Taufre {t, <") situé snr l'arc infcneur 
(rr/u, r'or W) ;, or , de ces deux points, celui (t, tl) qui îrppartieut h r.irc 
•apénear,,e8t, par rapport au plan horizontal, sur le dessus de la suriàce;^ 

' — ^- .. ■■ 

CJ flenoMarppartieùtà PAnal^-se applît^oée plutùt <j^'à laOcotnétrie; il vieut de ce que 
Nqnation de cet cyffndrer «t Atf secMf 4«gf4 t/n4àfuS&ouëiié9^ i di M iypBrhoitf 
et de k parabok, étaDt eeiii As noodl teié , imapndk CM KgMt te 

Ed féiiénil , fe degré de PéqaitMB d'oaa oourbeaii dftaia iiMftUi «tkiwÉmft (^ua Io 
nombre de points suivant leiqucis. oatte oouabe o<i cette surface paut élre rencontrée par 
une droite. La ligne droite est ptfCOnéllMlltkacnkli^iCtkpiail la-ieuk «orfitoe, 

soient du premier degré. 

Les àboMAmliaaMèéVtfpm^ wMM erde scboaA'dtiiHê élpibtfeBf h 

eM»dt>l%Mt ei snrlUstidw frcAisrar^e iMsanl 
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Pl. lo. donc il est vu en projection horizontale : donc il n'y a pas rl«' point dn r$<u 
ffiù. ne soit la projection d'nn point vu de la directrice. La ligne ruu doit 
en oonséquence éira pleine (56). 

Puisque chaque point tàc rstu coiTespondà4e«zpoiDti(<, 1^, (f, ^ de 
la directrice , le plus élevé f") cache évidemment FiOtiei d'o& 9 sait que 
tous les élcmens qui passent par des points de l'arc (rrfw, r^s't'if), sont vtis 
en projection horizontale; 1 1 que tous ceuxqui passent par des points de I ait 
{rstUf /x'v'u')t ne le sont pas. Doncles élémcns (jS, j'S ), (<T, t'T), qui pas- 
sent par les po«itB(j,«')i(') 0» deia£ractnoe,ontlenrs projectioi»«S, tT , 
vues, etpar conséquent pleines; tandis que eenx(vV, («X, d/3L'), qui 
passent parles points (f, f'), (x, y), de la nèmedireetrioe» ont leara pro- 
jections v\ , .rX, cachées, et par conséquent ponctuées. 

172. Il suit de là que depuis l'élément (rR, qui pa.<ise par le point 

(/•, r*), jusqua l'élément (wU, wU'), qui passe psir le point («, w'), tousk» 
âémens de la partie sapéneare du cjUndresoiit ytu ; et , qu'entra les némes 
âëniens, ceux de la partie infijrieinv ne aont paa tu. Ge rendtat était dé^à 
oonnn, car les clémens (rR, rH*), (aU, «U*)» ayant pour projections les 
coiitours rR, «U , tlu < ylitidre , ces clémens partagent ce cylindre en deuY 
portions; l'une supérieure, dont tous les élémeifs sq^t yv^\ l'autre iiifé'« 
rieure, dont Jcs élémeus sont caches (i 58). 

Toutefois, oomnie les élémens tus ne sont pas entièrement an-rtleasns d« 
plan bqriaohtal, il est 'dair 'qa'tls cessent d'itare Vna' k TendMt oà ils -tra- 
-rersent la trace RSTU, et qu'au-delà de cette trace ils doivent être ponetoés. 

175. Quant à la trace RSTUVX, il est évident qu'elle se compose de 
deux parties ; l'une RXVU, suivant laquelle les élémens cachés du cylind^ 
percent le plan horizontal; l'autre RSTU, suivant laqi^eUe le même plan 
est peix» par les âânens vus. Or , 11 eat évident ^ ici âéBwlia cidA 
cent le plan horisontal suivant les points d'une trace cadiée, et que les âé- 
meus vus le percent suivant les points d'une trace vue; donc, Tare RSTU 
doit être marqué par ^ ligi*.' pleine, fi l'arc UVXR par vat/t ligne 
ponctuée. 

174. Passons maintenant a la détciminatioii des lignes pleines et ponc«f 
tuées de la projection verticale. 

' On remarqiiera d'abord, que tonte la partie du cylindre située au-dessns 
du plan horiiontal est èn avant dn plan vertical, et que les contour^ ''S', 

v\', de cette parJie de cylindre, sont par conséquent vos (iSq). 
On remarquera ensuite, que les élémeDS {à& , /i»'), {y\,. V éljMit ceux 
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qui ont pour projections verticales les contours ^S'i VV» çe^ élémens d;- pi. io. 
viMMi«»m£M cylindrique Adrax|i«tNa,raiie vue, ■ 
que la ptrtie Toe «f néoeMi^BiMnt k partie aiiAâncDfe.0Qcret|Mm4inte à . 
Û portion (srxVf /t^yV) de la «iUrectricc , et que la partie cachée est oèUe 
qui correspond à la portion (^/M«', j'i'aV) de la même directrice. 

Cela posé, si l'on fait attention que les élémens (/R, /'II'), (xX, 
passent parles points (r, r'), (jc, x')de Vax!c(snxVf s'r'x'^) de la directrice, on 
Tarn qu'ils tout sur k partie anlérieiir» da k sttRfiw? cylindrique» et foa 
eBeoDGlura»qn»kQnpi«9actioiisT«HkBkBi'R% doÎTent^tre pleines, 
lies élémens (IT» iT^, (uU^uU% au contraire, sont sur la partie postérieure; 
car ils passent par des points (/, /'), («, i/), de l'arc (stuv, s't'u'v) ; dotic 
ils ne sont pas vus : donc leurs projections ^'T', a'U', doivent être ponctuées. 

Ëutin, la projection i^s't'u'v'x\ de la directrice, sera composée de deux 
arcs; l'un s'i'af^, correspondant à k partie antérieure du cylindre, sera tu 
et ÎMaqne par.mftligae.pkiQe^ .rmtfe HU^t coroe^pondjint à k partie 
postérieure, sera otohé» M devra par cofiséquent être ponctué. 

1 75. U serait assez convenable de représenter la surface donnée en la sup-» 
posant prolongée indéfiniment , et pour cela , il ne s'agirait que de marquer 
en points, les prolongemens, des élémens indiqués, les prolongemens des con-^ 
tours H[1,mU , yS', w'V, et k trace verticale du cylindre; mais, comme les 
parties dTvneiufiwe» sarksqQeUcsonabosoiiid'opdiiHr» soDtponr l'ordmaire 
sitaéss dans rai^.«iit^ritiir ^anpénenr des deux plans de piojectioi^, il 
anire pivsqne toujours que, poua snasipliAer Ifes épures» on ne s'occupe 
que de ces parties. C'est selon cet usage que l'épure est construite. 

][*assons \ ^'exameu d'une autre IîmpwUq dq surkçes, 

176. DES SUHFACB Û01!iIQUES. Les surfaces coiùfpmwoX celles qui 
sqnt engendrées par une droite mobik» assujettie à pssser constamment 
par un point fixe, et à suivre dans son mouvement une coiu-be donnée. 

D'après cela, une ligne {rstuvx , s\') et un jwint (A, A') étant connus; 
si l ou imagine, par chaque point de la courbe , une droite indéfinie qui 
ppuse par k point (A, A), rensemWe de «a droites formera une aurâice 
conique* 

177. Pour représenter une telle siuface, on prendra sur k directrice 

{rstuvx , A''), une suite de points (r, r'), {s, s'), (t, t'), etc.; par ces points, 
et par le point (A, A'), on mènera les droites (Ar, AV), (Aj, AV), 
(A/, A ^'}, etc. ; chacune de droites sera une position de k génératrice, 

9 
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Pl. lo. ou ce que l'on appelle un élément de la surface oooiqoe, et les divers 
mens représenté iodiqacrant la teaw «t h {MMitioit êà eetlB iw&ot. 

178. Ces ëUnMM (Ar, A'fO>'(A«» AV), (A<, A'<^, tto., pcffoerenl le plan 
borizontal suivant les points R , S , T, etc. ; on construira ces points , et Ot 
senriront à décrire rinteiwctiaii MSTUYX, dnplaahorâoiitdiat dekov- 
fece donnée. 

Lorsque cette intersection se trouvera, comme dans le cas de la figure» 
Hur la partie antérieure du plan boriaontal, cUe aidera setisibleaiennt à ac- 
cuser û forme et la ponltîoii de la eaprfree» et par oette laiioii elle éenà 
tonjonrs» dans ce cas, être marqaéa aor la repïiàentation. 

La trace verticale s'obtiendra comme la trace horizontale ; elle sera en 
général de la même utilité que cette dernière, et l'on devra l'indiquer sur 
l'épure , tout^ les fois qu'elle se trouvera située sur la partie si;^rienre du 
plan vertical. 

179. Cafiiif pour ijat la vepféBeolatSMi dfoiw awrAce ciRW|iie ium 
image, il fiiudra mener les ^Mm aB » (Ar, A'/), (Au , A'iQ , dont la projec- 
tions lioHzontales Ar', Au, OOnpiennent la directrice; et€Cvi (Af, AV), 

(\v , A't' ) , dont les projections vei-ticales AV et AV , comprennent la pro- 
jection vei'ticale s'x-' tle la ménte directrice. Ces élémens, comme on le 
voit à rin.spcclion de la figure, servent à dessiner les projectiuos de la j>ui^ 
fceeeooique; acoiiTÎeiitpar to i ie <i |« e i i t delBt «aw | n«' «Picaoi^ 

180. Les eorfiioes dont no«s nvat oocopaBâ pvtentBBl mw parlknlwité 
remurquable : c'est qu'elles sont oompoeéei de deux parties distinde», q»e 
sépare le point fixe par lequel pa.«se constamment la droite qui les engeti- 
di-c. On donne le nom de nappe a chacune de ces parties; et l'on ap- 
pelle centre le point qui sépare les deux nappes. 

i8i* Une lurfàoe conique prend souvent le nom de cénê , Mutont km- 
qu'on la considère comme Unités, et qn'on a ^ard an ^vlnme qn'dIeieD- 
ferme : onfinairement on désigne àlon la directrice par le nom de èate, 
«t le centre par le nom de sommet. 

182. Nous indiquerons toujours une surface conique au moyen des 
noms de sa directrice et de son centre, écrits entre les branches d'une ac- 
colade; ainsi, par exemple, s'il s'agit de celle que représente la figure, nous 
rappetlerons la snrfroe conique { (A, A*), (ntmx, «V)}* 

18S. La d&m^oè irOmx; /tO» cône, ayant une position diélermi* 
née, si l'on conçoit que le sommet (A, A*) , qui est le point de concours 
des élémens du c6ae, s'éloigne à nnfiîii ; il est dair mesure que l'éloi- 
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. HMOMnt angnutt» ^ Iw rfU— wn appiodtfNMit de plus en plus d'être pa- 
nHilM, ft qiwy kwqulkeoa c w ia po n t à finiSai, ib fimnewot nntwAce 

Cjrlindrique. 

Il suit de là <(ue la famille des surfaces cvlindrïques est comprise dans 
celle des surfaces coniques , et que les cylindres à hases circulaires , à bases 
dliptiqucs, à bases hyperboliques , etc. y ne sont autre chose que des va- 
riétés d'espèces de cônes , <pii ont poar-beses dea cercUs» des ellipses, des 
hjpeilideBy etc» 

i84< Ces deux familles desorfiiciMOiiftotre elles la plosgrinde analogie^ 
et on leorappliqae la même nomenclature. Ainsi, les cùncs qui ont des cercles 
pour bases, s'appellent cônes à bases circulaires,- ceux qui ont pour bases 
des sections coniques, s'appellent cônes du second degré (i 6g note); et ces 
derniers se divisent en cônes elliptiques, cônes hjperbeliques et cônes pa- 
raboliques , selon qu'on les oonôdère comme ayant des ellipses, des hyper- 
bokt o« des paraboles pour hmm 

i95. Oit doil ooaalwrQ de ce qid a été dit plus hant que, pow repré- 
senter un cône quelconque, il faut premièrement , représenter sa directrice ; 
secondement, son sommet; troisièmement, un nombre suflisaut de pasi- % 
lions de sa génératrice j quatrièmement, les traces de ce càne stu* les par- 
tiel «ntârieivo dn plan la w iM W ulai et sfpérievradn plm wdîcal; cinquiè^ 
mènent enfin, kl âANMUqnif eapw»}ectionhot4Mfilal»ooen projectkm 
veitioBle» IhRBtnt las oontours des projections da cône. 

Mais pour que la représentation d'une snrÊM^e conique iaaàe tout l'effet 
dont elle est susceptible, il faut encore que les règles convenues sur l'exé- 
cutioo des lignes (56) soient parfaitement ohsenrées. Pour éclaircir cet 
«kjjeitynoaiallaai diâtaminer les parlÎBe vii«s et cernes de k directrice ; 
aowsnwKQcc ii pt w m e n sui te sBCCwsîvement des pertisiT^ 
oontours, desélémens et des traces. 

186. Exécution de la Jig. 2f pl. lO. La directrice (rstm^r, vV), estcom- 10. 
pose'e de deux arcs, l'un (srxv, jV), antérieur par rapport au plan verti- 
cal; l'autre (stuv, s'v'), postérieur par rapport au même plan. Or, de ces 
deux arcs, le premier (sraev, s'v'), a sa (Nnojection verticale jV vue; carfl 
ii*jr • rien, eii*4^ des points qui le lbraiffnt, qui puisse cndier oqtpoto ^ 
Ife Ugm «t e« «onséqmnoe pleine. 

Le second are (stu», /«O cadié par le ptemflri il #^fvxnt| par Oitte 
- ■ ■ I ' — " " ^1^— » 

Q» ABWQqtrer» (j&Ow») ^ue loua eet cûnet Mat de$ cùnes à b^kses cijrcuUirca. ■ 

• ■ 

9.. 
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VI. 10. faiaoD «voir sa projcctiov Vi^ pOMtatfe : mus comme cette projectîoo est 
la même q<ie odie de Tatc (thev, /t^, et que des poinls ne peuvent pes 

paraître sur un trait plein, on se tronre d«iw rirapossibilité. d'exprimer 

sur l'e'pure que l'arc (.<ifuv , s\'') n'est pas vu en projection verticale. 

Par rapport au pla-i horizontal, les contours rR, uU , divisent la direc- 
trice en deux arcs, l'un (ntu, r^s'l'u'), qui est évidenunent vu, comme 
étant sur le dessus du o6iie; l'antre {wxr, u'i^a^r'), nécessairement caché, 
c<miine ^lant sur le deMOm. Donc Tare rstu doit étoe indiqué par on ttait 
plein, et Tare wxr par un trait ponctué, 

187. Quant aux contours AR , AU, AT', A 'S' , ils sont les projections 
des éléniens (AR , A'R') , (AU , AU') , (AV , A'V) , (AS , A'S') , et ils doivent 
être pleitis, dans la ligure prise pour exemple, à partir des points (R , R') , 
(U, U), (V, V'), (S, S'), où ces élémeus passent au-dessous du plan hori- 
«mtaL 

t86. l^i^vès ce qn*on a tu préoédeannent (i56), «es méoMS étémena 
(AR, A'RO, (AU, A'UO, (AV, A'VQ, (AS, A S'), divisent lecûne ed par^ 

ties vues et en parties cachées. Ne conside'rotLS d'abord , sur la surface co- 
nique , que la nappe qui contient la directrice; on pourra aisément se 
convaincre, i**. qu'en projection horizontale, la portion de surface qui 
correspond à l'an; vu {rstu, i*ifi^vi) de la dmietrice, est vue, et que par 
consëqoent les projections horinnlales AS; AT, des déoiens (AS, A'S^ > 
(AT, A'T'), <piipa8Mnipar des points {s, s'), {1, tf), de(rstu, / s' t'if) , toat 
vues; 2°. qu'en projection verticale, la portion de surface qui correspond 
à l'arc vu {vxrs, v'x'i^s') de la directrice, est vue, et que par conséquent 
les projections A'X', A'R', des élémens(AX, A'X'}, (AR, A'R'), qui passent 
'parles points (x, x'), (r, r'), de Tare {vxrs, v'jrVj') , sont vnes^ 5». qu'en 
projectiiMi boriaontsle, la portion de snrfim» ^i correspond à Pare caàtd 
[ui'xr, H\''xr') de la directrice, est cacfade; etqae' les â^ens(AY, A'V), 
(AX, A'X ) , qui sont sur cctte portion de surfac*e, et qui passent par con- 
séquent par des points (i', t''), {x , x'), de l'arc {uvxr, ï/*/x'r), ont leurs 
projections horizontales AV, AX, cachées; 4". enfin, qu'en projection ver- 
ticale, la portion de surface qni correspond à l'arc {stuv, sf ivls^) de la 
«lèctrîoe, est cMdiée; etqaé les ârfmens (AU, AU% (AT, A'T), qui 
passent par des points de cet arc, ont jpwrconséipient leurs projetctionsvei^ 
ticales A-U', A'T, CÉdH^Si. 

189. Nous pouvons conclure de là cette règle générale : c'est qu'ayant 
distingué sur une projection la partie vue de la directrice d'un c6ne de sa 
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]>ttrtîecacbéey ksâéoMDsqm passent par des points Tvt de cette <lueeti|oe 
nrool TOt sur k nAme projeolMMi» et ctnz qui panent par des points 
cadés de la même directrice , aussi sur la même projection , seront caches. 

Cela.sappose Iwen entendu que les élémcns et la dil'cctrico que l'on consi- 
dère sont sur la même nappe du cône , et il est d'ailleurs cviik iit que ces 
«Uémcns ne peuvent jamais être vus qu'au-dessus et en-deçà des deux plans 
de projecUon. 

tgo. Séchant teconnaitre qu un éUmeat de la nifipe qui contient le di- 
Kctrice est vn on n'est pas vu , il est ftcUe de saiToir s'il est vu ou caché 

sur rentveiisppe ; car il est évident que tout élément situé sur la partie vue 
d'une nappe , est sur la partie cachée de l'autre nappe : donc on doit ponc- 
tuer sur une nappe tout clément plein sur l'autre. C'est en suivant cette 
règle que l'on a dessiné les deux projections de la nappe supérieure du cône 
pris :pour exemple. • 

- 191. n ne.nons reste pins h déterminer ^ Iss parties vues ït cadiëes 
des,Ut08S. dPunçftnei nr^ il est évident que les élémens de ce même ofrne ,■ 
s'ils sont vus, perceront les plans de projection suivant des points vus, et 
que, s'ils sont cachés , ils perceront ks mêmes plans suivant des points ca- 
chés. Il suit de. là que l'on doit marquer par une ligue pleine l'arc RSTU Pi- m. 
de U trioe RSTUVX, parce qu'elfe cMrteqpond à dm âémens (AS , AS ), " 
(AT, AT^ y dont les projections bodsontales sont tucs; et qoe l'on doit 
indiquer en poîntsfirc U.\XR de la même trace, parce qu'elle correspond 
en proiection l^omonlale à des élémens cachés (AV, A'V), (A&, A'X')* 

, iga. DES-SUIVFACESOEliÊVQLUTION. Imaginons une ligne droite 11 » 
(ÂB, A'B'), située comme on voudra dans l*eqiecey et coneerons qu'une ^ ^ 
courbe donnée (CD , CD') , tourne autour de vette droite , de manière que 

chsique point de la courlje (CD, CD') , décrive un cercle dont le centre soit 
sur (AB, A'B ), et dont le plan soit perpendiculaire à cette droite. La courl>e 
(CD, CD') décrira dans son mouvement une surface particulière qui aura 
la droite (^VB, A'B) pour directrice, la courbe (CD, CD) pour géjjcra- 
trice, et sera ce qu'on appelle une surface dt rMiiiion, 
' On donne k k dmàe directrice (AB, A'B'), le.nom d'<uw de rénobftàm. 
On peut dire, d'après cela, que les sturfitces de révolution sont des sur- 
faces telles^ qu'en 1rs coupant par des plans perpondicuhures àlaxe de rc- 
volution , les sections sont des cercles dont les centres sont distribués sur 
cet (uce. 
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PL 9 ic^5. Four représenter une sarface de rt:v(^iition , il faudra décrire un ■ 
^''^ ^ certain iKnnln« de poûtioaB d» sa gjnëmrioe; or, supposons qu'on 

mande odle que la oooribe (CD, Ctf) ooenpak» lacsqna leaavesdMis par 

.SCS diflërens pointa étaient de n degr^. Pour obtenir cette position , on 
abaissera de plusieurs points (M, M'), (N, N'), etc., de (CD, CD'), des 
perpendiculaires à l'axe (AB, A'B'); on déterminera les pieds de ces per- 
pendiculaires ; ou construira les distances de chaque point (M, M') 
(N, N') , etc. , aux pieds correspondans, et ces distances seront ùs rayons 
des ceiviles décnis par les pointa (M, M'), (N, N^), ete. Fte les pointa ob- 
tenus on âevera , perpendienlairementi l'axe, des droites qui 6sMnt awe 
lesTrajOnS dont les longueurs auront été constniites, l'angle de n degrés (*); 
on portera ensuite sur ces perpendiculaires, à partir de (AB, A B'), les 
longïieurs des rayons correspondans (**), et les extrémités des longueurs 
portées seront des points de la position cherchée de la génératrice : en 
menant donc une ligne par ces pointa , on anva oolto positiott. 

ATeeun axe (AB, AV), dont les projections se-troavent pkcrfes d'âne 
manière queleonqno par rapport à la ligne de terre, ces oonstmetionB se» 
raient d'une pratique très pénible ; la SMnplificatioB dos données yaobviff 
à cet inconvénient. 

194. On choisit ordinairement les j^ans de projection de manière que 
l'axe de rérolutitm soit perpendiculaire au plan boiîaoïrtBl, ak» il ao 
PI- n, tHMnre projeté sur ce plan surant un poii|t 0, et vertiealeoieBt soirant 
une droite CO" perpendiculaire à la ligne de teirei 00 qui, rinsiqu'ov va 
le voir, rend toutes les opérations fort simples. 

Soit (ABCDE, A'B'C'D'E'), la ^onératrice d'une surface de révolution 
dont (0, O'O") soit l'axe; à chaque point (A, A'), (B, B'), (C, C), etc. , 
de (ABCDE, A'B'C'D'E'), il correspondra un corob (AVA"Q, V'Q'), 
(BXBH, X'R'), (CYG%, TS*), etc. , et Feipsemble de «s «fcies compo* 
sen la snr&oe décrite par la génératrice (ABCDE , AfWCW). K IToM.Mt 
avoir nne position de cette génératrice , c^ qu'elle occupait, par exemple, 

PL ». C) Ce problème d'élerer par un point de l'axe {AB , A**), «| perpmdieiilMnneiit à 
Plg.e «!rtiMbttaaamteqriftWBWiaagWi hu M éa w e «wpsrpni a i « i l i 1w aaBiéiMiie,0Banne 
et paHulp»k««M peint, tara ÉNibà rteadM, al iMmavvirèsaeicsrl^ 

(**) Gbox tpii nsaoodroDt le problème de la nota préc&Iente, pourroiA ^«scicar 
an «• leooiid prébifeaie : Porter tar am <^ cb«û» ibi^ 
\ jiat drcUtd^tut» kt^umr connut. 
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iorsquc l'arc parctnutl par chacun de tes points était de n degrés, Ru. 
il ne s'agira que de prandiB wn In eeidw horixmtnn (AKFV, A'VO» 
(BU», BTf), (CmiY, cri'), «te., dnara (AKF, AT), (BLG, B'GO, 
(CMH, C'HO, etc. , 11 degré» chacun, et Ie« extrémités (F, F), (G, G ), 
(H, H ), etc.» de CM iNS, d^tenuMfoat k poaitioa chetchée (FGHli, 
F'GlIl'j'). 

195. On pourra diélenninei' ainsi autant de positioni> de k gcucratrice 
qu'on en voudra} et rœenlilf ds çea pûiilioaB Nj^nSnoteim la imfew en 
qneslKM. OapevtTOirsnrlaigiiw t**, pl. la^ l'clleldelaKpraKiitatioa. pl ». 

La génératrice efiflir œtle figure, comme sur In pl. 1 1 , une bâiee à baie ** 
cironlaire (i 10); on a représenté cette hélice dans douze de ses postions; 
duique position a pour projection horizontale un cercle , pour projection 
verticale une sinusoïde, et ia disposition de ces lignes sur le deamn ÙÀ% 
parfaitement sentir la forme de la safftc*. 

Bmw fendni la raprélMtatkw pli» midligible , on a marqnéy wàt les 
pluM de projection , les coalmus uvxrzo, nt, al>cdef, a'h'c^df, àtttat 
•nrftœ; on voit clairement que la seule condition d'enfermer toutes les 
projections de la génératrice, les détenniae complètement, et qa'eUr 
fournit le mojcn de les décrire (i54). 

i<)6. Mais , comme il est difficile de mener avec exactitode des lignes 
' muiagn», aicdtf, drffimes par la eenle «mdilion d'être I s n g ent e a h piaaieiirf 
nntrw l^nos, il «et bon d'avoir un moyen de déterminer plus rigonreuae-' ' 
ment les cratoors des projections d'une «nrfice de révolntioa. 

Pour la projection horixontale, on remarrjïicra que ces contours sont 
tonjours circulaires. En effet, chaque point de la ligne (ABC . . . , A'B'C. . .), P*- «'• 
décrivant un cercle lorsque cette ligne engendre la surface , il est clair 
qoe les cerdee AKFVA''Q, EPJWeU, qui répondent aux points (A, A ), 
E*)» les pins f iyproc h éi on les pins Mgah de Vm, enfinùent les 
projectioas de tonales antres cercles ; donc ils sont les contours en question. 

Pour la projection verticale, voici comment ils s'obtiendront. On prendra 
sur la génératrice plusieurs points (A, A'), (B, B'), (C, C), etc. ; on mè- 
nera par leurs projections horizontales A, B, C, etc., les cercles AVA"Q, 
-BXm» CYCV, ete., et par leurs projeetions verticales A', B', C, etc., 
les droites V^, XR', W, ete., panUèles.à la ligne de «emnn. Gala 
fait, à chacun de «S cerdes On mènera les tangentes W et Qff, XXf et 
RU', Y Y' et SS', etc. , pcrpendicndaircs à mn. Ces tangentes couperont les 
droites correspondantes V'Q^, XA', ¥S', etc., suivant des points Y, X', 



Digitized by Google 



79 



LIVRE II. SURFACKS COURBES. 



i>j Y', etc., Q, S', etc., et ces points détemiiiienml tfvidemme&t dntx 
conilies V'X'Y'Z'W'» QU'S'TU', syntftriqMS.inr rapporté O^O^, et for- 
mant les contours cherché. 

197. Il est évident que les cerdes qui ont en 0 leur centre commun 
sont touchés par des droites perpendiculaires à la ligne de terre suivant 
des points de contact V, X , Y . . . , Q , K , S , etc. , situés sur une même 
droite \W parallèle àmn. Or, les points V, X, Y. . ., Q, R, S, etc. , sont 
les projections d*une suite de points.(V, V), (X, X*), (Y, YO- . », <Q, Q'), 
(R, R'), (S, .S'), etc. , qui se projettent verticalement eu V, X', Y'. 
Q', R', S', etc., c'est-à-dire sur le contour VX'Y'Z'W, Q'R'S'T'U'; donc 
la ligne de la surface qui a ce contour pour projection verticale se pro- 
jette horizontalement suivant WU : donc celte ligne est dans le plan WU, 
mené par l'axe de révolution parsUèlem^t au plap vertical. 

Et comme le contonr VX'Y'Z'W', 'Qll'ST'U', est composé ^ denx 
parties symétriques par rapport à O'Û^, U 8*ensait qoe.la ligne qui se pro-> 
jette suivant le contour de la projection verticale, ou, ce qui revient au 
même, la section de la surface avec le plan >VU, est composée de âeu% 
branches (\'VV, VX'Y'Z'W), (QU, Q'R'S'TU'), s^meUi<jues par rapport 
àlaxe(0, O'O"). ... - 

Nous feràns remarquer que AVùa ftift tourner cette section U W, jnitonr 
de l'axe de Dévolution, cfaacnil de ses pomls (V,VO ou (Q,QO, (X.XO ou • 
(R,R'), (Y, Y') ou (S,S'), etc. , décrira le cercle engendre par le point cor- 
respondant de la lit^'ne donnée (ABC- • A'B'C , .) ; ainsi , la section WIJ 
produira dans son mouvement la surface dont nous nous occupons. 

198. Ou peut donc considérer cette section çomme nne noiiyéUe.9âaéraer 
trice de la sutCmc donnéei et comme tontes ses positions faa% ooqBprâe* 
dans des pians verticaux, dont les ppints.sp prqjettmt horizontalement sur 
des drohes passant par le point jO> POu§ en conclurons que les sections faites 
aur une surface de révolution , pay les plans qu'Qu peut mener par son axe, 
sont toutes égales entre elles. 

Oiv donne à ces sections le «om de méàdiem oif. celui ^. tft^fidfer^nes. 
Ou affecte plus pait^cnlîèrMnt le prémiier eux plwi^ (les MÇtipns , et le 
dernier aux lipies dlntewectiondes planset de la sor&se; msaouventon 
lescoofood tont-^fsit. 

199. Si l'on imagine qu'une des deux branches (\VV,W'V'), (QU,QX'), 
de la méridienne ^\^J, la première , par exemple, se meuve autour de 
l'axe (0,0 0 ") ; il est clair tju après une den^i-révolution , elle coïuçideni 
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avec la dernière branche ; qu'après une révolution entière , elle sera dans 
sa position primitiTe, et qa*dle aura engendre à elle seule» la xoèukB'tm^ 
ftce 4|iie si les deux bnndies se fosBent nittes à k firâ d vne dei^^ 
on que si la génératrice d<»iiwe (ABC» . , ,AfVC*. . .)> w f&t mue d'une ré- pl h. 

voluhon entière. 

11 suit de là qu'une des deux branches de la me'ridienne suflit pour en- 
gendrer une surface de revoliilion, et que In seconde est suralxuidante. 
C'est par cette raison qu'on donne souvent à une branche , considérée isolé- 
ment , le même nom dé méridien ou de méridienne, qui appartient m 
TensemUe des deux branches. 

' aoo. La construction d'une méridienne quelconque est extrêmement 

aisée. En eflet^ Supposons qu'on demande cdle que contient le plan nic- 
dien OP : on remarquera que ce plan coupe les cercles (AVQ, V'Q'} , 
(BXR, (CYS, Y'S'), etc., suivant des points qui se projettent liori- 

zontaknicut en K, L, M, etc. | on construira les projections verticales 
K', L', M', etc. , de ces points; on décrira la courbe KlilfMT', et l'on aura 
la méridienne cherchée (KP, K'L'M'NTO. 

aoi. Nous donnerons au plan WU, qui passe par l'axe de rérolutien, et 
qui est parallèle au plan vertic^, le nom de plan mcrid'u n principal , ou 
simplement celui de mcntlien principal. La méridienne qu'il contient, et qui 
a pour projecfioji verticale le contour de la surface , recevra ordinairement 
le même nom de méridien principal , ou celui de méridienne principale. 

202. Il résulte de ce qui précède qu'une surface quelconque de révolu- 
tion est susceptible de trois générations remarquables. 

Premièrement , elle peut être engendrée par le mouvement d'une courbe 
(ABC. . donnée dansFespaoe, on déterminée comme on tou- 
dra svùr la snr&oe^ et assujettie à tourner drculairement avtonr de l'axe 
(O,(yO'0. 

Secondement, par le mouvement circulaire, autour dum^neue» d'une 

méridienne (KLMISr, K'L'M'.>'F). 

■ Troisièmenacnt, par le mouvement d'un cercle horizontal dont le centre 
saÎTrait l'axe (0,0'0^, et dont le rajron varienit de nMoiière que la ditoû'- 
^érences'apimyâttoiijonrs sur «ne méridienne (WV, MW'), on snr la oonrbe 
donnée (ABC. . AW. . .). 

On remarquera qu'il y a dans cette dernière génération deux directrices , 
ja droite (0, 0 0") d'une part, et d'autre part la paëridieune (W V, W'V'}, 

19 
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)>i. II. ou la courbe (<U)C . . A'B'C . .))®^ l^^^ géoératrice esi une ligne vam- 
ble d« grandeur. 

pj. n. ■ aoS; Il conwspond à oe> trak «ntet de géaéntàim, tm f^tUmnes de ' 

\'^ti'' ''T''^^^^ dessinés sur la planche la. La figure i , comme nous lavons 
déjà VU, est faite dans la supposition qae la génératrice soit une hélice 
dannée. La fiffure 2 représente la surface, en la supposant produite ]>ar le 
mouvement de la méridienne. Enfin, la figure 1 est la représentation dans 
bquelle on prend le cercle horiaontal, variable de raj'oo, pour ligne gcui- 
ratrioè, Tnce de révolution ponr directrioe du eentre de ce cerde, et la 
méridienne principale |»Ottr diroctrice de sa circonfinenœ. 

Chacune de ces représentations est formée par les projections d'un certain 
nombre de positions de la gënéFatrice et par les contours des projections de 
la surface. 

La disposition des données est telle, que les (races de cette surfaice ne 
psu vent rien ajouter h ses représentations ; car die n*a pas de trace verticale , 
et sa trace horiacMttde est déjà marquée comme contour. 

Il- i«- Sur la figure a, on a eu soin d'indiquer les projections verticales M''0'', 
' m'o', des lignes (M.XOP, M 'O' ), (ninopj m'o'), qui se projettent hivizonta- 
lement suivant les contoure MNOP, mrjop. 

204. Nous emploierons conmmnément le sy stème de représentation de 
la figure 2, parce qu'une surface de révolution est presque toujours donnée 
an taoytn. de sa méridienne ; mais nous nous dispenserons, pour Fordinairc , 
de représenter aucune antre méridienne que la méridienne principale. Cette 
convention , en rédnisMiile dessi n aux contours des projections de la sor&œ , 
économisera souvent beaucoup de travail. 
Pl. II. ao5. Lorsfjue la «];e'nératricc- sera mic courb:! à double courbure, il nous 
arrivera, comme dans la planche 11 , de représenter des méridiennes, des 
oerdes et des positions de la générafarice. Toutes ces lignes eoneoorent an 
même but, qm est de donner l'idée de la surface. 

Si la li^^ne do trrre mn est rencontrée par les projections horizontales 
EWell, DZAT, elr., du cercle générateur, on en conclura qu'il existe une 
trace verticale ; on déterminera les points {c, c'), /, h, i, etc. , où les cercles 
(EWeL , W't (DZàT,Z'T'), etc. , perceront le plan vertical ; parcespeials 
on mènera une ligne e'fghif et cette ligne sera la trace vertierie la 
snr&ce. 

206. Pour désigner uhe suT&ce de révolution^ nous iudîquerans^ entre 
deux accolades, son axeetsagMntrice;ainsi,parexemi^, Boosappcille- 
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rons celle que produit l'hélice (ABC. . A'B'C. . la surface de révolution l'i 
{(0, 0'O"), (ABC. . IVC. . .)}• 

A«7. Qn^^pMlbb k ânriUedesanitewâe révoloti^ 
Àmilles de surfaces ]vécé<lenuiiait examinées ; nous allons exposer dans 
quels cas , et faire conn.iîtn- les gnu» et les eipiess de Mirfiues de xérolu- 

tiori qui présentent de l interèt. 

Lorsque la iDcridicnue d'une de ces sui'i'aces est uue droite» cette soriace 
deTÎeBinoâneoii un cylindre. En effet, lowteslesméridièaiissAmtpiscées 
de le même manièfe psr rapport à Ttat», il anma que n eUes fencon- 

trcnt cet axe , elles le renoantreront en nu incmc point: alors elles formeront 
un cône; et si elles ne les rencontrent pss, elleskû seront tontes persllèles, - 

et formeront nn cylindre. 

Et comme il uy a pas de poiul de la méridienne auquel il ne correspondu-, 
snr la smftœ, on oerde àaak le oentre soh sur l'axe, et dont le plini soU 
perpendiculaire à cet axe, il s'eoanitqne les eônes et les cyUadrss de révo- 
lotion sont des C&nes et des çj^îndres à bases circolaÎBes. 

208. On remarquera que ays cylindres ont leur*; t'iémens perpendicu- 
laires au plan du cercle qui leur sert de hase. On les nomme , par cette raison , 
cjrliiuln's dmits ; et soit qu'on les considère comme des surfaces de révolu- 
tion f ou comme des surfiu:es cylindriques , on donne toujours le nom d'axe 
àladroiteélèWeper le centiedèlaiMee., perpendicnlairemenft an plan de 
oeMeiMSe, c est-à-dire parallèlement aux éle'mens de la suÀse* 
• Dans un cône de révolution , la droite menée par le sommet et par le 
oentre de la base, n'est autre chose que l'axe de nfvolulion. On donne à cette 
droite le nom à' axe du conc; et comme elle cbt perpendiculaire au plan de 
la base, il s'ensuit que la surface est symétrique par rapport à cet axe, en 
aorte qne le oAiie s'âère Tcvlicslenient lotsqn'il a pour iMse un cerde hori- 
aental. On appdile, psr oetle raison, cônes cbt^,X» cbns& de révolution. 

ao^ Les cènes droits,- les cylindres droits, et toutes les surfaces de ré- 
volution enficndre'es par des ellipses , des hyperboles ou des paraboles , 
en niouvenient autour d'un de leurs axes principaux, forment un geur»; 
de surfaces de révolution qu ou appelle surfaces de révohUion du secoiui 
degré (i6q note). 

Ises e^èees que comprend M genre, sont îles eilr>MidwdviMHfB^ s 
on les surfaces engendrées par une ellipse , mobile autour de son grsad-axe 
•On autour de son petit axe ; les Jtrperboloïdes de révolution à une nappe, OU 
lèsaarjaces engendrées par une hyperbole mobile autour de son axe îmagi- 

10. . 
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naire; les hj-perboloïdes de revoblikm à deux nappes ^ qui sont ceux ou 
l'hyperbole génératrice tonrae antonr de son axe réel ; les parabohMe* de 
révahitàon, ou les snriàcès en ge n dr ées fNir une parabolé mobile antonr de 
son axe; les cônes droits, et enfin les cylindres droits. 

2IO. Parmi les fllipsoïJes, il y a une varif'féque nous connaissons : c'est 
la sphère. Quelque diamètre, d'un quelconque de ses grands cercles , que 
l'on prenne pour axe, ce grand cercle la produit en louniant sur cet axe; 
en sorte qu'elle est de révolution par rapport à tous les axes qui se crcnsent 
par son centre, ou bien qu'dle est drcolaire en Ions sens. On emploie très 
fréquemment cette surfiusey et on la vepiésente tout simplement au moyen 

Pl. 9. des rorclfs MVP, ORS , qui forment les COntoiii-s de ses deux projections. 

Si le centre de la sphère était sur la lij^iie de terre, les mêmes ce nies 
se coniuudraieat eu ua seul, qui serait tout à la fois la ti'ace horizontale 
et la tmce verticale delà sphère, et qui snffinitpour<{ne Ton exécnt&tsnr 
cette sarfiKe toutes sortes de consIractioDs. 

Pl. 11. ai I . Exécution de la planche 11. Les arcs AB , BC ^ CD, etc. , ayant été 
pris de même grandeur, les points A', R', C, oie, ont été déterminés de 
manière que chacun d'eux se trouve au-dessus de celui qui le précède d une 
hauteur constante pq; donc la génératrice (ABC. . A'B'C * .) est une hé- 
lice (110). 

Pour que la fignre soit peu compliquée» on n*a représenté que l'arc de 
cette hélice compris entre les points (A» h!), (B» E*); mais, pour indiquer 
qne cet arc ne s'arrête pas à ces points, on a un peu prolongé ses projec- 
tions en élémcns interrompus tels que ceux qu'on emploie pour figurer les 
lignes de construction. 

La sur&ce engendrée par Tare (ABC. . kVC. .) est composée de 
deux parties. Tune située en avant du plan vertical, et l'autre, dont nous 
avons £iit alistraction , ûtuée derrière ce plan. La méridienne (WU, 
WV. . . Q'U'), montre qu'en projection horizontale , la piartie située en 
avant du plan vertical est entièrement vue. Il suit de là que les cercle* 
(AVA"Q, V'Q'), (IIXR 'R, X'R'), (CYC'S, Y'S'), etc. , qui forment la sur- . 
face donnée, les positions (ABC. . ., A'B'C. . .), (FGH. . ., F'GH'. . .), de 
la génératrice, et les méridiennes (QD, QUO, (KP, KT ), (VW, VW), * 
/ doivent avoir leurs projections horiaontales marquées en lignes pleines. 

212. Par rapport à la projection verticale, le méridien principal WU 
divise la surface donnée en deux parties; l'une située on avant de Ce méri- 
dien et nécessairement vue, ainsi que tout ce quelle contient; l'autre si- 
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tuée en arrière du même méridien et cachée par la première. Or, lespo- 
niiom (ABC. . . , AVC. . (F(m. . . , FGH'. ».),de]A génératrice, et 
la méridienne (KP, K'F), «ont m avant dji màidiea WU } donc les pro- 
jections vorticnics do. ces lignes sont Tues. 

Quant aux cercles de la surface, chacun d'eux se trouve compose île deux 
moitiés qui ont même projectiou, cl dont Tune est vue et l'autre cachée : 
il s'ensuit qu'îles dotTent être indiquées par des lignes pleines V'Q' , 
XH', etc. 

11 nous reste à parler de la trace e'/ghi} il est évident qu'elle est sur la 
partie cachée de la surface : donc elle doit être ponctuée. 

D'après ce qu'on a vu précédemment (l'îr)), il est sans doute surabon- 
dant de faire observer que les contours eJEU, VAQA", WT', U'Q', doi- 
* vent être formés par des traite pinilft. 

aiS. Eméèttliande ta planche ia. On vmt par la figure a , que la sni^- n. ». 
iace donnée est composée de «mes wfltfW, M'WO", wTtf'OV, qui sont ^ * 
toutes cachées par celle qui couronne la portion de snrfacp représentée , et 
dont chacinie est comprise entre deux cercles projetés boiizontalement en 
iH/w>/) et MN OP. . 

Les demi-révolutions d'hélice, telles que (nnjr, r'm'n), qui forment k <• 
Bone supérieure dans la figure i , sont nécessairement Toes en projecti<m 
lioriaoïitale » cd sorte que chaque ceide rmjhtf doit être marqué, dans sa 
partie rmjr, par un trait {dein. La partie rhjr du même oerde, répondant 
à dos zones cachées, doit évidemment être ponctuée. 

Tour la projection verticale, ou sait que toutes les hélices ou parties 
d'hélices, qui sont en avant du méridien principal, sont vues (213). D'après 
cela, les projections Terticales des. hélices qui s'élèvent des points (x, x'), 
{jr,y)t (Z) 2^), daplanhcHriBontal, doiventétre indiquées en lignes plrine^ 
-celles qui s'élèvent des points {k, v'), (m, m'), (m, v'), (w, (f, 
(n, xv'), ayant des arcs en avant du méridien principal et d'autres en arrière, 
seront composées de lignes pleines et de llj4iie> ponctiu-es; cnlin, celles qui 
partent des points de l'arc x''s" seront entièrement ponctuées. 

D eat ftcÛe de voir d'aîllenis que les points oii la projection verticale 
d*une position de la génératiicè touche les contours obcdtffftfdlélfely 
sépare sur cette projection les arcs pleins des arcs ponctués. 

L'exécution des figures a et ^ ne présentera aucune difficulté. , 
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GHAPITBE III. 

Des surfaces gauches» 

ai4* 0» appelle surfaces gau€;ht!$ les snr&cet'qiki wioX eagendcves par le 
mouvement d'une droite dont dèttk p<*f»twiit ronMjculiyiPl no tfDotpteen 
général dans un même plan. 

21 5. Il résulte de celte déCnition cjue les surfaces coaiqaes et cylindri- 
ques, quoiqu'dles aoiflDt produites par le mouvement d'uue dix>ite, soui 
«ependant tovfr4-&tt distiiictai dsi auilkoM fuidicB. E* ibSbI, deus élé» 
mens consëcuti6 d'aoe siuftce ooniqaey le fenonrtnttt an somehet de celte 
surface; donc ils sont dans un même plan. Deux élénens consécutifs d'un 
ryllndrc sont parallèles; donc ils sont an^i dans un même plan. Donc les 
surfaces coniques et cylindriques i^e. peuvent apparteair 4ai)S aucoi^ cas à ia 
ftmille des surfaces gauches* 

. Cette fmdlle de surfroes «sk pent^m celle qui prau&te le plos de genres. 
Noos noos ottrteniiiroiis d'enanner les pfa» moéM, et aom «Uous eom-» 
menoer per ttlqi qiii oompfend )eB eurfress |as plus «mples. 

3i6. DES SURFACES GAUCHES QUI ONT UN PLAN DIRECTEUR. 
Concevons deux courbes quelconques dans l'espace, et imaginons qu'une 
droite se meure, en iestoaclMntooiisIÉmment, de mwSitn ii êtiii linijuuii 
panlUle à mi plot oamn de poailie»» qnl asm œ «foe Mue ^onniOM «4 

plan directeur (i 58). U estévident qu'à moins qu'il n'existe de Klationspar- 
ticidières entre le plan directeur et les denx conrixis directrîcss, deux posi- 
tions consécutives de la génératrice ne seront pas dans un même plan ; donc , 
en général , la surlace que décrit une droite qui .se meut sur deux courbes 
domiéei, sens «iierd*4trepttraUà|e i «n plan, apparlientà W fiuaille des 
serfroes gauehes. 

Pl. i3. ^n- (Afi.ÂB), (CD, CD'), les denx li^ directrice» d'une (eUe «irftce, 
«t (MO , 011^ «M pin diracienr. Il s'agira d'abord de savoir oonstraire âne positioo quel- 
conque tlel.. pétiémirice. Supposons qu'on deoMode esDe qui correspond an point (A , A') 
de U première directrice ; U est dairqn^en OMMSt par «epeilit va plaa pwaUèle aa plan 
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«iircpleur, il cnujMra ift deuxièioe directrice en un point (C , C) , et que la droite (A.C A'C), Pl. i3. 
qoî f»mm fmr 1m poinU (A , AO, (C,C), MraUpàaitiondiet«lié& 

D'après cola, on pourra construire autant (l'clinuns Je la surface qu'on en voudra; 
mais comme la méthode générale que l'on vient d'indiquer ett d'an emj^ôî pénîUe, il sera 
boo d'y subalitaer le procédé «BÎTurt. 

9l8. On mènera dans le plan directeur (MO, ON) , une droite quclc-onqiie(M»,M'!!l); 
on coupera le plan (MO , ON) p«r des plans TCrticaux TM , P« , Vb , etc. , menés par un 
mène point P de la trace MO^ ces plana couperonl la droite (iAn, M'A), en des point» 
(Mt h) * (a«<0> (6« éO> elp. , d ea newoit par oec pointe^et pw kpoîiilP, IndroitM 
(PM, P'AT), Pfl , , (Vb , Vb*) , etc., on aura les sectieni du plaa directeur arec les 
plans rerticaux PM , Pa , Vb , etc. Par le point (A , A') , on mènera les droites ( A/> , A'/>'), 
(A;, A'j'), etc., paraltUet i cea sections; ces droites formeront un sjstîmc de lignes 
parallUfla pka ^fO, OH); «Bm pcroeroot le c^Mra «h^mI CD ntfaat des poinb 

(Pt p')> (ç I lli cfc- j fJu'iJ »''™ facile de construire , c\ par les projections p' , q' , etc. 
deaquei« on tracera la ligne />y/«'. Getteli^neetlalif^ne CO seront ka deux protections 
(Pane oonrW . în to r i aa iîon dn cylindn wrtieal CD et des droites menées par le point 
(A , A'),pAraIlèJcmeiit au plan (MO, 0^'). Or , l'i-Icnieiilclierclié fait partie decetdfOttM; 
«lonc il ]K^rcc le cjlindrc CD en un jwinl de , p'q'r's). Mais ce point est celui on 
cet élément cunpe U deuxième di rectrice j donc il est situe sur (CD, Cï/) : donc enfin , il 
a pour projection verticale le point C» intenection deCD* et delacourbeaianiairc^j^'/ W 
CoDoaiHMÉt ii pdiÉC, «D «p aéaiiirak pnnlrC^etl'âânMil «beniié (AC, K'C) sera 
détenainé. 

■En pr esant sur (AB, A'B') de nouTcanx pointa comme (A , A') , on déterminera de nou- 
vdlee positioM de la génératrice , et Pon parriendra bieiilM à Nfitenter la lorrace 

gandie donnée. 

aig. Si, au lien de demander l'élément (AC, A'C), qui passe par un point donné 
( A , A') de Pnne dea dÎMClriacs, en demandait l'élément (BD, B'D ), qui est parallèle a 
ww droite (Pn, P'a') située dans le plan diicetcur , tm oonttractiom i faire aenienten* 
core plus simples. En effet , il ne s'agirait que de mener par dÎTm points 
{f>f)> (gtg) eic, de l'une des directrices , des parallèles (dh.tfh') , (*/, «V), élc 
à la droite donnée (Pa, FeOî «• parsIMes finmeraient on ejrlindre qui couperait le 
cj-Iindrc vertical CD toirant one coalise (.hi/i, h'i/i'), facile à déterminer; et ""-"-^ 
le cjlindre composé des paraUèlca à (Pa, PV) contiendrait nécessairement l'élément 
eberclié, fl /enanit qu'il contiendrait aussi le point de cet élément situe sur (CD, CD'). 
Or, ce point ayant «a profeetion Iioriaontaletiir CD, il est à la Ibis sor le cylindre' paral- 
lèle à (Pa, Va), et sur leur crlindreCD; donc î! est surleur intersection {/lijt, h'f/y); 
maU ii a sa proyectioa rertioale sur CD', donc cette projection est le point ly, intersMS 
eiondoCDr«tdeA'j/K ' r ' 

le fainAlir,^ nn^édnimitle |dnt 9, pois Pdlément eheidié (BD, W). 

aao. lionqu'ime des deox directrices (AB, A'B), (CD, CD'), d'uned» 
surfaces du ^enon 40bI««« iWMAoeiyo», eit «m ligne droite, nadmdu 
qa'nUn i^dMn^imwl ■nitilÎLHlé -«ne^fliike perUcoHère de euifrces gan- 
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chea qu'on apjieWe conoùTles , parce que les surfaces qu'elle comprend ont 
quelque aoalogie avec les cùncs (*). 

Si la directrice rectiligne est perpendîcohire au plan dÎTectenr, le co- 
naSde prendra le nom de conoide drmt, et cette directrice celui de ligne de 
Hriction (**). 

221. P.trmi les conoïde<; il y a une variété bien remarquable, c'est celle 
où la droite génératrice , coiistanimeiit parallèle à un même plan , suit pour 
directrices deux lignes droites. On donne aux surfaces de cette variété i^**) 
le nom 4o parabobades hjrpvMiques, bu de conoides, du second degri 
(169 note). 

PI- 9 222. De ce que les élémcns d'un paraboloïde hyperbolique sont peral" 
^" lèlcs à un môme plan , il s'ensuit qu'ils divii^ent les directrices en parties 
proportionnelles. En cflet, soit AC, A'C, les deux directrices d'un parabo- 
loïde hyperbolique ; et soit AA', BB', CC, trois de sesélémeiis. Par le point 
A, menons AD parallèle à CC'; le plan A'AD sera parallèle aux deux dé- 
mens À A', CC: 4onc ilpourra être pris pour le plan directeur dn panbo- 
loide. 

Cela posé, abaissons des points B, B', C, C, les perpendiculaires Mb, 
Cf, Kb', Ce', sur le plan A'AD ; on aura Cr C'r', Wh ^ B'b'. Menons les 
droites Abc, iVb'c'; elles formeront des triangles semblables qui douneiont 

Cc:Bb:: AC : AB, et ÇV : 3'^' :: A'C';A'B'. 
S*oà Ton tiren, k cansç de T^galité des termes de« psemieis rapports, 

AC : AB :: A'C : A'B'j 

et conaéqaeomieiit, . 

.AB:BÇ:: A'B'iBC 

aaS. Réciproquement, si les ëlémens AA', BB', QG, etc., d'une sur&ce 
gandie, divisent deux droites directrices A'C, A'C, en parties proportiour 

C) Si l'on imagine qne le mininet d'an câne soit étendu iiir une droite, It-s élémcriMpu 
se croisaient par ce toauiiel ^appuieront sur cette droite, et, i^ils sontparaitilesà un 
méoMplaD, U «iirCaoeoonî^ lera vB oooéidai 

(**) G; nrjtn rient de cp que In clircctricR rectiligne renferme les plus courtes dil^BOet 
de tous les élétnens. de manière que c'est suirant çette ligpeque la surûioe est k plu n$- 
ftniùf QK en quelque sorte le plus étranglée. 

C**) Ces iut&oes ne peurent élre coupées par on plan que suivant une parabole ou 
■aÎTMit une hjrperbole j c'e^t ce qui les a i«U «oaunar pwf boloiidM^TpedNliqas»! 



Digitized by Google 



. CHAS. in. • DW flOAKàCII OAIACHES. 8l 

«■Bflt , y» •Éronft panHèiw. à na même plan et appirtiaidrout k m ptnbo* fi g- 
kidehyiieilwl^iie. , , , 

Poor dâaÔQlfer celte propriété, menons encore AD parallèle à CC% et. 
abaissons les mêmes perpendiculaires Ce, hb , L'c' fWb' fSat le plan A'AD. 
Qa.annii en formant les triangles ACc, A'CV, 

AB : AC :: B* : Ce, et A'B' : A'C :: B'** ; Ce*; 
et oooune on a par hypodièse, 

AB : BC :: AIT : VC, oo AB : AG :: A'B' : A!C, 
4>n en conclura que 

B6 : Ce :: Wb^ : Ccf-, 

mais la droite ^tant parallèle à AD^ elle est anssi parsBUe au plan 
A'AB, ainsi on a Ce s Ci/} clone 

Bft = B'ft'. 

Donc tous les élémens tels que BB' sont parallèles au plan A AD, mçaë par 
un élément AA', parallèlement à un autre élément CC : doue, etc. 

334. Les paraboloides b^rperboliques jouissent dWe autre propri^bien 
i«mam|naUe : c*cst «jue AA' et CC étant deux positbns de la gâiénUice *>§• s. 
d*une de ces snr&cea, une droite, mobile sur les élémens A A' et CÇ de 
manière qu elle soit constamment parallèle à un plan parallèle aux detix 
premières directrices AC, AfC , engendrera le même paraboloide b^r^ 

bolique. 

ISous allons démontrer cette belle propriété en faisant voir que chaque 
point d'un élément de la seccmde fjkôén&oa estsur un âément de la prer- 
mière, et réciproquement : c^cst-à-dire que le paraboloide engendré selon 
la seconde génération , n*a pas de point qui ne soit sur le paraboloide en- 
gendré selon la première, et qu'il en est de même de ce dernier par rap- 
port au premier, ou que ces deux paraboloïdes ne fout qu'une même 
surûice... . * 

Soit mw une position de la droite molnle le long de AA' et GC, Menons 
par les points G et C des paraUèlcs Ce, CV à imi; et soient c et e' les points 
où dles rencontrent le plan AAUfArsll^ à CC. Enfin, menons Ae et AV, 
et joignons les points c et c' par une droite ce'; cette droite sera l'intersec- 
tion du plan AAD avec le plan de l'élément CC et des parallèles Ce, mn 

Qi'c' i donç elle passera par le poiut n où nui coupe AA'. 
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PI- »■ Gdt poêéf petmOÊB sur mn ua point quelconque et coacevom pir 
^ cepointmiplanpanJlèlcau plaa AAD; ilooapenlflsdiNotaîcm AC, A'C% 
de k MeBolèfe génélutioiiy en deux points B et B'; et comme le plan AA'D 
peut être pris pour le plan directeur de cette géaératiou, les points B et B' 

détermineront l'clémeut BB', de cette même première gdnëration. Or , le 
point 0 appartii^t à cet élément : en effet, si l'on mène les droites Bh, h'b'f 
l>araUcles à mn, elles détermineront les triangles A'B'Z»', semblables 

à AGc , JLVà'; donc on ann 

AB } AC :s itô : Air, et Air : AX:* :: AV : AV. 

Biais (aa3)AB : AC « ATT : A'C; donc 

\h : Ac :: A'^' : X'</. 

Maintenant remarquons que la droite mn étant mobile parallèlement à un 
plan parallèle aux deux premières directrices AC, A'C, les pians ACc, 
Â!Cc', sont nëcewMWiaemt pardlUas. Doac les inteiaectioiis Ac, A.'c', de 
ces plans avec AAl) sont ansu paraUiles. Et , puisque ces inlenectioiis sont 

divisées par les points 5 et ^ en parties proportionnelles, il s'ensuit que 
les trois points b, net b\ sont en ligne droite ; donc le plan des lignes Bô, 
B'i', contient les droites BB' et nm ; donc enfin le point 0 , de l'élément mit 
de la seconde génération, est sur un élément BB' de la première. 

On prouverait de mèine que chaque point d'un élément BB' de la pre- 
mière génération , appartient à nn ÂSmmt âs la seooiule. : ainsi tout pan- 
boloSde hyçeAohxfa» est susceptible d*èln engendbé de deux £içons par 
une droite. 

325. Il est clair, d'après ce qui précède, que les deux directrices et le 
plan directeur d'une génération étant donnés , deux élémens de cette 
génération,, et un plan parallèle aux deux directrices données, seront les 
directrices et le plan diiecteur de l'autre génération. Et si de la seconde 
génération on voulait déduire la. première » on prendrait deux élémens de 
cdUe-là, et un plan parallèle aux deux directrices correspondantes, et Ton 
aurait le plan directeur et les droites directrices de celle-ci. D'où Ton voit 
. que les deux générations se déduisent l'une de l'aulre «luspli^ment de la 
même manière. - , 

aaè. DES SUÂFACfiS GAtKSBBS qui ont trtOf àbtetfùkt Mibts. $ 

Ton impose k la génératrice là condition de tooeliler constamment une troi- 
sième ligne directrice , au Heu de celle de rtsfer toqon» parallèle à m plan 
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dtrectcnp, il est clair qne les surfaccR cngeudi ées seront encore des surfaces 
{[aocbes, à moins que les trois diicctrices n'aient entre elles des relations 
tamnmhki pour que dm éUamm c c w fi n i tift •owat §a génénl dans le 
néine plan (ai4)' 

327. So!tâonc(ÂB, A'B^^CCD, CD'), (^F, ET^Jes tvoia airaetriEud^iMtnrftM n. .|. 
gaudip, et cherclwiis U position de la génératrice qa\ correspond à Ml fcittt M*) 

dr l'unf! de ces directrices , de la première, par eiemplc. Pour cela nous prendron* U 
'deuxième directrice (CD , CD') pour hate ^'na cdpe dont le point (M , M') soit le «omroet | 

nous mènerons h droits (ATN, M'N^; eUe toochera éridemment les troit diraotrion 
données, et sera par conséquent la position c h erc h é e d» la g|6iiératric«,ôa, ce qni re- 
vient an même , un élément de la soriace * 
Bdot séoeler cm cenntmciicm, MM praidrom mr la dewsîtee dincirlee vae Mlt« 

de points (D, TY) , (<j, a*) , {b, A'), etc. ; par ce» ]>oint!t et par ?r «omraet (ÎST , M') , nnnt 
mènerons les droites (MD, M'D') , iJfa, MV), {,MùtU'b')f etc-i dow cckosUivrçm 1e< 
points (F, H), ({, 0) (/>/)* ct^i <^ CM dnntn percent le cylindre «ertîeil FE^ 
nous n^irticruns, pw Im pro)ections f erticales H , i, /, h' , «la , de ces points, Ja cearbe 
lA!fh'h'f...\ clic rencontrera F E' en un point IN' ; on déterminera le point N correspon- 
dant à N', et sera l'intersection de la troisième directrice otcc le c«)ne dont la 
Uaeeit(CD, CIO mnaet QH^H'^. tacllèt, le i^finAre -«ertkel FE «t ceopi 
par le cône auxiliaire mÎTant la I^ne iJB^kl. . . , Wtfk'l. . mai* ce cjlindfe ooctienl 
la troisième directrîceî donc il contient le point (N , N')) où elle perce le cAne; donc 
ce point, situé toutà la ibis nur le oAneet sur l«cjflin(irc,uu , ce qpt revicotan néree» 
car lewMmediM» «tCMUMmensdeu ligMt(F4/U...> BT/irr...), ET): 
donc enfin , il a pour projecliOB Terticalc le point 17'. Ce point une fbtt conna , lepohkkl^ 
s^entuit I puis les projections , IVfK' , de l'élément cberché. 
. ViB MWatVBira, par ce procédé, antant de posilîoM delà |è>teatxke qtfSm cfcimodra, 
aipdhxiipiéNiitatiMdA la snAMdomiAe leraftidleà c^ 

aa8. Si les troU directrîoes (AB, AIT), (CD, CH^ , -(fi^, Mtti^ 
neat à la fois des lignes droites» la svufiM» ooneapondtante sent m ^*oii 
a|ipel]e «n fy'perbolàïde à une rugiipè 



(*) Ce nom Tient de ce qu'une telle surface peut toujours être produite par le moyen 
d'une bjperbdc En général, le nom d'f{yper{foloide se donne à toute «urface engendrée 
par «M hypcdrale, mobile antoor de Vm detéa asee, de Ià(oa qoèlea tedibtf* perpendi- 
culaires k cet axe soient elliptiques. Si le mouTerocnt se fait autour Jp l'are nW, la sor- 
lace a deux nappes isolées} a'îl se fait autour de l'axe imaginaire, elle n'ene qv^un* : c'est 
le cet dk a* aoSL A 168 CMlione perpendicnkirei à raM iOMMUb ioai dei oerdM 
perhoîe aértwhffca eH ee w i lm H d» lam», et W i /f TwM j iin de ^te e ^tim» Vwaa en 
4 deos aaipge («e» et aSC^ 

«t.. 
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Cette surface jouit d'une propriété analogue à celle que nous avons dé- 
pour le pinibdalde lijpeiliolique (324) : c'est qu'elle peut être 
engendrée par nne seconde droite» mobOe sor trois âémens quelconques 
de 1* pfenière gÀiéntion. 

Pt g. aag. Pour démontrer cette proprie'tc, soient AC, A'C, A"C", trois droites 
^f-"*" directrices d'un hyperboloïde à une nappe, et AA", BB', CC, trois éle'- 
mens de cet hyperboioïde. Il s'agira de faire voir que toutes les droites qui 
touchent les trois âëmens AA", BB", CC", ont tous kurs points sur la 
saHàce donnée , ou , œ qoi reviient^n teèine, <{u*une g^D^trioe nmC, en 
se mouvant sar les trois directrices données AC, A'C, A%*, tondie un 
âéneikt quelconque o^, de lasccoMcIe génération, successivement suivant 
tous ses points; ce qui exige seulement qu'un élément qiieleonque WM»", de 
la première génération, rencontre chaque élément ah de la seconde. 

Voyons d'abord comment on pourra construire les élémens des deux 
généntioas. 

aSo. La directrice A'C etrélémeot BV devant se rencontrer, lesdroitea 

A'B , B"C', sont dans un même plan , et se coupent en un point D. Mais 
la droite A'B est dans le plan AA"C ; la droite B"C' est dans le plan A"C"C : 
donc le point D est un point de rintersection A"C des plans A"AC, A"C"C. 
On prouverait de môme que les deux droites A'B", BC', se coupent en un 
point E de AC. On TOÎt 4k>nc par là que deux droites A'C, BB', se ren- 
contrant et s'^ppuyant aur les cfttés opposés d'un quadrilatère AA^CV, 
qu'on nomme quadnlatèn gauche, parce que tous ses point.s ne sont pas 
4aiis un même plan, les quatre points d'appui A' et R , B' et C, forment 
un quadrilatère plan, dont les côtés opposés A'B et B"C', A'B" et BC, se 
coupent respectivement eu des points D et E des diagonales A''C , AC", du . 
quadrilatère gauche. 

Réciproquement , si quatre points K', V,C,Bf du quadrilatère gandie , 
sont tels, que les droites A'B et B'C, kHf et BC, se coupent en des points 
D et E des diagonales A"C, AC", les quatre points A', li", C et B, sont 
dans un même plan , et ils forment par conséquent un quadrilatère plan dont 
les diagonales A'C, BB", se coupent et s'appuient sur les a'ités opposés du 
quadrilatère gauche. 

aSt. ï^t^ cela, étant données lee tiois dinctripes AC, A'C, A'C; 
étant donnés deux démeos AA", CXT, et enfin étant dm»^ un point B de 
la droite indéfinie AC , on déterminera focilement Telément BB" corres- 
pondant au point B. En effet , si Ton mène la droite A'B/ qnî coupe A"C 
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eu un point D , puis, par le point D et par le point connu C, la droite D€', n 9. 
cette droite in couper en un point B", par lequel passera Télëmeiit ^ 
cImtcM BB^. On annit le même résultat eu menant par Iles points B et Cla 
droite BC, qui couperait la diagonale A.C en un point E, puis par ce 
point et le point connu A', la droite EAJ, qù ooaperait A"C' au potat B'' 

qu'il fallait trouver (*). 

L'ëlexueut nuu' se construira comme BB". 

Et ii Ton Teut avoir nne droite ab , passant par un point a de AA' et 
toochant les dmiles BB^ et CCTt M n*/ anm.qn'à déterminer le point b de 
cette droite, an moyen des points B., B^, et de J*une des diagonales A"C, 
AC, comme on vient de oonstmire F*, au moyen de A^, C, et d'une des 
mêmes diagonales. 

:23a. iVIaiutenant on remarquera que le jioînt B", d'un élément BB", se dé- 
duisant de la* position du point B, il fi,nt néoessairement qu il y ait entre 
les dÎTerses parties du quadniatire gandie nne relation qui détermine la 
position du point B". PouT obtenir cette relation, nous menerpns dans le 
plan A'AC , la droite Cor parallèle à A'A'. Les triangles AA'Bet BCv, A'^AD 
et CxD, étant semblables, nous aurons 

A'A : AB :: Cdt : BC, et DA* : A*A' :: DC : . 

D'où nous tirerons en multipliant terme à terme et réduisant, 
A'A >< DA' : AB X A'A' :: DC : BC, 

ou 

A'A X BC X DA' = A'A' x AB x DC. . .(a), 

égalité qtïi exprime que lorsqu'une sécante DA' coupe les côtés d'un triangle 
A'AC, ou les prolongeracns de ces côtés, les six segmens A'A et A'A', 
BC et AB, DA' et DC, sont tels que le produit de trois d'entre eux A'A , 
BC, DA', qui n'ont pas d'extrémités coommnes, on, ce qui revient au 
même, qui sont discontinus, est le méméqoe odtti daa trais antras seg- 
mens A'A', AB, DC, qui anni aont diaooutinns 



(•) Ces Gonstructiors s'appliquent évidemment an paraboloïde tl^ prrl>oliquc, tout 
eomnei rbjporboloïileà une nappe. 11 en e«t de même (a35} dn démonttrationa irai 
MrifeBt. 

(**) La dcmonstratioa qu'on vitqt de foir est cslnite de k 2nUbM« tb» *mwtrmtn ' 
de M. Caroot, |»age 66. 
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m.» a33. Dans le triangle AX^C, ooopé par k^tonle W, on «m donc; 
** en écriTiot d'abord le fleoondnieiiiiniey 

AVx CC' X DCssFCx C'CxBA*... (A). 

Ce qui domiera, en multipliant les deux égalités (a) et (b) membre à 
membre t 

A'A X A'B" X ce X BC X DA' x DC=* A'A' x B'C x C'Cx AB x DA'x DC, 

ou, en supprimant le fitfleiir cooimaB DA* x DC, et «à melluit lee lettres 
dans Tordre ou se suivent les graBdeurs <pi*elle8 dés^pient , 

AA' X Ani' X ce X es = A'A" x B'C x G'G x B A . . . (c). 

Rt comme cette égalité est due à la suppression du facteur DA' X DC , ou 
l'emarquera qu die n*anniit pas lieu si la sécante BTC coupait la diagonale 
A'CennnpointD' différent du poiatD, car ce fréteur serait alors DA' x D'C 
pour le premier mepaluce, et DA' x DC pour le second. 

Nous conclurais de là que par cela seul que les deux sécantes DA', 
DR", sont menées par un même point D de A*C, ou , ce qui est la même 
cliose, par cela seul que Ivi quatre points A', B, C, B', ffim qiiadnlati'rc 
gauche , forment im quadrilatère plan , le produit des quatre seguicm dis" 
continus AA\ A'B% C'C, CB , est égal à cM de* quatre autres segmens 
aussi ^seontinus A'A% B'C, CC» BA, et.réciproquement (^). 

234. Cela pose, nous remarquerons que de quelque manière que A'C 
divise les côtés M'f OC, ou Mit tonjouxB 

• ce ,^ 

ou 

AA' X CCestp X ce X A'A% 

j9 tfUnt un nombre «gai au quotient de divisé par Or, mettons 
cette valeur de AA' x ÇC dans Fégalifé (c), nous «nrons 

. p X A'A* x ce X ATtr X GBa A'A' x B'C X CC x BA , 

(*) La manière dont ce théorème vient d'être dédait de oelni du triangle ert tirée d> 

la Ci>rrf^p'^rid'%nof de M. MachêtU, tome III , pagfi fi , article de M. Clusles. 
Lfî mûaie ourrage, tome II, page ^<àfàoikQ6 la démonstration du n" a34« 



I 
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oa. en rédaûant 

ce qiû donne l'égalité 

laqudle nous «p|Nrend que le point B*, où Yéémeat oomspoiidaiit au ptniit 
B flf^appme snr la droite A'C, est placé sur cette droite de telle aorte que 

AB A"B* 

le qoolieDt de ^ diviaé par «et le même nomlm qui cet le qno* 

tient de divisé par 

Donc mm' étant rélémeut qui correspond au point m, on ausa 

Am A'm' 

De même si est une droite qui touche AA', BB' et CC, elle sera dans 
le même cas qiur BB* toodiant AC, \'C, A'C, ce qui donnera 

Àa Ci 

Tirona ka valeora de j» de ces deux dernières ëgaUlà; nons trouverai» 

Am X i»'C* , Aa X *C' 

D oii résulte 



ou 

Am X X Cm' X A'ass Aa x k'm' x C'b x On. 

Et comme cette égalité ne peut avoir lieu (255) qu'autant que le f[uadrila- 
tère formé par les quatre points a, m, b, m', est un quadrilatère plan, il 
si'eBsuit que les dens drariea ûéf iMi/f se consenti ce tf^îX ftOait démon— 
trer(»9). 

a55. Nous ferons observer que le nombre p étant quelconque, les deux 
dmitps j\A', CC, qui s'appuient sur les trois directrices AC, A'C, A'C, 
sont coupées par A'C d'une manière arbitniirc , en sorte que féquatiou 
n'assujettit les droites données à aucune condition spéciale. 

Si /I, nslieir d ^ c - qodconque , était ^al à runHtf^ ou aurait 

An 
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d'où l'on voit que la surface en question serait un paraboloiiie hyperbo- 
lique (223). La double génération de cette surface résulte donc, comme 
cas particiilier , de oeU« àa lliyperiiololde à ane nappe. 

Il est intéressant de 'wéiBitt h belle propriété qae nous venons de dé- 
montrer sur une Tiriété dliyperltoloide qui sera souvent employée dans 
la suite. 

236. Concevons dans l'espace deux droites quL'lconques , et imaginons 
que l'une serve d'axe, et l'autre de génératrice, a une surface de révolution. 
Cette surface , aifisi qu'on le démontrera bientôt (24 1) , sera de l'cspioe des 
h^ perboloides à une nappe ». et «ppariiendra à k variÂé de ees sor&oes que 
l'on appelle hjypoMoïdes de révolution à une nappe (45a note). 

257. Prenons pour plan horizontal de projection un plan perpendiculaire 
à celle des droites données qui doit servir d'axe ; et pour plan vertical un 
plan parallèle à l'auti-e droite (c'eslrà-dire parallèle à la génératrice ) , et jKjr- 
«. 9. pei^diculaire au plan bf^risonlaL D'apris cela , soit (A« A'B^ f axe de révo- 
^ lution, et (CP, CD'} la draile i^énératriw. Chaque point de (CD , CD'} 
décrira un cercle horizontal dont le centre sera sur (A, A'B'); l'ensemble de 
ces cercles formera la surface en question , et deux positions cousécutives 
de la génératrice auront leurs points cori'cspondan? séparés par des arcs 
circulaires horizontaux; donc ces positions n'auront aucun point commun 
entre elles; donc elles ne seroiit pas dans un même plan, car il est dair 
qu'dks ne seront pas parallèles 1 donc enfin, |a sni&çe enj^endrée sera 
tout-^-la-fois gauche et de révoli^tion, 

a58. Parmi les cercles de cette surfiiçc, il y qn a un rcmarqual)k' ; c'est 
celui qu'engendre l'extrémité (L, L'), de la ligne de plus courte ilislaïu e 
(AL , L*) , comprise entre l'axe et la génératrice. Ce ocrcle est évidemment , 
de tous ceux de ^ surface , celui dont le rayon est le plus petit ; sa projec^ 
tion horizontale est U circonférence ifpL^ sa psojection verticale la 
droite fo'» paiallèle à la ligne de terre, n est évident qu'il occupe la partie 
la plus étroite <lelasur&ce, et on le nomme, par cette raison, le cenled^ 
la gorge. 

25g. Décrivons le cercle (CED, CD'), engendré par la trace horizontale 
(C, C) de la génératrice, et menons par le point (D, D"), où ce cercle 
est rencontré par la projection DC de cette même génératrice, la droite 
(DC, D^, quia même prqectiom hflriaont a lc que (CD, CD'), et qui fait 
avec le plan horizontal le même angle que cette dernière droite. Il est 
évident que l'axe (A, A'B ) sera ntné de la même manière jpar fspport à 



Digitized by Google 



CHAT. m. DES SVmFACBS OAUCHB8. 89 

(CD , CDO etptrrapport à (DC, D'C^; donc , si l'on mène un plan quel- i'» 9 
conquepei^endicaldnàriacederévoltttioiitfloovperal^^ CD')/ ^ 

(DC, D'GO et(A, A'BO, suirant trois points, tels que les denx pranien 
soient ^slement ilistans du troisième , et tels, par conséquent,' qoLÎh 
appartiennent à un même cercle , décrit de ce dernier point comme centre. 
Donc , si l'on fait tourner la droite (DC, D'C) autour de l'axe de révo- 
lution , chacun des points de cette droite engendrera un cercle , déjà en- 
jgBoàté psir on point dè la droite (CD, CDO; donc la drmte (DC, VC^, 
engendrera dans son mouTemeat la toifaos de tMkatàoa dont nous nous 

occupons. 

Cette surface est donc susceptible d'être engendrée de deux manières par 
le moyen d'une droite. Et comme on peut supposer que les deux généra- 
irices (CD, CD'), (DC, D'C), soient en mouvement en même temps, et 
jAb telle sorte que le plan projetant-CD tourne avloiir du cylindre Tordcal 
ioL, auquel il est tangent, en les emportant toutes deux avec lui, il est 
.aisé de voir qu'aucune position de la prsmière ne se confond avec anc&ne 
position de la seconde. 

240. Mais toutes les positions de la première rencontreront chaque posi- 
tion de la seconde , et réciproquement. En effet, prenons pour exemple 
j*âément (DC, D^C^ de la seconde génifantion , et iàîsons mourtrir la pre- 
mière génératrice (GD , CTÏ) autour de (A, k'W)} je dis que diaqne posi- . 
tion de la droite mobile coupera la droite (DC, D'C^, Fonr le prouver, 
supposons en premier lieu que le point (C, C) soit venu sur le cercle CED, 
pn un point quelconque (E, e), tel que les lij^ncs CD, EG, taiigeutes à 
circonférence lyoL, se croisentsurle coté drait de AA'; la droite (CD, C D') 
Mira la position (EG , eg). Or, lesdenx lignes (LC, VC) , (oG, o'g) , se tron^ 
veront snr la pùrtie de la snrftce sitnde au-dessus de k- fforfs^ (of£L, o'Oi 
donc elles se rencontreront en un point (n, n*); doncrëlànent(DC, D'C), 
sera rencontré par r<;lément (EG, rg). Supposons en second lieu que le 
point (C, C ) soit arrivé en un point (I, TY^) de CED , tel que la t^entiratiucc 
(CD, CD') ait la position (IK, DX'j, parallèle au plan vertical : les clémens 
(DC, D'C), (IK, D'C) , de deux géiéintions difi&entes» seront panllte 
entre enx ; dooc ils se eouperont à Tinfim Eufia , supposons que le point 
(C, C) vienne occuper un point quelconque (E', c') de Tare IDGC ; la gé- 
nératrice (CD , CD') aura la position (E'G', e'g'); les parties (DL, D'I ), 
(E7, eV), des deux élèmens (DC , D'CJ, (E'G', e'g'), seront sur la portion 
de surfoce ixiférieure au cercle de la gorge ; donc ces deux élémcns se cqu- 

la 
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W; o> peront €ii un point (m, rk'). Donc tdufes les positions de I» proïiiK if f^eii<?- 
*■ ratrice (CD, C'U ), coupent l'élément (DC, D"C")de la seconde géiidration; 
mais cet éléi&eot a'a riôu de parliculief sur la surface : doac , etc. 

fhvB ftreii» rcrowqner en puaant que le poiotdè mnoiitttre' (L» L'), de 
]» ^it» (DC, et de h gâirfratrice (CD, CDO * de }»>ni en 

plus de sa position pr i ae itiV e, en s^9eTant sur (LC, L'C), it mesura tfpK 
le point (C, C) s'avancè vers le point I, p.ir ks points K et K. Lorsqtte 
(C , C) est en I , le point de rencontre est à l'infini sur fLC, ot ;i me- 

sure ^ue ce ménae poiut (C, C'j s'approche par D et G de sa position pri- 
tnitÎTe C , le point de rencontre en question , mobile alois sur (LD , LD"), 
8enip^hK!hepe«ili^de(L» ét ^riéitt eafia eoincidtr a?«e point , 
au raenient oè le fjfSnénAnoe tenniue sa révolution «ntUMé 

241. De ce que chary^w position d'une génératrice coupe tOutt-s les pe«- 
siûons de l'autre, il s'eiLStiit que si l'on prend trois dlémens d'une e^cnéra- 
tion, et qu'où demande i élément de l'autre génération tneué pw un point 
donaé d'na de tel troie âéncwy b droite qte teoitott am tome «^nes 
éUmens, et qui passera perle point donné, sera PéKi n e rt dcmen di l ; Donq, 
Ék FeB SA matnwe une dreité sur ces fnm élémens , elle occupera sùc* 
cessivement toaice ke posiflons de la seconde génératrice ; donc enfin , la 
^:urfàc6 dont nom ndm occu|iotM est de l'espèee des hyperbiAoîdes à 
une nappe (22S). 

Et t comme on peut prendre les trois clémens dtfecteurs, à Tolonté sur 
Tnfté oÉ flur ÏM» gêaéh/tkià deoâtie eerfinse , noue tm condarons (ce qu'en! 
sateil ^) qn'êUe peut être |pfoâoite ié deux iba&ièrte par «M di«>{té en 

moAvéinènt sut* trois droites. 

La suite nom fantiliarisera encore avec les surfa<-cs qu« notJs Veno«« 
d'examiner ; l'essentiel pour le présent^ c'est qu'on ait une idéé claire de 
leurs générations. 

Des s0RFA(^ gauches CÉHÉBÀL. Il est ai.tc (le vuir, d'après ce qui précède, 
qaerif^nl ftnstîtttloUitoltriAM; droite MrtSittji oowlies, de fiiçon que sa {tertieeempriKentre 
éHm f&t d'une longueur inrarlable, ou qilè Soù a M g teÉtec ûn plaâ conàtt Aktcônstant, 
o« (ju'eUe réneontrât l'une de ces dcus directrices nous un angle floiin<'> , etc. , ou qu'on la 
f tt meavoir wr trois wrboes , ou tur une ooorbe et deux surfaces, ou sur uae surface et 
assi» éswliis t ou sar Aaa» lerfiicwenfiMWBt tas ao^ esn wef c— flen j loen < » eto. # etc. t 
chaque mode de naoovemoitde oette<feciiteiLdoaBasait,aaBf dcsci—pliaaipiilMwliëiei» 
Qn nouTéaug^nre d« surfacea gatfches. 

Ktase'eeUenMU pas datas les détails o& nous côaduïrail l'cxanica de ces divers genres ; 
la playrtelifféntpeir^ifltértl^et aaeét^aiBlwtt yattien jaitobCftrtipWeMMt (694— 7ffl> 
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de oeax qui |iréMntait qodqôn vlilit^ 3 m^mmtii'itllor plw Join« «o«i «flous dénuMatrar 
WM propriité qai Mn firéqueument «nployés -pw !• «site» 

(3. Voici cette propriété: Si Pon fait tourner un plan autour d'un ïUmentK d'une 
utr/ace gauch*^ il ttrUj engétdral, tangial à ctlte sur/ace, dun$ cJjmticuni iies pofitionf 

Gouidéraiit une position P nia pkadoot U iS^it Seit , K* , R* . . . une suite S&Kaotet» 
de Li surface giucbe, situés au<^elà de l'élimeiit K ; soit 'K , 'K, "K, fia , uue suite d'élé- 
.Di«as de U tu&me surface , situés en-deçà de JL , et supposons qne tous ces éléraevs soient 
oooaéevUft et placés aor U nurboe dw>rfl(4ccu . . *K* 'X,'K»1L,1'» IL* » K*. . . , iadiqaé 
.par les acceus. 

A moins de circsiMlanotis prttculijj:^, i« plan f ne seraperaUète Ji.#ncm» 4e été- 
jBtans; ainsi , il Jee cxrapera ton», wpf FéUniwt K qi^il-oopHeal, lairvil mk «uite de 
inints. . . 'it, 7- , A' , d" , i* . . . , iafiiument rapprochés les uns des ««t^es, et formant 
une courbe. . . 'L'L' Lk'L'L" . . . Mais les points et ^'seront de deux rôt «S opposés de l'él»'^ 
tmeot K i donc U partie iuiiuinuuit petite 'hk' 4« h «ourjie. . . 't'k' kji'k k' . . . coupera 
rtfÔMBtKMiiaTomt. 

Nommons it ce point; je dis qu'il srra le point de contact du plan P et de la surface 
gauche : en eSàt, la flOttriie...*it'i:7wtit''t''l'... est dans le plan P i donc ce plan cuntiont 
la tangente à cette ccMirbe en k : mais il contient «uiai l'^làmBDt &,qui est (ui-pièau: sa 
tangente ; donc il contient Jet la^fntM mkk dmv Ugpw qiû m MrailfiBt pw pwBt.cwr 
la surface donnée (i4B) : donc, etc. 

Il en serfiainai pour les autres positions du plan mené par l'élénient ainsi, engéoéral, 
jpe flan 4«ni tSMtw IN pontioM tooclMnU «nvftftedoaiiée. 

«44* £taonHPI* 1* pourbc. . . . "k'k'kkk'l't^. . . rariera selon la position du plan P , U 
est clair que lorsque ce plan tournera autour ^ r^Mmmt S. le poînl fie pQDtljBt^ M 
mouvra le long de çet élément • • 

«45. DBlapvMpaUlé^tiMt drilrv d4iiMpitrée« et 4s h 44ii9wtnitiMi go^ «OM «ii 
pvOM donnée (-4^)> nous conclurons en général , premi^ement , que tout plan tangent k 
lise twrbce gauche est aussi un coupant de cette aorface; seoQpdementi que û 
Ton fcnt airoir un plan tangent à me mrfaoe gauche, il ne i^agin que de mener ce plan 
par un tlcmcnt de la surface; troisièmement enfin, que tlFon construit l'intersection du 
plan et de lu même nrftoe, lip. point .ob cette itt|nM4li(Vi40Mpera rdimeiatMra le point 
de contact 

ll7atoMriide»«aaparti«di«i«èlepla&t)>BgMt toMshtlaaw&Mteatkloqg de 
l'éléiucnt qu'il contient (334 S39)s k prep tldH ffnMIe dent il ^agit eet alors en 

défaut. 

jU^ n pe»l arriverjauAiqoe le pUnooppef t aoit tapfqnt^ l'inAui ; dans ce pas, on ne 
.pentpasdireqnelaflomlie ...'k'k'kki'h'V' ... n'exiitapaa, niaia«enbiiieDt.qf^«ne.ett 

située à une distance Infinie , et la p/oprlété g('Ti(!ralc ost yéritnblcnicnt satisfaite. 

■Supposons, par exemple, que Usurf^o^donnéesoit un paraboloïde hjrperlx>liqn^(aai), 
et concevons quc le platf P lomra anionr deiPAéunt'& , à partir d'une poritfaîiriôilihia 
quelconque La eowrbe . . »''ir*'bklfk'k' ... ne mn viM 4mi» qMi]«<4eoood •éUment 

^ipavMoide $«tl jMnm^fBflJe pkaPi^vpfne^ d^^lWfawHHMW ifiwdiNrtMir, 

la.. 
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le srcond éiémeot s'éloignera le long de l'élcmenl K ; le point de contact s'éloigneM 
purffîlleueirt, et ce Moond dément tm demoiiH en moim inelmé avec le plan P. Lov^ 

«(n'enfin co plan sera parallèle au pinn Jirrcfnir , le second cle^ment sera à rinfini , et toot 
aasst bien à l'une qu'à l'antre desextrémités de l'élénient K ; la courbe . . .'t'I'ktt't'i'. 
•en dooe, ponr cette position spéciale , formée par <lenx lignes droites ; oes ligne* seront 
parallèles an plan dirèclear, et le plan Pteratungant è la Mirface aux deux extrémités de 
la droite indéfinie K. Si ce plan continue son mouvement, le point de contact, passé à 
la partie de l'élénient K opposée h. celle qu'il aura d'abord parcoume, reriendra peu à peu 
dam sa position initiale en pareoaxmt Pantre partie. 

Il est clair que les facettes inilniment petites traversées par l'élément K sur la surface 
donnée s'approcheront de plus en plus , vera lea extrémités de cet élément , de coïncidrr 
avec le plan F ; et que, cependant, la OModdancse oPanra jamais lieu , ou , oe qui est la 
mène clioWynPamraliettqi^ l'infini, le plan parallèle au plan directeor, est ce qu'on 
nomme par cette raison un plan asymptote (877 et 878) de la surface gauche. 

a47< Tout plan tan^nt en un point d'une surface gauche quelconque la coupant 
généswkment raîrant une ooarbe . . . ^k'UildfM'ir . • . , il ^eninit qne ktmrficea gandies 
sont non convexes (i5o) en chacun de leurs points. 

Jusqu'ici nous ne nous sommes presque point occupés de la représentation des 
•ur&oes gandies^ la raison en est que cette représentation n'exige guère autre chose que 
la détermination des éUment de «s sorfiKxs. Cependant, on niarqm anaii sor lea flâna 
<lc projection , conforméaMit ans génénlM (>56)| lav^thÉeiÉ ét lis «onlonn d» la 
surface représentée. ' V ' ' ■ ' • . ■ 

Les traça sont données par oeUea def lii eoiile^ 

ans VorwÀms <i« M*É8t fléroens ( iS4) ; afalii» h dMwl|iig>ii fcllwewetdo cbb- 
tonrs ne peut présenter aocunc difficulté. 

Il nous resterait à parler de l'exécution des planches 1 3 et 1 4, et des figures 5, tiet 7, 
plama»9^maiselk«ittrùpdsfc^^BfataftiilÉîiNiîw miàff htië&mt. 

, • • ■ , '-, ',■ it i». - j . ; ; K * ' Ht . : ■ ' • • I • 'y 

CHAPITBË IV. 

Des surfaces enveloppes. 

349. Des surfaces enveloppes en général. On appelle surfaces 
enveloppes, ou simplement tnkloppts, les nnAoes qui sont engendiées par 
le mouTeiiiieiit d'une antre cniftee, eoutanle on Ttriable de fennec et qni 

L>nveloppent et toachent tontet ks positions de la surface mobile. 

Concevons, par exemple , qne le centre d'une surface sphérique, con- 
stante de rayon, se meuve sur une courbe donnée» J>eux positions cotisé- 
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Ctttiyes de celle surlace auront leurs centres ialiuinient rapprochés, et se 
couperont par conséquent suivant nn grand oetde dootrle plan sera: per- 
penâicolBire k )a directrioe. Or, renaemhlft dé tous ces grands cadet for- 
mera une surface particulière, qui tonchem et;enTeloppera chaque posi- 
tion da la' qphè» mobile, et qui sera ce qu'<m i^peÛe, l'enTdofipe de 
Fespace parcouru par cette sphère. 

En général, si l'on conçoit qu'une surface varie de forme et de position 
suivant une loi donnée, deux positi<ms consécutives de cette surface se 
coupent ou m touchent (c'est U m^e chose, puisqu'elles sont infibimaat 
voisines et qu'elles diffèrent infiniment pot) suivant u^e CQoriie particu- 
lière, et l'ensemble de ces couiJms est ce qu'on nomipse uaesnr&aa enve- 
loppe. 

25o. Oa donne le nom denveioff^e à la surface mobile et à cbacune de 
ses positions. 

L'intersection de deux envelopi»^ consécutives est une vëntaU» gài»* 
ratrice, dont les variations de forme et de position sont données par le 

mouvement de Tenveloppée. Biais cette intersection étant d'une même na- 
ture pour toutes les enveloppes qui sont produites par la même enveloppée, 
elle imprime , ainsi qu'on le verra par la suite (y j^), un caractère f^énéral 
à toutes les surfaces soumises à la méine gé/uJrationj et c'est ce qui lui a 
foit donner par H. Monge le nom de eatwctéisiipie^ . . 

aSi* Il suit de la définition des euvdcppcs qu'elles toudient diMsame dfl 
leurs enveloppées suvant la caractéristique correspondante; c^e8t-à*-diM 
que les plans tangcns à une enveloppée, suivant des points de la candéris^ 
tique, sont aussi tangcns à l'enveloppe. 

Concevons qu'une sui'face, constante ou variable de forme, se meuve dans 
l'espace en restant assujettie k une lot domsée. première position de cette 
snzfooe sera coupée on touchée par la position infiniment voisine suivant 
une podtion de la caractéristique; la seconde position de l'enveloppée sera 
coupée par la troisième suivant une seconde caractéristique qui difTc'rcra 
infiniment peu de la première, et qui en sera infiniment rapprochée ; la 
troisième position de la sui fuce coupera la quatrième suivant une troi- 
âème caractéristique, et aifusi de .suite. ' . ' 

D'a{^ cela, une enveloppée quelconque étrat cmipée ou toodiée par 
l'enveloppée qui la précède , et par celle qui la suit, tnivunt deux positions 
.'consécutives 49 |a caractéristique, il eu résulte que eesdeux positions sont 
sur U9e même ^vak^pée* .etparçonsé^piiçntquej^eux caractéristiques con- 
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sécutives, <^«?néralomcnt parlant, toticlirnt on se coupent sur une enve- 
loj^péc , comme deux enveloppées consécutives se touchent ou se coupent 
sur l'enveloppe. 

Là flinle de tbto «s pmdls d'iulcAnbditfiit coméeathieSf on de contacts 
èoiuMlciiti6f fer nie morrenvcloppe vne'Miurbe partîcufièie-MnBrqinme , 
cpii tooche toutes les caractéristiques, comme l'envéloppe touche toutes les 
enrelnppes , et qui a i-ccn le nom â'arâtr de rrhmrisx<*mmt. 

a'Sa. Les arêtes de rebrousscment sont, comme nous allons en voir un 
exemple (264) comme noas le démontrerons par la suite (747 ), des ligues 
a|<p« w fle g desieoyeloppcs , suimll leMpacMes se Téonissent pnr un v^teble 
nfaroQgeenwnfcdeaximppes (iSS) &^ctes de ces surfines. 

L'une de ces nappes est formée par lenscniUe des parties que les 'canc^ 
téristîqnes ont d'an roté rie l'arête de rebroassement , et l'autre nappe, par 
les parties des n)én)e^ caractéristiques situées de l'autre çùté dçs joints 
même arête, 

a5S. DGS ÉOtCFAXXS IMËVfiLO^PABLÈS. Parmi les diffâcentes sortes 
de sar&ees enveloppes, il y a un genre bien remârqqftUk et biei| «tile 
dans les arts : <fest celui des surfaces développablcs. 

(h\ appelle ainsi les surfaces qui , ét.ant supposées flexibles et inextensi- 
bles, sont de nature à pouvoir s'appliquer sur un plau^ au.ino^en de sim-: 
lAes 'flexions, sans déchirure et sans dupUca^re. 

■û an|dan ie meut dans Tespaiie en festimtassQjetti à 
tme Idi-détermincc , il est facile de voir que l'enveloppe de son mouvement 
sera une surface développable. En effet, la première position de ce p|an 
sera coupée par la seconde suivant une droite ; la seconde sera coupiee par 
la troisième suivant tine seconde droite; la troisième par la quatrième sui- 
vant une troisième droite , et ainsi do suite , eu sorte c|ue lenveloppe sera 
tomposée d*iniein0intéd*âàiiëliS plans, comprisdhlfcnn entre deux droites 
tt ftm ro nesà ies deox voisiiis. Cela posé, concevons '^*un premier clément 
plan tourne autour de son irfterseclîon avecle suivant, pôur se rabattre sur 
le plan de ce dernier; que le plan formé pâr ces deux eléniens tourne au- 
tour de l'intersection du second avec le troisième , pour se rabattre sur le 
plan du troisième; que le plan de ces trois premiers élémens tourne autou^ 
ide i^iftttneetiondn tloitièfne ét du quatrième , ponr se lUbttre sur le plidi 
^deoe-âemi«r,'«tal>si de- suite, 19a iTerrft qne Tenveloppe du plan nxÂîlb 
-est siiaeeplible dTètreAppliquée-snr nn Ifl*n> sens qi^d^ a? déd^re^t <ilM 
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«qu'eUe se double, et ({ue cette CBTek>ppe est par conséquent une stirtace 
tlcveloppable (a53 ). 

a55. H est viûble atusi que pour qtt'ané anrfiwri sek d^doppable, il 
finit «{i^dle mi ' m >o trfc d'ëlënâéM pbos,* wds ptf dei bords iiMÛfinû en 
ligne droite : ainsi, l'enveloppe des pomÛOM toCoesNTes d'un plan mobile 
«at une surface dëveloppable; et, récipr oq u ement, une surface diévdoppahie 
est Tenreloppe d'un plan mobile. 

256. Le plan étant donc renveloppce d'une surface développable quel- 
conque, il s'ensuit que la caractéristiq^ue de ces surfaces est toujours une 
^Sroite. Et comme deux £iara<ïtêri5ti<]|ues consécutives 4'uoc enveloppe sont 
tonjouTS sur nne nuSne enve!o|qpéie , é»ax droites élénienlairea oonaécntives 
«Pane atu&ce d^etoppable aOnt toujours snr un même plan , et se mioon^ 
trent par 0(Hi8A|iient èn un poiat. La suite des points d'intersection des ca- 
ractéristiques consécutives forme sur chaque surface développable une 
«ourbc particulière, qui est l'arctc de jDrousscment de celte surface. 

a^y. Cette arête touche îcs lîroitcs elemeiitaires de la surface, comme la 
^suriace touche les positions du plaa mobile; car chaque caractéristique 
«jrant deux points coiisécatî& commnns nvec rarèfe de rdhiroassemeiit, si^ 
'vioir ■: celui ok eBe est eonp^ par la caractéristiqne précédente, et celui ck 
«lie est coupée par la caractcri|ti<|ne snÂTante, il en ivsulte que chaque ca- 
ractéristique, on, ce qui revient au même, chaque droite éUvnentaire de 
la surface, est tangente à l'arête de rebroussement. 

258. Chaque élément est divisé en deux parties par Farête de rebrous- 
sement; et toutes les parties situées d'un même C(")té de cette arête for- 
ment une na[^ de l'enveloppe. D'après cela, toute surface développable 
«st, géaénleBKDt paHaafty çempDBée de dm» nappes, qui ee vénnisaeBt 
strivant ce qnVm appelle son erèle de fdiroaasenient. 

oSq, La loi du rooaTenent dn plan moliile peut dire donnée d*iuie infinité 
de mamères : ainsi , on peut assujettir ce plaû à être constamment normal 
k une courbe dointée , ou tancent à deux surfaces données, ou à loucher 
ime surface donnée suivant les poiste d'âne conrbe connue snr cptte sur- 
face, etc. , etc. 

360. On peut concevoir aussi qu'une surface développable quelconque 
sMt'flognidiéé. ipdépendmwmt 4e aoa enveloppée : car ai Ton fidt num^ 
•nSr «ne dmsi» de>fc$o* qp*elle aoit feiMtiinmcnt tangaiiteà l'arita de var 
hnmateoffBA de «eue avrihee, de«» fosiiiotts<ittnséettfiv«9 4lf b droite 
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mobile seront dans uti même plan, et l'ensemble de ces positions formera 
la surfiMe développable en question. 

a6f. CepUn, qni pane par deux UiDgentes oonsécotiYCB d*ane courbe, 
jélant ce qu'on appelle le plan osculateur de cette courbe (g5), w v<Mt 

f/uc toiitr surface divrloppahlc est rcnveloppe d'un plan mobU§ COnsUun- 
ment osculntour à l'arctc de rcbwusscjucnt de cette surface. 

262. Parmi les surfaces que nous avons examinées , les surfaces cylin- 
driques et coniques sont des snrlàoes développM>le8. En effet, si l'on ima- 
gine qu'on plan toujours parallèle k la direction des ëlëmeos d'un cylindre, 
ou passant toajoors par le sommet cTmi c6ne, se meuve de manière à con- 
tenir constamment la tangente à |a directrice , les positions consécutives 
de ce plan se couperont dans le premier cas, suivant les élémensdttCjrliudrc, 
et dans le deuxième cas suivant les éléqieiis dvi cône, 

a63. Pour éclaircir ce qui pn'cKlc, nous allons faire connattre une surlkoe dé^'elop^ 
paUe sur laquelle on voit aisément toutes les propriétés qui Tiennent de noas occuper, 
pl. iS. Soit (APCDE, A'D'C'D'E ) une liélico circulaire, dont le cercle bqri^ontal ABCDE 
•pit U baae, et menons à cette luflioe ma tnite de teofaotee (AF, AT) , -( BG, VO' ) , 
(CB,CH') , cfa I! est dair, d'après ce que nous avonj dit (a6o), que toutes ces tangentee 
formeront ifoe surface déreloppable dp^t i'Héliop donnée ^ABCQSf A'H'CD'E') «era 
Faréte de rebrouieement. 

Noos avons tu (i i3) que la série des points A, m,n, O, P, Q. , oàles tangentes 
(AF, AT) , (BG, B'G'), (CH, C H') , etc., d'une hélice (ARC. . . , A'B'C. . .), percent 
le plan boritontal, forment une courbe AmnQPQ, qui est la développante de ADCDE, 
Or, le planborinntal de projection est ici nn pieu bôrî^tal qudooiiqae; dQne,.ii Fea 
coupe l'cuvcloiipf dont nous nous occupons par un plan horizontal, arbitrairement flioîsi, 
on aura pour intersection la déTeloppante d'un cercle égal k ABGDE. 
' D'épris oeb, menons' les plana horiaontanx KS.', LL', MM', F'K, G'J'i il sera facile 
de eonstnire les points où ils sont peraés per cin^ne flémanit de Feavdoppe , c^esMi-dire 
par chaque tangente de l'Itclice donnée, et en joignant par un trait tous ceux de ces 
poiuts qui sont dans un même plan, on obtiendra les intersections (AimiUPy, i^K'), 
(R5TU, LU), CVEX, MM), (FTZW, FN), (GHIJA, G'J), de Fenvetoppe et de» 
plans KK', LL', MAT, etc. 

Toutes ces intersection» seront autant de développantes du cercle ABCD; et il estérident 
que leurs points de ccbrousscment (A , A') , (S, S'), (£, IL'), (Z, Z'), (A, A'),'se^ent les 
ialeraeetiom de Fbélioe donnée (ABC. . . , A'B'C. . .) eveo le* plans ÙK'iLL', MIT, ete. 

Cela posé, imaginons ta caractéristique divisée en deux parties par sou point de 
contact avec l'hélioe donnée ^ nommons la partie qui est an-desiogs de ce point , partie infér 
rieu^delaemetértstique.et Tantre, partié mpéneatei H est datr que chaque déte* 
loppantc (VEX, M.M ) se trouvera divisée par flon point dl Irdbroassemeot (E,E')'en 
deuibranchea (V£, M£'), (^]L,£rir),.tsUee|eat qne I9 jiu^ iniérieor^deiposh 
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thnide I* «uvetérUtIque perceront le plukMH' nûfaoïtla brandw (VE, BfE')i et 1m PL 
parties snpèrienn» suirant (£X, £'M'). 

Or, noiu avons dit que l'arête de rebrooMement dhknt la caractérisliqne en deux 
purtieSt et l'enieloppe en deux nappes ; les branches RS, YE , (TZ , GITIJ A , appartien- 
nent donc à la nappe inférieure de l'enveloppo , et les hranclirs A/nnOPn, STU, EX, 
ZWf à la nappe supérieure. Mais les branches de la première nappe rencontrent norma- 
lement, avx poinU (S, S*) , (E, EO , (Z, Z'), (A» A*), le ejlmdie TerUcal ABCDE; celles 
die la seconde nappe partent de ces mêmes points, en revenant sur les premières aussi nor- 
malement au même cylindre : donc les d«itt nappe» de l'enTeloppe se joignent sur l'hélioe 
donnée par un vrai rehroussement. 

Cet esenpte intéressant dmt oomnMncer l fiiire voir ooiunent la génération ^one cuve» 
loppe produit une ligne de rehroussemcnt. 

a65. Noos donnerons aux surfaces de la nature de celle que nous venons d'examiner 
le nom à'hélifoidat dMiqftMm (*). Leur careelère est .devoir une hélice à base circn- 
latte pour aiète de rebrousiement, eu, ee qoi revient eu atiinae, c'est que l'enveloppée 
de ces surfaros c'it le plan qui passe par deu tangente* ooniéeutives de eetfe bélioe, 
c'est'à-dire sou plan osculateur (a6i). « 

Qiaque enveloppée devant tooehR" FfaélîçoSde tout le long d'un de ses èléniens, il est 
évident 4|ne Peoveloppée correspondante à l'élément projeté horizontalement en dDl, 
aura pour trace horizontale la tangente en <f à la développante AmndO. Il est facile de 
déduire de ià que l'enveloppée qui correspond à chaque élément est la surface .plane par- 
ticolièreueafoperoet élément et perle plus coorte diatenee entra ce même éfemeatet 
Pasc de l'hélice. 

Nous démontrerons, n" 639 , que les cylindres concentriques à celui qui contient Faréte 
~de rebroussemeat coupent l'héli^oïde suivant des hi^ioes de même pas (**). 

afi& Fmv dessiner la ilgaire avee Acilhé, noue avons d*a]iQrâ eemlruit Pbâioe 

(ABC..., A'B'C'...), nous en avons déduit la développante GPIJA;?; 'tOPO , et nous 
avons mené par ks points A' et A", oîi la projection verticale du Taxe de 1 hélice coupe 
la tinuMide k'VCV» . . , les lieriiontalei XK', GT. Cda fait, ayant supposé que la 
première branche de cette dévelo p p a nte ioit dans le plan horizontal G' J', et la seconde 
dans le plan horizontal KK', que nous avons choisi pour plan de projection , nous avons 
divisé le cercle ABCO en parties égales} par chaque point de division nou$ avons mené 
la taqgmte corre sp ondante Gm} noue avons prw cette tangente pour la pnqeetion bon- 
gOQtabni'nn élément, et, pour avoir sa proi'ction verticale G' m', nous avons mis le point 
m en profeetion verticale en m' sur (A/nwOPQ , KR') , le point G en projection fertieale 
en O sur (GiUA, O'J'), et nons avons mené la projecliou clierchée G'/n'. 
' n67. Sxéemthn db F^tan. Fow' mettre m trwt les lignée eoiMtmitas, wmi avons 
enppoié Penvcloppe limitée ans plans horisontenz XK', GT. Il réndie de ortte Mqppo- 



(*} II «m qneMÏon cltm ie Complcment (733) d'uo genre de jurf^ci'^ gauches que noOB kgriHesrtÉS 
kélifoUei gmÊaktt,.^tu aa duTCHt pas éire eoiifooda«« avoc lc« hfliçoidc* ilcveJoppuUet. 
(*^y Oa vMia dm h Min (^sg) qus nia$sié* iiMchc jowl a^ . . 

j3 
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PL 1$. «lion que la courbe supérieure GHIJ A est me, ainri que la nappe cor »w p w > J ante à celte- 
courbe. La distinction Jcs parties plfincs et ponctuels de» lignes de l'épure, en projectien 
boriaonlala, s'ensuit tout oaturelieiBeat (^uant a la projection verticale, elle ne présente 
MteoM diffiéitltéb 

a68. DE LA REPRÉSENTATION des enveloppes ; des surfaces de rv\'oiu- 
Uon comme enveloppes i etc. Nous n'avous pas parie jusqu'ici des moyens de 
jnepfétfeuter une enveloppe; mds il ett fitcile de ynxt tjûlùa doitoaiiBd6«r 
la candéristiqiie oauune mw gé^Aratrioe, oonstrnive vu nombre snffisant 
de «es positions» et en dédniie les trac^ de renyeloppe efe 1m om^^ 
ses projections. 

La planche i5 et \os figures 2 et 3, pl. 12, oflrcnt trois exemples de re- 
présentations d'enveloppes. Ce qui a étë dit plus haut (263—267) éclaircit 
suffisamment ce ipi est lebâf au premier; et pour que fon entende bien 
œ qui ocmcerne les deux antres, fl n(ms snfBn de 6iie TQÔr comment diaque 
snrfroe de rérolntion est snsoqpliUe de plosieais gënâvtîoDS k la nuraière 
des enveloppes. 

Pl. ta. 269. Soit (0, O'O*) l'axe d'une surface de itivolution, et soit {jy', 
'•8' 3. timvxn. . .n'x'v'm'ii') la méridienne de cette surface. Menons par im point 
m une tangente mq à cette méridienne , et imaginons que la courbe et la 
tangiente se menvent en même temps antonr de Taxe de réFOlùtion ; U est 
dair qne la comité engendrera la surface dcmn&f que la tangente engen- 
drera une surface conique droite , dont le sommet sera en (0, q^p et que 
ces deux surfaces se toucheront suivant le cercle nwi'. Or, si Ion ima^ne 
que le point m se Jneuve sur la méridienne , il est évident qu'il correspondra 
à chacune de ses positions une surface conique droite, analogue à celle dont 
le sommet est en (O, q) ; qne èeeoL sni&ces ooniqnes Gons^nthcs se oovh 
perant suivant nne caradâRsIiqne drcnlaire mmff et que rénsémble de ces 
cand&istiques formera la sutfim donnée. Donc cette surface n'est autre 
chose que l'enveloppe du mouvement d'un cône droit, dont l'axe est l axe 
de révolution , et dont la génératrice est la tangente mq de la méridienne. 

370. Par un point quelconque n' de la méridienne, menons la normale 
n'r de cette méridienne, et du point r, inter s eolion de fi^l-et de 0^, 
'^'"Fiw centre^ s'?ec' contane i^on, décrivons le oevcle tutti» S'est 
cl s ir nue teceitle et -h iti é r i di e nn e s smweii f i *it Ê f^ fi t^\ ee touch s i CMMn 
41 el a^} dones, û rën imagine que le système du ceocle etde la méridienne 
tourne autour de l*axe de révolution , le cercle engendrera une sphère, la 
méridieiuie engendrera la surface donnée et ces dieux snr&oesse touche* 
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ront suivant le cercle nn'. Si doue on suppose que le point n' se meuve 
sur u'mVj/n'y il correspondra une surface ^hërique à chacune de ses 
poatûms I ces snr&oes GOnséaitÎTes se ooapexoot suÎTint à» caFadén^ 
tiques drcvlaixeB nn'y etl'enTeliiiqfiedeoessiir&oes qjiliérig^ 

27 t. Imaginons niaînteaant que la me'ridienne (7^, umv.rn . . . n'x'v'm'u') 
soit la base d'un cylindre droit , dont la ge'nëratrice soit une ligne droite 
constamment perpendiculaire au plan^'; il est clair que ce cylindre et 
la sar&œ donnée se toudieiont suivant la manflienne,^. Or, imaginons 
^e cette màidienne se menve autour de Taxa de rérolatiooy et ga'dle 
emporte arec elle le cylindre en question; il est évident que ce «^liadiv 
prendra une infinité de positions, qui se couperont consécutivement dans 
à deux suivant des méridiennes : doue l'enveloppe décrite ne sera autre choSS 
que l'ensemble de ces méridiennes , c'est-à-dire que la surface donnée. 

aya. H nous arrivera souvent de considérer une surface de révolution 
comme Fenveloppe dWofrne dfoity vertical et vaiiaUe defbnae, nolnle.le 
long raxeoommnnàla sncCaee etan cône; ou comme l'envdo^ d*une 
sphère mobile sur Taxe de révolution et variable de ray on ; on enfin 
comme Tenveloppe d'un cylindre horiaontal constant de fome «t nobfle 

circulairenient. 

Dans quelques problèmes, on pourra substituer à une surface de révolu- 
tion son enveloppée, conique , sphérîqœ on cylindrique ; et comme il sera 
ftdie d'opérer sur Tenveloppée, on se tnnnreva conduit, par les propriétés 
des enveloppes , à un moyen de solution extrêmement utile ^54^^» 
575—577). 

973. Qaoiqw la fjkaéatàaa dst anvloppes fvmimt ibtt.afcrtBMla,.«llt<4atiMpndiat 
employée par h emceo p «fartirtes, partionlièreMit par le» toanwen et per Iw lèr- 

Uantiers. 

Le* derniers sarent courber une feuille de fer-Uanc autour d'uoe 8uit« de droites, 
«iteéei nr cette ienille, et taDameAt diipotéei qeek plan de k fcdBe n changées «ee 
fiirface développable, dont ce plan, pendant le trarail, est l'enreloppoc mobile. 

Le» tonnieim finueent leur* ouvra^ «rec un LastrumeDt doot le taillant est une 
4lf«ite.LainqaPUttnvaiBeiit, ce taHlant décrit, par rapport à la aurAne de réroIsHoa 
Iptîh veulent exécuter, une enTckppée CDÉifiie de cette surface, et c'est en variant con- 
venablement la direction de l'instrument, que 1c$ difierentes zones des cmmkfpéee M 
fondent imperceptiblement les unes et les autres avec la surface à faire. 

Vfi^ n ert chir, d'après cela, que Phibitede doit AoMr aox cnirien l e m neur » et 
ftcUeatkn kUe de k génMon dai evMbppei ; nais ce ^ 

i3.. 
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aurpreuati c'est qu'ils en ont ua senlimcnt très délicat, et que c'est ce sentiment qui^ 
leor tàît ooondlre, à la simple iospection éPnae tnrftoe, afib peuvent «v non Pexéoatar. 

Ainsi, en supposant qu'on ait rassemblé des modclMdetnr&oetdéTcIoppables, de sur- 
faces de révolution, et de surfaces gauclics (*), et qu'on demande à des ferhlanticrs et à 
des tourneurs intelligens destrier toutes celles qu'ils peavcnt exécuter, on conçoit que le 
fMihnIier mettra de eAté tonin leiwirfiice»d<wJ<n>ïiab1e», letonrnenrtonteelM nurfinee 
de révolution, et qu'aucun des deux ne se chargera des surfaces gauclies. 

2^5. Or, les uirhe» gauches «ont le résultat du nwuTemeot d'une droite, comme les 
snr&OBi défdbppaUei : à quoi Ame le fèrUantier dkûq{nera4-il les premières des der- 
nitrea? le voici. Dans les surfaces gaucbcs, la droîie mobile n'est qu'une simple fjbaénf 
triée, et, dans les surfaces développablcs , c'est une caractéristique placée sur une petite 
aone plane infiniment étroite, qui donne le sentiment de l'enTcloppe , et qui indique au 
ftrUsntier qu'une endume cylindrique on conique ponm être anbst&née t cette enve- 
loppie, et serTir k pio]w une feniUo de ftr-Uanc oonrenablenMnt ponr «n fliiro une 
surface déreloppable. 

De même, une surface de révolution peut être produite par lemouTcment d'un cercle, 
comme toutes les anrfooea cylindriques et coniques li basas dliptiqnM (f*) : mais le cercle 
mobile n'est, dans ces surfaces, qu'une génératrice ordinaire, et, dans la surface de réro- 
lution, il est la courbe de contact de l'enveloppe et de l'cnToloppte, c*eat->à-dire une 
oeraelêffistiqne. Or ^est cette osnclMstique qui indique an toumeor qu'en faisant 
décrire i son ciseau, par rapport an corps à tourner, de».anrfacea cenjqnm droites» ce 

ciseau , conduit avec intelligence, produira leur enveloppe, et pourra conséqnemment 
scrrir à exécuter toutes les surfaces de révolution jM&sibles, tandis qu'il ne peut pas aenrir 
à «aBéenter des surfaces dévèbppables qui ne seraient pas defévolntion. 

On conçoit par là que le nom de caracUriêtipitj ébmA ger M. HoH^i auquel on doit 
ces dhaenrations , est tout-à«£ût oonvenablek 



(*) Noiu lappoMiM qu'il a'j ail pa* , parmi ces modèles, de nuface & k foi* gaacbe et de r^voJoUoa , on 
k k fois déreloppable et de rérâlaiaoa. 

Um socfiMe cooiqne on cylindriqae k base dfirtiqw ftK toeioan lue csop^t seiwM dss code 
f dwut ifSliaMS d» >l«n> paialMc» (6o5 et 5Ji). 
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PLANS tANGENS. 

^ • t » • • • 

•...'*. • . • . ■ 

376. D'apr&s ce qu'on % précédemment, il est Êuâle de concevoir qu'un 
(Itn tangent peut être menié -par. son -point de oomtict ^ supposé dcMmé; 
par nn poînt pris arbitrairement dans Tenace ; parallètoonent à une droite 
donnée ; par ane drûte donnée ; par un point donné et tangentiellement à 
deux surfaces données ; tangentiellement à trois surfaces , etc. , etc. 

11 suit de là que la question de mener un plan tangent se présente sous 
plusieurs formes y selon qu'on donne, prcmieremcut, le point de contact 
dn plan dier^é; aecondement, nn point qpi appartienne à ce plan ; ttcâr 
- dèmement, ime droite à laqodle il doive être parallèle j. quatrièmement,, 
une droite qu'il doive oontenir ;' dnqaîèmement enfin,, pliuiea» maAetn. 
qu'il doive toucher. 

Chacun de ces CBS, qui sont les plus asnela. Ta faire l'objet d'nn des cha- 
pitres suivans.. 



CHAPITRE PREMIER. 

• • • ' • .• • I • 
Dei plans iangens dontlepamt de cantaet eMt dtmné, 

> I • ' 

377. Noua nom domnerong o riiiiaiw iii Miit -fe pomt de iaontectpaif Fnne do 
ses projections , et nous déterminerons TsatK pro^ecbon de nuanèie que 

oe point soit sur la surface donnée. 

278. On a vu , n° 147 , qu'on plan tangent en un point d'une snr&ce 
passait par toutes les droites tangentes en ce point aux lignes quelconques 
ntnéeo> suc- la anr&ce. Ot ,' si pamû ces lignes il y a une droite , <jette droite 
sera e lle m é m o sa tangente ? donc die'enra tons scspoinlicoinprisdanale 
plan tangent. 

' : a79t> fions coneUvons de là qne lofsqn'nne auriice est engendrée pan 
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le mouvement d'mie droite ^xoamw les surfaces cylindriques , lés smfiMXi 
ooniques , les surfaces gaach^ et les sarfaces développables , le plan tangent 

eu un point de cette surface passe toujours par la position de la géne'ratrice 
qui coi'i'cispond à ce point. Cette propriété est d'un usage fréquent, et l'on 
en va voir l'application dans plusieurs des problèmes qui suivent. 

2S0. Problème i". On donne luic surface cjUndrique , on donne la 
projection horizontale d'un point de cette surface, et l'on demande le plan 
tancent qid nwTetpond à cepoàa. 
Pl. 16 Soit (mnpqf m'ri'p') U dirôrtrice âe la sttffiMe donnée , Xai, afâ) sa gé- 
nératrice, et g la |»ojection horizontale du point de conlact par lequel il 
faut mener le plan tangent demandé. 

Il s'agira d'abord de construire ce point : or, il sera situé sur un élément 
de la surface , et cet élément aura nccesMirement pour projection hori- 
zontale la droite gk parallèle à ad. Ce même élément sera donc dans le plan 
Térticàl gk, mais ce j^aedape-la dârecliice«n (m, m') et (n , n') j donc, si 
Ton mène par ces poiiits les droites ("gr "ffO* ^f)* parallèles à 
(rtf/, à'if), l'élément qui contient le point cherché sera l'une de cesdBOiles.: 
donc le point cherché sera l'un des deux points (gr, g''), (g, g'). 

Ces deux poiilts satisferont également aux données du problème proposé^ 
et ce problème aura conséquemment deux solutions. Comme elles s'obtien- 
nent de la même manière , il nous suûlra d'en construire une, celle j»ar 
exemple qui correspond au point de contact (g, g'). 

On sait déjà (379) que le plan tangent cherché passeparrélémtnt(iig , n'g') 
mené par le point (n, R'),'et Ton en couchira que k tiace horiamtale de 
ce plan passe par le point l(» et sa trace Tcrticale par le point f. 

a8i . •teMennil ,'je\iiriqtte todtpian'tangeiA en m pouit d'urne tnr&œ 

' cylindrique est tangent à cette sur&ce tout le long de l'élément qui passe 

par ce point; ccst-iwîire que le plan tangent d'une surface cylindrique a 
une mënké de powls de oootaet qui seat tous les points de l'élément qu'il 
contient. 

■ >fiaTef&l> aoit tS n— SBrftge '4yliadwquB' q^ cle p aïq ne ; 8(4r*B^diKc- 

diwckriee Bui^MiUofMiat K^; E Mémeat ndiffidi^'la attribc»i8/lHnié 

parife>poiatiK ;i^t ««otaonfin JP le plan tfni passe -por l'élénvmt E«t par la 
• tangente T. Le plan P sera tangent en K à la surface S (148 et 379); la 
dHfectnor O'Ot satangoaite T ungront miiélémMit lioéain infiniment petit 
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cmmnnn entre elles (8p); dMiO UlallD Sfe» pentteoM de bgAiénlrice, qui P**' 
•^^^ipoièfOBt Mtfisèl ^Mmii t , MMitcMunvM» à Ift flmftce S cttb plan T : 
•^iboc Mlte*MfAc§'4ft oe*plMt M^tOtocâiQiout siuvaul-mio-aoïie înflnûmnt 
ëlwtt e» flitliëe 1» kaag de Pdéflwnty/ tk êymi'txnme tet ûément tme . 

iongaenr îàdëfiitîc. lÊ.iis cette zone ne sera autre cliose <ju'Tine suite de 
facettes de la surface S , sîtùées le long de l'éle'ment E ; donc le plan P sera. 
taageBt « cette sur£stce suivaut tous les points de 1 elcmcnt £ (14^) : ce 
qall Mbit déuituUwi»^ 

il qe s'a^m tp» de mener fw la dtoîte (tig, ia fhn tsagnaC ta^ 

(n^ M^à la soi^oe donriéej or ce plan passera par la tangente , nV), 
HNn^ en (n, n') à la directrice {mnpq, m'n'p'); cette tangente perce le 
plan horiKontaLeA s :. donc k tiraee lioriaontalè dti plan cherché est la 
droite ks. ' 

Eb meBantpar le point (9, g') tœe paralllie(^r, gr'r') k IfelftoeAr» cette 
panUtfe sera dans le plan demandé, elle percera le plan veitusal en nn 
^fàuXir^ 1'^ y et k droite r'j'y.neii^ par ce point et par le point f y aaoala 
trace rerticale du plan tangent cherché (ks , r^l'). 

285. Nous ferons ici une remarque importante, c'est que les traces Xvr, 
r^î', du plan tangent, sont tangentes en k et l' aux traces akch, dl'tUy de 
la surface donnée. En effet, ce plan est tangent en (A-, }^) et (/, T), à cette 
amr&ce (281); donc il passe par les tangentes menées par ces points anz 
oQoibes planes dViu (147) : mais ces tangentes sont situées dansks' 
plans de projection | done elles ccg n ci d ent avec les traces respedÎTe» 
ks étr^r. 

Nous conclurons de là que lorsqu'on sait mener une droite tangente 
eu un point («, n') de la directrice d'un cylindre, on sait aussi mener 
des tangentes ks, l'r^, aux traces de ce cylindre, par les points (A-, À''), 
(/, F)f où. FéléiAeiit qui passe par le point (n, n') perce les plans de- 
projectita. 

a84* Si'k dirsetriee. db k snrface donnée était dans !è plan horizontal, 1^ 
ce qui arrive très communément , cette directrice et la trace «Ac ne frmirnt 
qu'une seule et même courbe, et le plan tangent se construirait avec beau* 
coup de i^dlité j car i^ant déterminé l'élément ^g^A-, ^k), qui contient le 
pmnt de contact , il ne s'agirait que de.mener par le point k, où cet élément 
rencontre k directrioéf nne tangente ks k cette dbedrice, pour avoir la 
tracé hotrâbntak do pkn dieichéy .et per sidie ce plan.. 
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vtifi. a85. Exécution dë V^^ute, Le cyKndre donné «at gcppAcnlëptraes traces 

; par les ëlémens qaî ^ en projectîoa horisontale et en projectum 
verticale, enferment les projections du cylindre , et par M diBectrice (166). 
On a supposé que cette directrice était une droite en projection verticale et 
un cercle eu projection horizontale, et la projection g du point de contact 
a été choisie de fiiçon que le p|an doznaadë {ks, rT), soit au-dessous et en 
arrièse dac)rliadce; en sqrteqoe oe cylindre doit étce lepréwatéooiimie s'il 
' était seul dans l'espace. 

D'après cela , tous les pointsde la droite vx f<in«ntniMliiil diacua.à deux 
points delà courbe (mr^^ m'n'p')^ dont l'un est nécessairement vu en pro- 
jection verticale, la ligne vx doit être pleine. La projection horizontale mnpq 
de la même cotirhc est formée do deux parties, l une pleine, parce qu'elle 
correspond a la partie supéri|9are de la surface, et l'autre ponctuée, parce 
qa*dle oorrcspoud à sa partie inférieure. Quant aux traces et aux âéoMnSy 
il est.fadlç, d'après ce qu'on 8.^.(170—175)9 dç détominer. leurs parties 
pleines et ponctuées. . . 

Le plan (ks, HP) étant situé au-<lessoas et en arrière du cylindre donné, 
les traces fa, rT, doivent être ponctuées dans les parties où elles traversent 
les projeclioos de ce cylindre, et pleines dans les autres parties. 

386. Problème Mener par un pobu donné dune siaftact ctawpm 

un plan tafigont à cette surface. 

Supposons que l'on mène une ligne droite par le point donné et par le 
sommet du conc; cette droite sera l'un des élémens de la surface, et d'après 
ce qu on a vu n" 279 , cet élànent tout entier sera compris dans le plan 
tangent demandé. 

^87. Or, je dis que oe plan sera tangent au c6ne tout le long de cet élé- 
ment; en effet, désignons ce même élément par la lettre E, la directrice 
parla lettreD, et le plan tangent demandé par la lettre P. î/éU'ment Eet la 
directrice D se coupent en un point K, et si Ion imagine par ce point une 
droite T, tangente à la directrice D, les lignes T et D auront uu élément 
linéaire infiniment petit A: commun entre elles. Cda posé, conoerons que 
la génératrice se meuve- pour engendrer U cône; il est dair que tontes les 
positions de cette génératrice, qui s'appuieront sur Félémènt *, seront à la 
fois dans la surface donni^e et dan/le fian tangent P : mais toutes ces posi- 
tions formeront évidemment une petite zone du plan P, laquelle compi endra 
l'élénient £, et qui sera çompoM^ de toutes les facettes de la surface traver- 
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sées par cet élément ; donc le plan P (i4^) sera taugeut au cône suivant tous 
les points de l elémeut E. 

288. Soit donc (s^ s') h Mmiiiet dttoAoe donné, (mmt, nit*^ sa direc- 
trice, (11, nO un point de cette dinctike, et (jiiy/nOrâénient de Usai^ 
mené per le point de oontaet donné. 

Par le point («, n'), où râément (sn, s'n') s appuie sur la directrice, on 
mènent la droite (nu, nV), tangente à la courhc (wrn/, mYri'); cette droite 
sera dans le plan tangent en (ri, n') à la surface donnée (i47)> ou, ce qui 
revient au même, elle sera ilaus le plan tangent à cette surlace tout le long 
de (sn, s'n'), c est-à-dire dans le plan tangent demandé : donc ce ^an pa»> 
sera parles droites (w, nf^, (nu, nfi^. 

Ces droites étant connnes, il sera fiuâle d*en déduire les traces 
de ce plan. Parmi les différens moyens que Ton pooim emplojer ponr^ 
obtenir, voici celui qui est indiqué sur l'épure. On a mené par le som- 
met (j, s*), la droite (vw, s\>') parallèle à la tangente (nu, n'if); on a déter- 
miné les points u et i>' où ces deux droites (si', s'v'), (nu, n'u), percent le 
plan vertical , et conune elles sont daus le plan demandé, on en a déduit la 
trace i/i^ de ce plan : ou a prolongé cette tnM» jusqu'au point g oikelleoonpe 
la ligne de terre; par ce prâit et par le point o, oà Pél^ent (m, /nf) 
perce le plan hoiûtonlal. On a mené la droite gh, et l'on a eu le plan cher- 
ché (gh, gs/). 

38c). Si l'on donnait la projection horizontale d'un point du cône , et 
qu'on demandât le plan tangent en ce point, il faudrait d'al)Ord chercher 
l'élément passant par le point donné, et le proLlcnie se ti*ou\erait ramené 
à oelui que nous venons de résoudre. Or , dans le cas de Tépure , le o6ne a 
denx points qui ont même projection liori«mtale p} donc il y a deux élé- 
meus qui correspondent à ce point* Pour trouver ces élémens , on mènera 
la droites/); on imaginera par cette droite un plan vertical; il coupera la 
directrice (wr?i/, wiV«')en deux points ; on construira ces points; on mènera 
par le sommet (s, s') et par ces mêmes points deux lignes droites, et ces 
lignes seront les élémens cherchés. 

290. Le plan (gh, gv') touchant la surface donnée tout le long de Télé- 
ment indéfini («n, ^'n'), il en résulte que si IVm mène un plan quelconque 
dans Peqiace, ce plan coupera la droite {sn, /n') en un pmnt, k sosftce 
conique suivant une courbe passant parce p<Mnt, et le plan (gA» gj/) anirent 
Jive droite tangente à cette coorbe m oe. même point : car la tangente 

»4 
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^- derant étie à k Smâ du» la pkn tâagent elduMik pbn de k tomrks, elk 
est néoeasairement l'intersectioa de ces pkns. 

Si Tm pteud ks fdMS de pmjeedoa peur cnm|rfeB, oik vena que ks 

droites gk, gt/ , sont tangentes aux traces de la mrhec donnée, et que \f. 
point de contact de la première de ces droites est la trace horizontale o 4e 
(m, s'n'). Quant au point de contact, de la seconde, il est visible qu'il est 
situé hors du cadre, ainsi que la trace verticale de la surfac e doniii-e. 

391. Exécution de l épure. Le cône est représenté par les projectioua ê 
et y dtf MH «MiMaet, par s* tCMe kevkontale , par pîesieors posalîfla» d» 
ss ($^HéMtrie«, pemi k iq w e lk» •» doit l e mewpi er eefle» q«i senrenl de 
contudis auv deux projections du ctaty ei eiifin per ks pe«ieelioas> de k 
difectnee (iô5). 

On suppose la nappe inférieure terminée au plan horâostal ; elle est 
évidemment au-dessus du plan tangent et en arricre de ce plan. La nappe 
snpérieure est prolongée iiKléiiniinent ; aile est évidemment au-dessus du 
pkin tangent et en avant de ce plan, ly^^irèe cela, la nappe supérieiire du 
ébatr n'est pas to» ea {Mrojection horinntBkf donc touks les lignes qui k 
«epfdntttiBnidoif«Bt Atovponelaées/ lMf»rdUMeBtdeooaUct«rrqv>cst 
dans le plan tan^nt, et qui par conséquent ne peut être caché par ce 
plan. 11 eu est de méni<^ de la nippe inférienre en projection verticale; 
toutes les lignes qui lui appartiennent sont oonséquemment ponetaées, 
hors l'élément de cuiitaii s'o' . 

Quant aux nappes situées au-dessos oa en avant dn pka tangeart, voyei 
ks 170 et 190* 

HnefesleàpeilerqtfedestnoâifAyfi^, decepk»: or, il estdairiim 
k preflEnère est cachée par la nappe in#rianMi dn cône , et la dernière par 
sa nappe supérieure ; donc k» parties de ces trace» comprises dans les angles 
rsH, qs'q', doivnnt être ponctuées, et le stirpliis des mêmes tr^œs-f y»* 
qu'à la ligne de terre, doit être marqué par des lignes pleines. 

f». »» 393. Problème 3. Étant donnés l'axe (1, IT'j rt la nwridionne 
^ principale (^'N, V'IiM'X'M'Ti') d'urw mrface de révolution , mener un plan 

tancent à cette surface par un de ses points dont la pivjection hoiizontale 

TuU connue. 

' sV^ d*aBoidf db déteMihier k pvojeclSott inertk>k da pokc At em-- 

tact. El comme la méridienne est composée de deux parties (VTf, V*WV# 
(VN, V'L'M'), qui' ont même pcojectbh horiiontak, et qoisdnt rftûAi 
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l'une au-deflsuB àe Vmttie, ii «rt éridnit qw la surf»» damée est «omî 
c^nposéie 4»^ dtox paorties ^ ont même pinjectidn, et qm oomiaraeQt '* 
t^m^nt* un point projeté en F ; d'où il toit tfolià. j m. dçBX poîaSi de conieet 

«Orrespondans amx doonées du problème. 

P»ur les déterminer, on remarquera qu'ils sont situés sur In verticale 
(P, pp'), laquelle est tout entière comprise dans le piau roeridien OY. Ur, 
«meaons ce plan sur YN» eu ie faisant toarner autovr de Y»xe {l, le 
piid P de k ^veHifsle (P, déorin IW de oerde PM, dont k 
cet en I, et cette vertioale riêiidrft par cooséquent en (M, mm'). Mais U 
flîdKaiiiie OY viendra coïncider avec (VN» VUK'L" ; d où l'on voit «pw les 
points (M, M'), (M, M''), seront communs h la verticale et à la méridioine 
amenées dans le pian \ iN. 1 aisoos dotic touruer ces points autour de l'axe 
(I, l'i") pour les ram<;ner dam h plau OY : ilt> ne sortiront pas dts pWus 
kmnmtmm^ les eomtimmmtt ivmt, k lepr reUinr dana Uw posilm 
ymnlm» ila«imant lin»ff«9«Bte 

jwendw par les points M" et AT parallèlement ^ la ligne de terre ; donc oas 
projections seront en F' et F", car elles doivent être sur la ligne Vf' t dpoc 
«ofiu les points (P, F'), (F, F''), seront les points cherchés. 

agS. Supposons que ce soit par le premier (F^ f) de ces points q«'il 
s'agisse de mener le plan tangent dcoiaudé. 

. Ce plan passera, premièreveat , par la ta^feate en (F, t') k h min" 
dicnne OY ; secondement» |iar la tai^pntie au néme point an amie lionU 
aontal(UXMP, UW). 

Menons cette dernière tangente. Il est clair qu'elle sera horizontale; donc 
elle aura pour projcctiou verticale la droite L'FTVJ' parallcLe à la ligne dû 
terre, i^uaul u projection horizontale, ce sera évidemment la tangente PS 
au cnnde UXBIP^ La tangente cher^iëe sera donc k dn^te horizontale 
Ç^, W), kquelk perce k plan Tertical au point S'; et puisque cette 
tMR^^eola est dans le plan demandé , la trace verticale de ce pkn passera 
jpuur le point S'. De plus il coupera le plan horizontal suivant une parâllèle 
à la droite (FS, F'U'), suivant laquelle il coupe le plan horizontal U'M'» 
donc sa trace horizontale sera une droite parallèle à FS. 

Banr oofMtiwre cette droite , il nous mffin d'en aFoir on foînt t Mftint 
va nona élae femni par k tangente en (F, F) k «éiUkuM C¥. Amm» 
nous cette méridienne dans le pian VN , en ia faisant tourner «nr Van 
(1, 11"); eUe viendra se placer en(VN,\"LN'l/), et le point (P, P) en (M,MO- 
U tnemu en(P, F), amenée daas k pka , sera donckdioile (MQ, 
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Pï- «S. M'Q'), tangente ea (M, M ) à la méridit ime principale VA. Celle tangente 
'* perce le plan horiioiital au point (Q, Q'), qui , ramené dans le plan OY , 
vient se placer en R, sur l'arc de œrde QR, décrit dù point I Gomme centre 
avec le rayon IQ. Le point R est donc celui oà la tangente en (P, P') à la 

me'ridicnne perce le plan horizontal : rettu tangente est dans le plan de- 
mandé ; donc le point R appartient à la trace horizontale de ce plan. 

Donc si nous menons par le point R la droite RT, parallèle à PS, puis 
par le point T, ou KT coupe la ligne de terre, la droite TS', passant par le 
points', le plan (RT, TS') sera le plan tangent cherché. 

394. Noos ferons fidre en- passant une remarque importante : c'est que 
le plan langent en un point (P^ P) d'une surface quelconque de révolu- 
tion , est toujours perpendiculaire au plan méridien IP correspondant à ce 
point. Eu cflet , le plan tangent contient la droite (PS, P'L"), tangente en 
(P, P') au cercle (LXMP, IJ'M'j de la surface; or, cette droite est perpen- 
diculaire an plan IP; donc, etc. Cette propriété s'énonce ordinairement 
miAitefimUmgmtestperpendiadairetmftM 

Elle conduit aisément à la détenninatioo du plan tangent, car ayant le 
point de contact et connaissant la tangente en ce poÎQt à la génératrice on 
à la màidienne, le plan mené par cette tangente» perpendiculairement an 

plan méridien, sera le plan tangent cherché. 

On voit aussi que l'axe de révolution étant supposé vertical, la trace ho- 
, rizoatalc du plan tangent sera toujours perpendiculaire à celle du plan mé- 
ridien. 

Enfin, il est évident que si par une tangente quelconque à une surftoe de 

révolution , on mène un |^an perpendiculaire au plan méridien passant par 
1 e point de contact de cette tangente, le plan mené sera tangent à la surface. 
295. Execution (le Pepure. I-f plan demandé (RT, TS') étant situé au- 
dessous et en arrière de la surface donnée , il en résulte que les contours 
des projections de cette surface sont vus. Quaut aux traces RT, TS', elles 
sont vues ausri , sauf les parties comprises dans Ilntérieur des lignes V(niY, 

ffif.». 396. FnoBhÈME 4. Etant donnés l'axe (1, l'I*) dune surface de révo' 
IkKiès»^ et «ose ligne quelcomiiie (OMN, O'M'N ) qtd en smt £0 gênAnatrice^ 
mener un plan tangent à cette surface par un de ses points dont la protec- 
tion horÔÊontale P soit connue» 
Détenninoos d'alM»d la seconde inojectioo de^ point. Four cela nous 
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décrirons du point 1 comme centre , «¥ec le rayon IP, un cercle PmM ; il J 
lenoontrerahoottilieOBINendespoiiitsMeti»; et il est clair que dam k 
génrfntiondelaaiirfiMse, les pointe^, MO, (m, i>0* de(OMN,<yM'M'). dé- 
crii^t tics ccnles horiisontaux (MmP, MT'), (MmP, m'?"), qui auront des 
points (P, P ), (1', P'O > situés daus la verticale P : d'où il suit que le point 
de contact donné sera l'un de ces points. 

Contentons-nous d'opérer sur le premier (P, P'). 
2^. Ce point , nxoBoé sur la géieFatiioe, étant en (M, M% nom ma»- 
rons, par les points If et M% les tangentes HT, MT, ma lignes QMN, 
(yMW, et nous sniODs la tangente (MT, MT) àlacourho (OMN, O'M'N*). 
Cette tangente percera le plan horizontal en un point (T, T') ; et si nous 
imaginons qu'elle se meuve en même temps que la courbe (OMN, O'M'N'} 
autour de l'axe (I, VI"), on verra que dans ce niouvenieut le point (T,T') 
décrit un cercle TKR/A-, et qu'il est toujours eu arrière du méridien IK, 
corre spo ndant an p<mit (M, W), d*nne portion TK de la ciroonierenoe 
TESdk. Donc, loiaqne le point (M, M') sera en (?, F), le point Tseraan 
point tf âoigné dn méridien lA-, mené par le'point P, d*one grandeur diw 
culaire tk mesurée sur le cercle TKR/A* et égale à TK. 

Donc la tangente analogue à (MT, M'T'), menée par le point (V , V'j à la 
position de la génératrice qui passe par ce point, perce le plan horizontal 
en<. Biais cette tsngente est située dans le plan tai^nt demandé; donc la 
trace horisontale de ce plan passe par le points. Et comme le plan tangent 
est perpendiculaire au plan méridien (294) , cette trace sera la droite tr 
menée par le point t perpendiculairement à Ik. 

Maintenant, menons par le point (P, F'} une horizontale (P.v, P'/), paral- 
lèle à tr : cette horizontale sera dans le plan tangent; or elle percera le plan 
vertical en s'; donc la droite rs' sera la trace verticale du plan cherché. Donc 
enfin (tr, r/) sera ce plan. 

298. Dans le problème précédent, nous avons déduit le plan tangent de 
la tangente à la méridienne : celui-ci nous donne le moyen de déduire cette 
tangente du plan tangent, car elle est l'intersection de ce plan et du plan 
méridien (iSa). Si donc on veut avoir la tangente au point (P, P') de la 
méridienne IP, on mènera le plan (tr, rs"), tangent en (P, P') à la surface 
donnée ; ce plan coupera le plan roî&îdien IP suirant la droite qui passe par 
les pdnts uetÇf, F), et cette droite sera la tangente cherchée* Il est dair 
que si l'on amène la méridienne IP dans le plan Iz, parallèle au plan ver- 
^tical, lo point u venant se plscer en (s, et Je point (P, P') en (n, nf), k 
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Pl. it. taogeaie à k méridionnc principale (Ls, acn'j), au point (/i, n') cortcspott- 
daiità(P,F)»Mf»l«<lfoile(2l,z'iO- 

399. SxéeuHoH de. fipun, Povr ne pas nom j«ter dans des diffidâtés 
étrangères à l'objet prindpd, difficultés qni seront traitées «Tec détail dans 

les problèmes suivanSf nous nous scumnes abstenus de représenter la sav 

face donnée, et nous avons suppose que le plan dcmanflé (tr, rv') n'exis- 
tait pas dans l'espace. îl suit de là que les traces de ce y)lan doivent être 
indiquées eu lignes mixtes (56), et que la figure ne doit pas présenter d'au- 
tres lignes pleines fue les projections IT, OBiN, (KMIr, de Taxe et de k 
génératrice* 

3o9. PsBuMi* A> Jtw«r U)* fiau ùingtiu 4 ia nufacs cU rivoUoton dont ia giM^ 
Pl. 19. r^TM» ftf U entb vertical (AC , A'B'CB') , H donf Fage d» téi>oh$tien t0 Ut vêrUeaU 
(I, XV) ntai* doM I* plan AC. 

\/i point <Ie contact (i, i) ajant été choisi arbitrairemeat sur un cerclç quelconque 
(UE[ h., DT) de la surface drâmée , le plan taa^t demnidi iPfllrtléiuln afaNlfaraUBt 
oamiae dan» le paaMNie 4n ay. Aîmî, onaaMioanhf>olnt(<, (D, D') Amm b 
méridien principal; on racticra latanpontp D'G'; on construira Ir point G on cHr j-H>rre 
le plan borisontal j on ranicnera çe ptint en D fUns )e sBvridiea m du point de ooiUaoi , 
etlatraee Iioriiootaledn planeheidiéifrf hdrejle HX, mtaim pwr b point H perpen- 

^j^lairemcnt à IH. Pour avoir sa trace v< rlioili', on mènera ptrkytrfntO, '') 1 i ilroite 
{ir, tr) pnralli'lr à HK; A\r porrcra le [.Inn vcrlical en(r,r'}j OB nenei» U droite HZ, 
cl le plan (HK, Rr ) sera le plan langent demandé. 

3ei. Notre objet, en construuant ce plan, était <b doM|ar m exemple des plans taa« 
geni avxsorfiMmBea coamct. Le MrAm donnée, qui est ce qiAm noiNM viaAvubat 

annuUaire , ou en forme d'anne«u , est évidemment non cooTCXC dans toute lf« partie 
iaterae engendrée par le demi^cercle (AB, B'A'B'^)) et il eit naniliNte que le plan 
aiiui que tous^plaos tangos» AUX traiuUdeoiltefWrtiffSHéaaekeiS dffflM 
tnvpmt G'D^iqui est loul-à-la-fois plan langent et plan WW|>e|». Cs qiW ▼» W»nV# 
l'on trouTent des détails utiles sur le de<>sin d'une cpnre corppl^y «dMMra d( donner 
une idée bien claire des pians tan{(ens aux surfaces non convexes. 

3o9. EsêetOMM éê Vipun. Vom anppomretu que le plan tangnft (HK, K/) ao&t ter- 
aîné, d'une part, au plan horizontal ZT', et, d'autre part, au plan vertieai WK. Il 
4mmii qu'il sera prejaté konaonUtement entre lea 4roitM UK., ^\ Ot «artioekpMt 

Cel»poat,nneew»rqMeraquob4roib(Yg»Yy)il|pta»dwWW>»bf«r f^ 

t«Qdis<|!)sUiraUeCBK> KG') est au- dessous, cette surface paxae^entpeçBS deux droitfl*j 
du dessus an-doMOna du plan tangent. De même en projectiuMi verticale, la dit>it^ 
(WZ , WT) étant en avant de la même surface, et la drpite KT en arrière , cette aor- 
boe, enlr««eedBaxdn»lBB,aetronfetPan«Menamnt,«tdeVentreo«téen arrière, du 
1ibn(BK,KrO.P^ oowMÉir* 1« iwrtiM M et oedMH d« «Nndw 
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Mvotr le ptan demaiiaé êt kt Mrfe» ««minaî»* aMnée, » Cmt dMoMemhwr leur W. 
intaneetMm Mmmaoe. 

3b3. Ranwnon» 1« pl«m Hw^idien IH en IG -, et nifpoton» qrfil enmiëne avec lai le pbn 
tnnnt (HJL, Kr) : ce dernier plan viendra prendre la> poiitkni G'D', ei l'iataraâclk» 

itlOl fiMir f T ' ^ n 4«hb hImi mm J* tmaa^ <Mti* hrtaii- 

aeetîoM d«W 1» pOWtion correspondwrte mi plan méridien IH, ce qui sera très facile. 
Considérons les poinls qui sont situé* lint le plan LL' : l'interMctioo éUnt en jrs, ce* 
potett w«t sur l« droite {mm'. M') , Maneeltra te phftt OIV, U/< Or, loraq«e le 
yhn iG (e ment |Knir venir en IH, le point M vient e* n, et k droite {mitf f W}t9Êm 

aovtir Ju plan LL', vient prmtlre la position (ont*, LL'). Mais les points tlonf noiin nous 
oeeupoMMOt situé» sw tes cercles {lolv, LL') , («c'i«,M»')i riÉoeâé» daa« leur peaiUon 
primitive iU sont «nr 11 éwile LL') : denoOBMOkki ]MHto^yo), («, «'>y(ikfiO 

Dr nouvcllf^s construclions, faites sur d'autres plans, tels que LL , donneront de nou- 
veaux points, et en joignant par une couiIms ceux qui se feront suite sur une même 
projecUon , on obtiena» l'mteneotioB.clHrcUe (AoFmTs^^, l1^'d^//lV<7i^). 
"Mm UDfar de «edé inleMetiea, 3 Mn aM d^evoir ler pertke vùa» <t àtOiket de 



3o4. KMaiivoiu d'abord k projectioa horiaootak. 11 erf elair riateK«ealjeac 
(ïBaP . . . , mJV, . .) MM m dam tonMs m j^Hrtiet Aipérieniee an ida» A'C, et «Mdiéè 

dans toutes les autres; d'où l'on voit que les arcs SP« , \QU, corrcspoudaiis aux courLek 
(SPs , S'Fi') , (VQU , T'OfU'), situées sur le dessus de la surface, devront être pleins , 
et que les projections IioriaMtfahr Vtû , des courtes (SROT, SOl't'L') , (Vtù, 

YTiOt nlnte vmt le dawoai d#l» ewfface, devront être penctaéesi 

Mainlenant, on remarquera qu'un cercle quelconque {ofi-l, hh') , qùi serait ^^^ •»«r ht 
«atCMe ai^UiiilUire, .si elle était isolée dans l'espace, ne ser* pas «ecbé à droite de la iipiÉ 
ZT; ^'îl passera soni k plan tangent à partir de cette ligne, et qu^Q sortira de dassooi 
le même pisin aux points (o, o'), o& il rencontrera l'intersectia» (AioP. . . , 

t'R'o'P'. . .) , en sorte qu'il ne devra avoir de pouctoég ijfM les seull arcfe «jg et t'a. U 
en seia de même de tout autre cercle (cec'u, ISJS'). 

Qnantan plan tangBnt,Mtraoe1ioiriioatalened«Tiaètrepoiictaéeqtte dan» htrir^^ 
du c«rcle SCV. 

3o5. £n projection verticale , la seule portion de surface vue sera celle qu'engendre 
Farc (BC, B'C'B") de la géucratrice, lorsqu'il se meut en avant du plan AC La courba 
anrà donc l'arc tTCf/t^tét ta projection TcrUicab, en- 

liiremrnt porirtiu- . rt son arc P'o'S .wa pMlkf parce quil correspond &-laporlioil de' 
cette Gottrbe située sur la partie e&târtttfet «nté^iea#e de Tunneau. 

Hm d B Mi « uiBele {fof, LL') , sihlé sur cette wIim partie éè mt^e , sera w à gMicItf 
de la ligne WZ'} il pasatra tons le plan tangentà partir deeelte Kl^v ^ •M'tû* 
au point o', |>our ^trevu ju*qu'cn L', de sorte qu'il ne tlevi a cire ponctué que de </ ois o'. 

Les cercle» (APBT, K'B ), (RPBT, A'B'), cUnt, le premier, le plus élevé de 1* sar- 
ftoé, et le second', fé moins élevé, lies droites R'fi^, R'B', appartiendront an eortonr de 
6r ito{édttln vcHSAde die cède sivliiicei et Pmtenrarte oonpii entre cm diaitei «m' 
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^- '9' fei IDC par h» deux demi^eitie» R'AU', VC H \ Dr puis U courbe V'tfStW juqii'i U Kpm 
WZ', v(-.i contours sp trouveront cncliés par le plan (IIR , Rr'). 

Mou« ferons olMenrer que si la partie interne de ia surface anaoUAire existait seule 
dans VmfmBBf les deux dnntea KB\ R'B', et lei doux demi-eerala R'iR', B'A'BT, for- 
meraient le contour de ta projection verticale. Cet deux demi-ceretet apptrtÎMiMDl ca 
conséquence au contour, considéré d'une maoiire gfinérale (387) : comme il» ne mut paa 
TUS, ils sont indiqués pr des points. 

Enfia, il eit évident que la tnMW verticale K/ dn plan tangent mm caebée dam tmit 
Feipan oomprie mitre laa lignci RV, R'B^. 



Pl. M. 3o6. Problème 6. Mmer, par un point donné éCun hyperboUnde de 
^'^ '* n^Mutôm à une m^e , un fian tangent à cette surface. 

Soit ( 1 , ri" ) l'axe de râyolntion , ( GH, CH') une position qndoonqne 
de la génératrice , et prenons arbitraitcment pour pmnt de contact un 
point {s, s') de (GH, GTi')- 

Le plan tangent en ce point passera par rélémcnt (GH , G'II'), et sera 
perpendiculaire au méridien IS; d'où l'on voit qu'il aura pour trace ho- 
riaontak la dratté GK , menée par le point G perpendiailaîremeiit à IS. 
Quant A sa tnœ verticale , il aendt fiidle de la conatruire ; mais comme 
elle est hon de Véjpaxt nons ne nous en ocaqierons pas. 

507. Supposons qn*«u lieu du point (j, /) on ait choisi, sur (GH, 6V), 
le point pour point de contact : le plan tangent aurait été perpen- 

diculaire au plan mtMidieu IT , et il aurait eu pour trace horizontale la 
droite GL perpendiculaire à IT et passant par le point G. U suit de-là 
que si l'on fait mouvoir le point de contact sur un élément qoelooiique 
(GH, G'H'), le plan méridien dn point mobile changeant à chaque in- 
stant , il j aura, pour diaipe position de oe point, un plan tangent par- 
ticulier. 

3o8. Ce résultat est fort Bim|de et fort exact; cependant il parait d'or- 
dinaire paradoxal aux commcnçans. Ils s'imaginent que parce qu'une sur- 
face gauche a pour génératrice une droite, comme les sur&ces coniques 
et cylindriques, le plan t;ingcnt en uo point d'un élément d'une surftoe 
gauche , doit jouir de la propriété de toucher cette auiftoe tout le long, 
de oet élément. Mais cette propriété générale appartient eiduBTement 
aux nirfiwes déreloppables , et c'est une erreur que de l'appliquer aux 
surfaces gaiiches. 

Cette erreur provient de ce qu on ne se rend pas toujours bien compte 
de la définition de ces dernières surfaces (^i4) eâèctivement il est éyi- 
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dcut que puisque deux pontioiis conaécntires de leur gcnéntrioe ne sont n «■ 
pas en général dans vu même pkn , les ftoetles qui jcngnent ceg pontions 
sont d» démens plans d<mt l'inclinaMon yarie d'une facette à sa voisine, 
en sorte que les plans tangens , suivant les points d'une même position 
de la génératrice , ont cette position poar interaectioii commune , mais 
dînèrent d'ailleurs les uns des antres. 

^Oi). Avant de terminer cette digression, menons parle point s la droite 
Ksn, tangente en n au cercle (naCf n'a'c'), qui correspond au point 
(a, a' ) de râément (GH » GH') , et qui forme la gorge de l'h^perbo- 
kide (.258); rapportons les points K et n des cercles décrits par les points 
( G , G'),(a ,a'), de ( GH , G1I' ) , en K' et n' sur la projection verti- 
cale, et menons K'.y'/i'. On sait que la droite (Ksn , K's'n') sera un élé- 
ment de la seconde géne'ration de la surface (aSg) : or, cet élément et 
l'élément (GH , G H') seront symétriques entre eux par rapport au plan 
méridioa IS; d*oà il suit que le plan tangent en (s, /) les contiendra 
tons deux. Gbs ââmens sont eflèctÎTenient deux sections de llijrpeiiMlolde; 
elles sont elles-mêmes leurs tangentes : donc elles doivent être toutes deux 
contenues dans le plan tangent ( 147 )• 

3io. Ce qui {irccëde confirme, poar le eu des hyperboloulet de révolution à noe nappe, 

11! tliùuicmc ilu 343) (^i* ^' mouvoir ua plan autour d'un clément quelconque 

(GH, (''II'). »«' tr.'co lioii/outale GK étant toujours perpendiculaire à un certain plan 
niëridieu I«S, il coupera toujours le cercle (GKF, G'F') en un second point (K., K ), au- 
qnd oorrespooilra un éMment (b, K'/) de la aeoonde g^aémtioa oonteiiQ dans la plan 

mobile, et , conséqupmmrnt, ce plan touchera toujours l'IiYJ>eilK)Ioï(Io. 

En suivant oc raémc plan dans son mourement, on verra que le point de contact (*,«') 
parcourt rélcmenl (GII, G'H') tout entier, depuis Pinfini an-deswus du plan horiiontal 
jnaqn'à Vînfini au-demu. 

3|l. Enfin, on remarquera que tout plan tangent aox aorfaces qui nous occupent 
passant par deux élémenK (Gs,GV) , (K«, KV},ce plan a nécessairement pour trace liori- 
aontale une corde GK du cercle GKFM ; d'où il auit que le plan tangent coupe l'Iiyper- 
lNiloide,etqne«etieearftM,ooiRiaieoBfeiaiahdé|à(a47)f «itdanalA^^ m parties 

Si a. Exécution de Cépure. Nous avons supposé que le plan demandé 

était terminé par le plan horizontal VCf et par les plans verticaux AB» 

CD, parallèles à IS ; d'après cela il a pour projections, d'une part» le ■ 

rectangle ABCD , d'autre part , le parallélogramme A'IJ'C'D'. 

, La surface donnée est terminée aussi au plan horizontal B'C, et pour 

i5 
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R 90. qtt*«Ue soit feppéacn l ^e ooraptètement , nom «vous conUrait ( aoo) Ub 
deux JbnadiM {mac, éffaf)y (Fco, FW), de k méidieniM prin- 
cipale. 

A la simple inspection, on voit que le plan tangent (ABCD, A'BT/D') 
passe au-dessous et au-delà de toute la portion de surface située entre les 
élémens ( GH , G'H' ) , ( KP , K'F ) ; ainsi cette portion de surface doit 
étftt VM> Mof let parties où elk se cadie dle-^nème. 

SiS. En projectaon h<Mnsoatak, k a6ne oompriie entre ks cerdw 
(^rQHoR, ^o'), {vacht f/<f)t laquelle so projette sur k plan verticil 
en x'v'c'o' , cache celle qui est immédiatement au-dessous , en sorte quo 
les parties ( pQyj , /''v' v' ) , ( sttas , s' n'a! ) , des triangles ( G^K , G VK' ) , 
(jPH , /Fil'), se trouvent cachées : les élémens (GH, G'H'), (KP, K'P'), 
quoique situés dans le plan tangent, sont en conséquence ponctués de p 
«n a et de f en n. An-dehofs dn nctani^e ASCD , le pkn tangent ne 
cache plu tncnne partie de Iliyperbokide ; il est donc vn, sanf k 
pafftk cachée par k a6ne •n pÂî e m t «n oerek (mkA, <^c^) de k 
gorge 

D'après cela, une section hoi i/.ontale (j'tgd, j's')^ ^"^^ an-dessus 

de ce cercle , ne devra être ponctuée que suivant les pctit>> arcs qui tra- 
versent k triani^e «PH. Et si cette section est an-dessons dn ceide (micA, 
^<f)f comme celk {rkmbt r^n/), elle sera vue dans l'angle CaK et ao- 
dehors du rectangle ABCD. 

Pour le plan tangent , la partie GK de s» tnoe étant dans rintériear de 
l'hypcrboloïde , elle doit être ponctuée. 

'îi La projection verticale préseiitt ra moins de difliciiUé. D'abord 
toutes les parties de Tliyperboloïde situées au-deliors du prallélogramme 
A'B'GD' , ne seront pas cachées par le plan tangent , et prmi cdks qui 
se trouTent projetées dans ce parallélogramme, les portions comprises 
entre les ékmens (GH, G'H'), (KP, K'F) denontétre considérées ab- 
straction faite de ce plan , puisqu'elles sont en avant de sa sarface (i58). 

S'il s'agit donc du cercle r'ni' , il sera vu dans l'angle G's'K'; et s'il s'agit 
du cercle (rtgri, y'i^'), il ne sera caché par le plan tangent ( eu projec- 
tion verticale) que suivant l'arc zdg\v ; donc il sera vu de 7 ' en tv*. 

r«.«. Problème 7. Soient (AB, A'B'), (CD, CD'} hs ,Jeu.r dmites 

directrices d'an paraboioide hjperboliquc ; supitosons que Le plan vertical 
serve de plan dîneteur^ et te point (o, o' ) ajatit été pris arfùtrairement 
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sur im eU-ment (quelconque (MN, M'N') (*), propoSOm^Mm de mmitrui^ VL tni 
plan tangent par ce poàU* Vig^* 

Qa feoMfqMra qiie ia panboloSde hyperbolique étant susceptible d'être 
«agendre'e de deux manièMB par une droite (234), la surface donnée à un 
Meond ëiémcnt indéfini qui passe par le point (0, <>') , et que cet clément 
et l'élément fMN, M'N' ), étant eux-mêmes leurs tangentes (278), ils 
sont Tun et l'autre compris dans k plan tangent : d'où il suit que k pUa 
demandé est oelui que GM rfl^DMW détefnÎBfliit» 

Gonsiniîsoiis donc râëment de U aecoode gâtAnHitta iimiiinwwMitiirt 
p4Htit {o, tf'). Vwa eda nous meneroiis d*a])«ré «n pkai VQ ipÊnSHàè an 
plan directeur : il coupera les directrices (AB, ATî'), (C!D, CTy) en deux 
points (P, F), (Q, Q'^ , < t la droite (PQ , P'Q') sera un second élément 
de la prenrïièrc génération. Prenons les elémcns (MN, M'N') , (PQ, P'Q ), 
pour diriger la seconde généi-atrice. ISous savons (aaS) que le plan du*ec- 
teur de cette génération sera perafiUe MX denc prenièras dirvctricM* Si 
donc nous menons |Mr le point (o , o') les drmlef (06» ifb' ) , (oc , <fé), 
respectivement panHèles à (AB, A'B'), (CD, CD'), ces droites déter- 
mineront un plan parallèle au plan directeur de la sec onde génération; 
donc il contiendra l'élément clierdié. Mais le plan PQ conlierjt un point 
de cet élément, puisque ce même élément s'appuie .sur (PH, P'Q'); donc 
ce point est sur l'intersection du plan PQ et du plan que déterminent les 
droites {ohf o'b')^ (oc, ô'c'). De plus» il est évidemment le point oà se 
renomtrent cetle nutersection M Tâëment ( PQ > FQ^ )• 

Or, les droites (ob, cfV), (40c, oV) percent le plan boriaonbd en ^ et c; 
doBC bc est k trace rlti plan, pawMfele aux deux premières directrices, 
mené par le point (o, n'j. Menons parce point la droite (nf, o't'), parallèle 
à bc; elle percera le plan PQ en (t , t') : hc le perce en (r, /') ; donc la droite 
(rtf sera l'intersection du plan PQ et du plan mené par (o, o ) paral- 
fefetncnt aux deox premières directrices. Cette intersection coupe eu {y, v') 
rdi4m«it (FQ, donc le point (y, «0 ost oelni o& réUment cfa^ 

flU t»ucbe la droite ^Q, P'Q ) : doao«nfin «t MumA estladMÎte (oP»</fO» 
menée par les points (o, 0') et (t-, v'). 

Si par les droites ^liiN, M'M'), (of , o't^ on tekoB xax {^n, il sem donc 



n L'éléMBt (MN , M'X) • m |ii klSMiianit ooHwdt êsaaAe enta HsMiimiH tout 
à Yhtme rflfaNnt (PQ, FQ^). 
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W. ao. If) plan demandé. Pour ne pas compliquer la figure, nous nous abstien» 
droos de faii*u les couslructious uécessaii-es pour obteuir ses traces. 

5i6. Sxéattion de l'épure. On a rfipwMntrf la portion de sorCu» com- 
priae dans le trapèae ABDG. U est clair qu*dle est cntièienient vue en 
projection horizontale. Quant à la projection yerticide, il est évident que ' 
rélément (AC, A'C) étant en deçà de tous les autres, il est yu dans toute 
son étendue; et que tout autre élément P'Q' doit être ponctué depuis le 
point où il reucontrc Â'C, jus<{u'à celui où il touche le contour nixn de la 
projection du paraboloïde. 

Le problème soivant, où la même question est traitée d'une nuuûère plus 
glénérâle, contient des dëtaikqnenoos «Tont cru deToirëpÉi||ner aux gobh 
mençans. ' 

PI >• 317. PnoMi.imB 8. SoUnt (BH, bh), (D'il', le* deitx drciUê dirtctricen d'un 

^t- '• paraboloïde hyperltokncir (') . <•/ GG',jDg-^ leê trace* de ton plan directeur : imaginottê 
qu'on ait coupé Un directrices par un plan parallèle au plan C^G', gg ); qut par leê 
pointe itmtfneeÉàm (A, «) , (C, c)> m ait mmi ntémmt {AC,ae) du pamhohSde, et 
soit (K, i) un point de cet iUment : on demande le plan tangent en ce point. 

D'après ce qu'on vient de voir dans le problème précédeDtj le plan demandé sera 
celai des deui. élémeiis qui appartiennent aux deux générations de ]• nirfMiG donnée, et 
qni M croisent au point (K, k). 

3i8. Cfierclions donc rélénictit i\f la seconde génératioa qui pa»se par oc point. Pour 
cela , il faudra d'abord a^ir deux élémens de la première génération que l'un puiwe 
employer coniae direcirieef de la Noonde; miis noua avons déjà ménart donné 
(AC , ac) ; ainsi il ne nous en restera qu'un à construire. Déterminons celui qui passe par 
le i>oint (S, «) de la directrice donnée (BlI , bh). Cet élément sera dans le plan mené par 
le point (S, s) , parallèlement au plan directeur; il s'appuiera sur la seconde diieetrisB 
(B^B", lfK)\ donc pamra pn> 1» point «fc cette tecoiide directrice est coupée pur le 
plan mené par le point (S, «) paralUlement au plan directeur. D'après cela, on >a voir 
qu'il sera facile de le trouver. En effet, on coupera le pUn directeur (GG', gg) par deux 
plans verticaaz quelconques DE , DF ; en coortrura In droites d'intertnlioii (DE, de) , 
(DF, df) ; on mènera p«r le point (S, «) dei porallèlea (SU , •») , (ST, «0 à ces droites , 
et ces parallèles détermineront un plan panillMo au plan directeur. I.a première (SU, ««) 
percera le pian projetant li'H' de la seconde directrice au point (U, «); la deuxième 
(ST, *0 perce» ee ni^e plan en (T, #) s on mnenper les points » «t < le droite mt; 
die rencontrera ta éjection verticale h'b', de la deuxième directrice, au point f ; on 
metlra ce point en projection horizontale en V, et la droite (SV, ev) sera l'élémeat cher- 
ché : car il est cUir que la ligne (TU, tu) sera l'intenoctien dn plan VW et da phn 



(•) Ln Iciirrt B, h, R', h' etU, h, h,', h', lODI {ibcées «ar !%■!•» de monitre que Ici première* 
ttféeàeM an exuteiw* ialéneons des dinetricw, «tlw dsniltSS, an «UiéBilci •upcricam : ce «oM 
lis ioilîahs dts bom haue tl Amm*. 
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panllèla attflaii dinelsnr^ ifvk F«n vaitqM le poiat (T, p} iatmdm ce ]pl«n farattUtt Ff. u.- 
et comme Uectivr kieeeii^direelriee, il i^eiiMiit qa^il «ppertleBt l Ptfteent dmnibk' ^ 1. 

Donc, etc. 

CoanaÏMant mainteiMuil «lees Ûèmum (AC, oc) , (SV, tv) de la première gtoération, 
il ùnàn ka fnDdra powr directrices de la féconde, et ^bmhme l'élteent de «tte 

a(K»iide génération qui passf- par In point (K, i). 

Nous Doos rappelieront d'abord que le plan directeur de la cecoude génération est 
paralMe aux denz prem i ère » direetrioci (fts^, et wws en oondaroBS que m Fon mine 
par le point (K , Jt) les droites (KL , Ll) , (KM , Im) , respectirement parallèles aux dirco* ' 
triées Jonnécs (BH, bh) , (B'II', b'h'), le plan de ces droites sera parallèle au plan 
directeur de la seconde génération^ donc il contiendra l'élément à construire. Or, les 
droitee (KL, «)> (KM, An») paraMt k pin fNjetHit SV, de h diraeirioe (OT, m»), 
suirant les points (L, /), (M, m), qui appartiennent à l'intersection (MT, , ml) do 
plan projetant SV et du plan parallèle au plan directeur ; donc la droite C&IL, m/) con- 
tient le point oè Pélteentà oouiraira Apfwie enr (SV, mv); donc ce point a pour pro- 
jection verticale le point n; donc, si l'on détermine sa projection liorizootale H et qne 
l'on mène (KN , i-n] , cette drmte «m r^énent de In aeooade g^nlioa oonrespott- 
dant au point donné (K, t), 

319. L'éiéBMnt donné dé In première génération perœ «n P 1* phn horiaontil; Nié- 
ment construit (RN , in) perce le plan Tertical en X et le {dan hecÎMatala Q : donclea 
droites PQR^, XRY, M>x\t les traces du plan tangent demandé. 

320. Exécution de féjiurt. On s'est proposé de représenter la surface donnée, et l'on 
n ponr ceIndélenninéuBMHignaid BonhredeMeéUnenei IlaeoBttoMtangeneenpvo- 

îeelion liorirnntnlc à une courbe •Cj', qu'ils déterminent et qui est le contour de In pro- 
jection de la surface. £n pn^ection rerticale, ils toodient et déterminent nne autre 
oondM qui eat le oomtour de la projection yerticele. 

Ponr que In figure ne présente pas trop de confusion, on a supposé qvele pmbolmda ' 
était terminé, premièrement, au plan Lorisontal de projection-, secondement, au plan 
horisontal Z2,'; troisièmement enfin , an plan vertical ZZ', mené perpendiculairement à 
la ligne deteoe WW. Chaque éUmeat paraa la plan hor^ontalen mpeint, et la eaila 
des points df interteetion de tous les élénenefame nne courbe lAir,qni est la trace hori* 
tontale de la surface donnée, et que l'on a représentée soigneusement , ainsi que l'ioter- 
■eetion f^m de la même suriaoe et dn plan ZZ'. 11 est évident que cette dernière ligne 
i^ebtientdelaniénienianièn qnelatneelar, at qnH crt aiié da k» déeiim Pnna et 
l'autre, dii qu'<^ti c innaît un nombre siilTmnntd'éléaiens du paraboloide. Ceux de ces élé- 
ment qn^oA a représentés, et qui ne serrent pas à la solution du problème proposé, sont 
di sp oa és d'une nanttre régulière anr Icadein. projectioas de In mâboe dénué» Ce qui n 
été dit précédemment (3i8) suffit pour qi/on pniwe les construire. 

3îi. Pour avoir une épure qui serve en m^me temps k la construction du plan tangent 
demandé et à la représmtation iadle et claire d'un paraboioide hjrperbolique, nous avons 
fait «idiots particulier de deonéee, et nona nvnna caiplogré unaMdadagénéntiaiidana 
lequd on peut ae pasaer de plan d irecteur. 

Yoiei ce mode : loientM et M deux droîtea qnelei»qnei,et imagiiioa» qu'en fàm mo»* 



s 
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voir une troisiciue droite D &ui' M et , de laauière que la droite moliile avnnoe sur la 
droite il d'une distance m , lorsqu'elle avance sur la droite N d'une distance m : il e»l clair 
que toutes les positions de la droite D diviseront les directrices M cl N en parties propor- 
tiooiiellm; doue U turfaoe décrite lera de l'espèce <lef paraboloïdes hyperboliques (2i3). 
1*1. 41. 3a2. Ceci eulendu, soient M V et MP deux plans verticaux perpendiculaire entre eux ; et 
F>R >' gQ\{ la projection horizontale d'une droite perpeodicubire au plan MN , et consé- 
quemmeut parallèle au plan &IP. Prenons sur oetbe droite, que nous nouuncrons (AA',A', 
aa') , deux points quelconques (A, A', a), (A', A*, a); par ces points menons deux droites 
(BH, bh, Qf), (B'U', b'h\ ta') , dont les projcctiADs horizontales BH, U'il' fassent des angles 
é^auxavec les lignes de terreMN,MP,etdont les projections verticalcso/, (assoient paral- 
lèles : il s'ensuivra que les projections bh, b'h', de* mèmRs droites, seront également in- 
clinées sur MN- £Qlju, OMcnoos p«rp«udiculaireaie«t à MN une suite indéfinie de plans 
«quidistaus A'A", OC', KJE', 1"V, DL', '11% elr.. dont l'un passe par le point A" et l'autre 
par le point T } il est «vident que les droit«« (BU , bA^ aO , (B'H', b'/t, ta) , seront divi- 
sées par ocs plan» en uae infinité de parties égales (AC , A^C, ac), (CE, CL', ce) , (El , 
ET, et) , etc. , (TD, TD', td) , (DF, lyF, df) , (FK, F'K',/i.) , etc. Cela posé, joignons 
les points (A, A', o)j (T, T', /) , par la droite (AT, A'!*, at) ; puis le point (C, C, c) voisin 
de (A , A', a) , avec le point (D , D', d) voisin de (ï, T' 0 , par la droite (CD, C'0', cd) ; 
puis les points corresftondans (E, t', *) et (F,F',/) , (1 , 1', i) et (K, R', i), etc. : les 
droites oUenues (AT, AT, at) , (CD , CD', at) , (EF, E'F', ef), ÇIK, l'K', ii) , etc. , se- 
ront les élémens d'un paraliolûtde hyperbolique. £t comme elles se projettent sur MP sui- 
Tant des droites ai, cd, rf, etc. , qui divisent les parallèles at, ta , en parties égales; il s'en» 
suit que ces élémeus seront parallvWs au plan (^^G', G'R , gg), dont les traces GG', gg, 
sont perpendiculaires à MP, et la trace G'R parallèle ià at. 

323. On voit d'après cela qtM les élésnens de la première génération s'obtiennent avec 
une extrême facilité. On va moulrer qu'il en est de même de osas de la seconde. 

D'aliord le plan directeur de la seconde génération devant étf e parallèle aux deux pre- 
mières directrices (BH, bh, at) , (B'H', b'k', ta') , il aura ponr trace verticale sur le plan 
HP, une droite G'Q parallèle à af" et à a't ; et pour trace horizontale une droite GG' per- 
pendiculaire à AfP- D'un autre câlé, deux élérnens quelconques de la première génération 
peuvent servir de direoUices à la seconde (aaS); donc on peut prendre pour ces directrices 
les élémens (A l', AT, <u) et (A'T, AT, o'/'). Or, il suit de là que la seconde généra 
tion est symétrique de la première i oar les grandeurs qui lea déterminent l'une et l'autre, 
et dont voici le tablea» : 





i'* o£nkbation. 


a' OÉNiHATION. 


(GG-, G'a) 

(BH.^-A^o^') 

(B U', b'h', m') 


(GG', G'Q) 

(A T, AT', a't ) 

(AT, AT, al) 



sont symétriques pr rapport au plan vertical GG' ; donc le» élémens de l'une tle oc» gëuc- 
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rations ^obtîenneat par les mêmes conrtrwrtions que c<»ux dp l'aulrp. Ainsi, m menant PL ai. 
un plan ^i, paralUle au plan G'Q, ce plan coupera les directrices (AT, at), CA'T, aY) «• 
en den» point» (1 , , (K , .) , et k dfoitt (IK , FET, ^) am u «éneot de k iéooAda 
Uénération* 

374. Nous ferons rrmarquer on passant que si la droite est menée par le point x, 
ou la projection «/d'un civaient de la prcmicre génération rencontre la ligne G/ , l'élé- 
wM oUon O^fFr, et VeUiimeat (EF, tTE', «/), aerontriyttélrtqMtpiir raippon an 
phB GG'.De même de», élémcns (IK, FK', /F) , ^K, FE', (fO dos deint génération» 
seront sjmétriquc» par rapport au plan A'S. D'où Vin w>it que les élémens des deui gé- 
nuraiioD» août placés deux à de«x ^nétriqncatent par rapport ads plans GG', â'S, A 
que dianm de oe> plans divise p«r conséqveBt k pmlMloide «D d«m fMitiee ift0é> 
triques (*). 

Oi-, le» donnée* dont on vient d'exposer la construction, tout celles qui ont serri pour 
b figare i**. Ettes oui, coamie on foït , Vevanlage de représenter vn parebohnde hyper» Vif. 1. 
haliqne phoé régnlièremcnt par rapport aux deul plan» de projection, ainsi que celirfde 
sepwSter, avccheaucoup de facilité, à la détermination des élémensdes deux génération*. 

Nous emploierons ( ikUnc* du tUmm , lit>. J , ch. i") de lemblables donnée» dan» une 
^«ndesonkPM. 

Ss5i Four distinguer facilement les lignes vues des lignes cachées de Pépure , nous con- 
cevrons que la sLii-facc donnée soit divisée en partie» supérieure, inférieure, antérieureict 
po-térieure. La partie bU|H:ricure sera comprise entre les courbes de la surface dont les 
praieetiODS lioviKMttalas sont et I« portk infifirieure sem comprise entre «6tr 

Ht tuer. Enfin, le» parties antérieure et postérieure se IrnuArront féparéfs pnr îa IiL;nr f]ui 
i* yrairtte verticalement en CaI* pesé, toutes les lignes de la partie supérieure du 
peraMoide mbw* vat»en projectkw iMrinntak) lontaiedke^k pertie inMrk«M 
étant au-dessous dek partie supérieure, ne senmt met en pro)ecticM lionaontak qu'en 

dehors dr IVspace enfermé par les lignrs ofj,, ^^âi. Enfin , m projcclion vritiralr, tonte» 
lei lignes de la partie antérieure Miroat vues, et celles de la partie postérieure seront ca- 
diéas. Il sera fiieik de ftire li eliaqne ligne l'appliesitkn de ces principes. 

Le plan directenr donné (GG', gg) oonfe k paraboloïde suivant l'éténenl (OI , oi) , k 
partir iluquti rot (c; > urTjœ cesse d'être voe eo projection horisontale; parce qu'au-delà 
de ct:t ékmeot cUo se trouve au-dessous dn plan directeur. Cett par cette raison que la 
trace korîiontak 6fw de k snrfiMe donnée n^est pkineqaa jniqn'nn I. 

La trace horizontale GG' du plan directeur est ponctuée depuis le point I jusqu'à la 
droite ZZ*": parce <ju L'Ile se trnine, dans cette partie , au-dessous du paral>olouie. I-i trace 



(*) Let Iccicnrs qai ont cmdic l'Analjsc appliqua t h Gconrlriv d«s iro!i dimcniioni rrconnalironl 
qw In plans CiC , .\"S, tonl les plant diàaHrlraas priirtipan de la lurracc donnée; que Itùt lolcricCliM 
(GG'. A'i», <; ettrastdaoauaawfiMsa, ctfaal«|MfliaidRiiâqn« préssBMla 6^ a liaaDCflt uoi^giiaBlk 
> c« l« plan horiwiii mi pacsUM» t l'nada» i ik M ill sai rf ^iaiil rAuifmî h plan vawigj MW pawim»> 
felWnrpba diant'cral principal; le plan MF porpcndirnlairc k raie (GG', A'S, s) ; c| cafià, k ce que le» 
(U »m ôt» àtn R<iM<nitioOT (BH, AA, <rO tl (BIT, L'h', la), (A"!, AT, a'O ci (AT, AT', ««), qai 
ont été choMi* pour direcirisM^saM icbqw Icim yraÏNiionB SUT MP fanowi mm pBisMi(«Mns «MtV 
«loai It ceauc m en s. 
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Pl. ai. mticalc^%du mâinepUD,ii'eUémliemaieiitiwqtt'aa^UMirade Upfojcetiondekiui- 
■■ face doonce. 

Qncot an plan danamlé (PQR , RY) , on a suppoté qu'il tfasiatah pat dans l'eapaœ , et 

on a indiqué ses traces en ligne* mixtes (55). Tout antoe hjpodww condaivaH k des par- 
ties mes et cacbéei que nona avoDa voulu ériter. 

>a. 526. Problème 9. On donne les tmis droites (AB, A'B'), (CD, CTT), 
(EF, ET'), (ihvctrices d'un hjrperboloïde à une nappe, et Fon demande , 
i". rélénient (mn, m'n') qui passe par un point (m, m') de l'une des direc- 
trices données ; a°. le plan (QR, ST) tancent à L'hjrperboloide en un point 
(P, P ) de l'élément {nuit m't^. 
Ponr avcnr YHéscuaat demandé , nom appliquerons le procédé exposé 
337; et si nom remarquons, d'une part, que la surface conique auxi- 
liaire qui a pour sommet le point (m, m') , et pour base la deuxième direc- 
tricf (CD, CD'), est une surface plane ; d'autre j>art, que la surface proje- 
tante de la li*oisième directrice n'est autre chose qu'uu plan vertical \B, 
le!» constructions à faire se réduiront aux suivantes. On prendra , sur b 
droite (CD, CD'), deux points quelconques (a, a'), (c, c")} on mènera par 
ces points, et par le point (m, mOt les droites (ma, m*e^), (me, mV); eÛes 
perceront le pbn vertical AB en deux points (e, e'), (t, i*), et ces points 
snffirontponr déterminer rintei-scction [ci , c'i') du plan projetant AB avtx* le 
plan mené par la direcliice (CD, CD') et par le point (m, m). La projection 
verticale e'/', de cette intersection, coupera la projection verticale A B , de 
la directrice (AB, AD'), eu un point ii% dont on dédnin le point et en- 
suite l'élément cherdié (put, m'n'). 

537. S<nt donc(P, F) le point de cet élément par le^pel il s'agit de mener 
un plan tangent à Th^ perboloide. La sorfroe donnée étant susceptible d être 
engendrée de deux manières par le mouvement d'une ligne droite (228) , 
il pas(>era par le point (P, P')deux éléniens de cette surface compris dans le 
plan tangent demandé (279). Or, (m«, m'n') est l'un de ces élénieus; doue, 
si nous construisons rélénent de la seconde géoération oorre^Mnidant au 
point (P, P'), nous aurons deux droites qui détennineront le plan tangent 
dwrché. 

Mais pour construire un élément de la seconde génération , il faut d'al>ord 
connaître trois éléniens de la première; prenons donc sur la directrice 
(EF, E'F'), deux points quelcoïKiues (/>, //), (r, et menons par ces 
points, au moyeu du procédé employé plus haut, les élémens (pq^ p'*l')> 
(rr, r'y), qui avec l'élément (mn, m'n') pourront servir de directrices à la 
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seconde génrfndon. Eo menant par le point (P, F) une droite ÇPL, VU), Fi- m. 

les tondie tontes les trois , cette droite sera Télément de la seconde gé- 
nération qall s'agissait d'obtenir, et le pbn cherdië sera celui des deux 

lignes (mn, m'n'), (PL, FI/). 

538. Si l'on veut avoir ses traces, on remarquera que l'élément [mn, m'n') 
perce le plan horizontal en Q et le plan vertical en T; ou prendra sur 
(PL, P'LÔ un point quelconque (N, N'); on menera par ce point la droite 
«nxiliaire ^iR, parallèle à (mn, m'/i'); elle sera dans'le plan de- 

mandé, ainsi les traces R et S de (NR, N'R') appartiendront à celles de ce 
plan : donc enfin, (QR, ST) sera le plan ( lierché. 

Si rclt'riitiit (PI>, P'Ii') ne perçait pas les plans de projection en dehors 
du cadre, ou n'aurait pas recours à la droite auxiliaire (^R, KTl'), parce 
qu'on obtiendrait immédiatement les traces de (PL, VIJ) , et qu'on en dé- 
duirait les traces QR, ST. 

• Cette droite auxiliaire (NR, N'R') a été' choisie de manière à percer les 
plans de projection suivant deux points R et S, situé'^ tons les deux dans 
l'intérieur du cadre ; mais il résulte de là que les deux points R et Q sont 
trop voisins l'un de 1 autre pour que le tracé de la ligne RQ soit bien exact. 
Pour obvier à cet inotmTénieut , on a mené par le point (U , L') , de (PL , 
FLO , une droite (UV, CfV) parallèle à (mn, mltil)i on a déterminé le point 
y où elle perce le plan horizontal, et comme ce point doit être sur la 
droite RQ, on a pu mener cette droite avec exactitude. 

329. Execution de ft'pnre. Nous n'avons pas représenté en lignes pleines 
les traces du plan demandé, parce qu'il aurait fallu, pour connaître les par- 
ties Tues et cadiécs des directrices, entrer dans quelques détails que le lec-r 
teur suppléera aisément. Pour éviter aussi des redierches étrangères k notre 
oljet, nous nous sommes dispensé de roprésontcr la surface donnée. 

Nous verrons plus loin (536) que si l'on donnait le point de contact par 
sa projection horizontale P, il serait aisé de déduire, des trois directrices 
ilonnées, la projection verticale P' de ce point, et l'élément corrrespondant 
{nui, m'n'). 

• 33o. PmomtàmB 10. Utu turfacê gauejuj dont la génératrice tst contUunmentparatUle 
àun nUnu plan j éimU domtiê «Me ta pn^ÊClion hofiamUalt tfwM dS» «m poiiOt^ on <£c 
mande U plan tangrnt à celle surface en ce point. 

■ Prenons pour plan verticsl de projection le plan parallèlement auquel se meut la droite 
gMratri«e de la sQrftoe dovote, et Mieit (aef, a'c f) ^ (gim , g'tm')t la dcaz eoerbes di- H. «3. 
rectrioes de cette lurface, et M b projection horbontole da fiomt par bqodl il i^n^lde 
mener le plan taoBentéeaaiMlé. 
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Pl. «1. Mous in«««roai uae suite de pbn* ag, bh ici. . . . , parsllèlei au pba vtrtiail de pro- 
jMlHMi; ib«Hip«ontl«di>«etrk«i«mf«klMFaiili («»«t(r,/}, «t (A, AT), 

(«, c') ei (», 0 elc-, nous mciicrx>n« par ces pointi des droites {ag, a g'), {bh, l/h*}, 
(««i«'*)t etc., et ces droites seront évidcDuneot des élénoM de la suttaoe gauche. 

CifM élémeps obteniu , en mènera par le point M une droite quelconque nM< ; <m con- 
cevra par cette droite un plan vertical , et l'on déterminera les points (n , n*), (o , o') , 
(p,p'), etc.j suivant lesquels i! ctiuper;i les élt'Tneni repr<»entc$. Par ees points, on fera, 
passer une courbe (/iMs, n'o'p'^'r » ) , qui sera évidenuaetit l'intersection de la surJaee 
gauche et do pTan wtieel iiM«. BCiif b |HH«lde oooUet dienM eil i b ftU mrk 
donnée et dans le plan nMs ; donc il « $a projection verticale iwr n'o'p'q'r'a' : donc li l'on 
mène par le point M une droite MM'^pwpeudiculaire à la ligne de terre, «Ue «ouper» b 
conrfae nôp'qr'i en nn point H' qni aera la projecUon wUcebonrceipondintMni peint 

iUmnû M. 

33 1 . Ouinaissant le point de contact [JA , M') , noxw mènerons par ce point un plan pa- 
rallèle au plan vertical de proicctioB) il ooupera les direolrioes suivant denr pointa 
(A, A'}, (B, BT), et fl ert cbir qu'en menait per cet poinU b dtmte (AB» A'IT), cet*» 
dfoite , aera un élément entièrement contenn dans b plm tWBgmt d w>nd< , çer «il 4b- 
ment passera par b point de contact (M , M') 

33a. U i^agira d«nc maintenant de conctrnire parmi tou be pbm qui peneat par 1* 
droite (AB , A'B^, celni qui est tangent en (H, M'} à b «orboe donnée. Qf, noneenionn. 
pour cela recours à un paraboloïtle hyperbolique auxiliaire. 

flous meœfons par les points (A, A), (B, IT), des droites (\C, A'C),(BD,B'iy),tan- 
ganlee m» daeetriam données (oc/, •'*'/'), (giMf^tm'), et nona imigberane q«*Mi» 
^ite , toujours perallèb eu pbn vertio^ de prgiMtim, se meuve sur ces tanf enlM : il est 
cbir qu'elle engendrera danj son mouvement un paraboloide hyperbolique pasmnt par 
rélément (AB , A'B^; et je dis que ce paraboluule et U snHa«e gaudie générale se tou- 
dieront tout le long de cet âtamt* En eiei, b oowIm (cef, et b dioile (AC» A'C) 
ont un élément linéaire commun entre elfes -, la aourbe C^'' ", i^''^"') ' ' droite (BD, B'D*) 
ont ausai un élément linéaire eommun entre elles ; donc , pendant que la génératrice se 
«Mit mt \m Ûimum Undetwe joBniment petits (A, A ) ^ (B, Vy, U petke aenn qiMb 
«qgradre appmtient ausai bien à b mikm gwohft jUnÉrob qiHfra paraMoïde; donc e» 
deux surfaces se touchent suivant cette petite zone : doncenfin tout plan tangent à l'mw 
de cet surfaces , suivant un point de l'olj-qient (Afi, A'A) i ost auisi tangent à l'autre. 

n tait deb que pour avoir b pl«a hugent dnnendé, 3 tnDn de mener per b point 
(M , M') un plan tangent au paraboloïdc hyperbolique : ce qui est un preUèine fne nonr * 
savons résoudre (3i5) et auquel il serait superflu de nous arrêter ici. 

333. i^epbAdirei^tenr étant cboiMi oomme «ouftVawMWf^poeé, ponr |lnn iWlSottdt 
pnjiefilioQ »«• pourrait, m d le pnmer de «watmim b Usnn «V/tV*^» P*"*" banwln 

projection Tcrticalc .^i' du point (>î , M') ; car le point M étant donné, le plan A'B, qui 

m^i w il i'ùiéweat 4« U f Ufb«« sur bfiflt (U^M) » l'enauit néecsonuemenit , «tt élé- 
«ea« a'eamit ««M«i,« ?on en «idqit nWnnrt bpeb* (M , MX 

Il n'en aeraU pas aùisl dans b «as où lo pb« dvQQte«r eo aeRMl p» p*nilMa i fm àm> 
plaM de protection. On serait alon obligé de «oItm b m ii yhn fne mm umb» dPWhT^? 
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la ooastrooUon det élémenc serait un pou {léniUe : mais ia solution serait d'ailleurs ofaso- Pl. »3. 

334. lise pourrait qoelea àea% tafigante» ol>tenues (A.C, A'C'),(BD, B'D'), fossettt 
«lao» le mèa»e plan ^ dans œ cat > le parabol«ï<l« hypOTbol^uft amiliairtf qni lervirait k 
résoudre la (juetliMi prepeaéc, acvait une surface platw, d mMo iwrfiMie i^réaent«rait ia 
VfopriMde t—diar le {Mrabeloïd* tovt I« loa^ de réitotnt (AB , A'B ). lJ»apti»«al*, 
eo faisant tourner an plan autnar de cet élément , il ne serait f an|(;«iit à la surface gauelie 
que dam une seule de aea poettioiM, mai* tout Je long de C^B , A'B') , oe qai fait exception 
■aox propositions générales èm.tf»^ fb Sift. Pow i^expliqiMBr oatt» inifteafdritA, 9 
■uffira de remarquer qu'en supposwt que laa dtoitet (AC » k'G) » (BD, B'D') aoieot dhna 
un même plan , on admet nécessairement que la petite ton» eoilimane an paral>o1oïr!e 
et à la surface gauciic générale soit composée d'élémena eonaécntifs aiiaés daoa oe même 
filMi,<n,€»qâl w i — t aa m >ip ^ g— hrgwfae» dené» ma | « émlU , Mhwntl'âé» 
SBcat singulier ( AB , A'B') , lat pro|»riété qui sert n fléfinir les sarfoccs gnuches , et qui , 
coaune on «ait 0*i4) > ^n'tnginéral, deiu élénent cotée ut ifi de ces twfMea ne sont pat 
dna «mnêmaplitt. 

335. ExéciUknd« fifttn. Poar qne la figure soit Lien- intellîgilt'e, on s'est borné à 
représenter la partie de la surface donnée comprise entre les directrices et les éicmens 
iflgi o'g'^t if"* ^ décrit sur le plan Tertical le contour unxy do la projection de 
cetU mmÊM», <l g«a n awtfyié éh f&taHm ii n lea ^liHlei Jat tiémeaeeortptfini» <B(tw 
ce contour et ta projection a g, de l'élément autéricnr {qg, ag'^ , parce qne cet yartÎM 
«ont cachées par la portion de la surface à laquelle appartient le p^iiit {a , a). 

Il est facile de sec«nd(«nisoitdel« pOtaehHtiott des aalfts lignes de Vépvkré. 

336. pAOBl^ma 11. Z«a troitdinetricmtttuie êurfaee gauche étant donnè«» , avtc la 
prtjftction d'Hit dm p<tlnàt é» eeUt êur/ace , on dtmande U plan tanggn* tn et poùU à Im 
0Uffac« donnée. 

Soier t [ahcd, n'ù'c'J') , (efgh , e'fg h'}, {iàlm , i't' ^/n') , les tfoi* dUestrio» d» k aOT- p|. j j. 
face g^ucbe, et M la projection horisontale du point de contaab 

NowomnMBMrou par efandhir la pioj o a l i— f Twtidated» «• poîM« Boor oeh , noua 
coostruirom, par le procédé qui a étéindiqpiAHrM^, plusieurs clcuicus {(ui,a«'i), (b/l^ 
^'f^')) (<¥^;<^y^) >elc : ensuite nous BencroD»pu le point M un pkin vertical quel- 
conque nM : il coupera la surface attirant une courbe (im^i n'o'p^'), facile à déterminer , , 
^tMrhqiiénn mtn aimmiinMit l>p<iiit.d»nttiliiOt iêak b piajwtian InnMattleeat 

en M. SLiis la projection Tcrticale de ce point est la droite MM^AM^e par le point M 
fKrpandipulairaBMnt à 1» li§na de- terre }.doBA «Us est à l'îalWMBtîon AT des lignei 
i»V/>V et mS i. dono. b poial: d« vn^mâ. d» i^m tMgnrt- d«Mad< ert lè point 
01.10. 

L'élément oorrcgpoadant à ce point sora faicîle îk construire; car si l'on imagine un 
«&nc doni.(Jd,MI) aeitleeManiet,.etqui ait pdttrbaae la directrice {tjghf '•'ff^K'^j « 
«êM. «M9M. TnmiTffwiiiTr- " r^' Çr'-" dV^4Ui^»^ iVrwi), ^^ ém. 
poiato (A, K), (Ç, (T), da VSinmX à>etthé (ABKC, AVlTOV lMpdi le itttf 

16.. 
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Pl. 9{. 337 On |>ourrail encore ublenir le point M', et l'élémeat CorreBpoudaat au point de 
contact , 01 iabctitiiant 1m construetiont nrivautet i ealb* q«e l'on Tient d'expoier. Ima- 

f^îmms qu'une surface paucV.c ait pour directrices la verticale M et deux des droites liirào- 
Iriocs de la surface donnée, par exemple {eh , eh') , {im, /m'); celte surfaee coupera fe 
c)'lindrcaAoaf saîvailt line eoarlie qu'il sera aisé de Gonstrnhre, et qui donnera le point 
iFintcrsection de la surface auxiliaire et de la dircctrim'((adftftl}, Or,aaaMBailt par ce 
point un élément de cette demirrc surface, cet élément iouchcra lout-i-la-fois les quatre 
lignes {ad, aJ ),{eh, eh'), (M, MM') et (im, £m')\ il sera par conséquent l'élémeat cher- 
clié (AC , A'C), et le point de oontiot (M jê) ifmagtXfn. 

338. Connaissant le point (M , M') et l'élément (AC, A'C) , on mènera pftr les pointa 
(A,A'),(B B'), (0,0), le» droites (AD. A'D'),(BE, BE), (CF, C F") , tangentes aux 
trois directrices données; on imaginera qu'une nouvelle droite se meure sur ces trois 
droites, die engendrera un liyperboloîde à une nappe» et fe dia4|«e cet hyperimloide sera 
tan};enl à la surfure (liiimi- 1 i it le lonj: de l'élément (AC, A'C). En effet, les directrices 
ilroite9,et les directrices courbes correspondantes, ontde petits élémens linéaires communs 
entre èHes; donc , pendant qw h génératrice ae aient sur ces petits élémens, la portion de 
sttiriace' infinimcni étroite qu'elle engendre est commune à Fhperboloïde et à la snrftœ 
donnée : donc tout plan tangent à l'une de ces snriiwes« wiTant on point de l'éléaa«nt 
(AC, A'C) , est aussi tangent à l'autre. 

lisnitdelà qoe poor cfoir le plan langent dtfmiadé, Qiiea'^nqMdemeiMrpar le 
point (M,!^l') u n plan Uugentà FhyperitohMMe; Non» reat erma a pour eda au proMèwe 9 
qui précèile (326). 

339. Siks trois tangetttM (AD, A'!/), (DE, B E'), ( CF, CT), se trouraient dans un 
même plan, l'iiyperboloïde auxiliaire ne serait autre clKMeqa'qneeorfteeplane^ tangente 

à la surface ilonuix tout le luni; <!e l'élément (AC. A'C), et Cet âéOMttt aérait noe ligne 

singulière, analogue à celle dont il a été question n" 334- 

3 )0. Prodlèxe gëhébjl. Etant donné* une $wrfi»ê fudeim^m9i an d»9n pomlt, 

trouver le plan tangent à cett* surface en c* point. . . . 

Vèt hè point donné on mènera dans plane qni aonpeMtIa sarfiMe damiéèb ^ déteminera 
leare intersection', .ncc cette surface, on mènera par le même point, et par le prooédé que 
nous verrons n" ^(ki , des tangentes à cet sections, elle plan déterminé percée t-Htgi fn tft 
sera le plan clicrclié (i43)> 

Si lepoint donné était on point iraltiple, lesdenx plans amdiiaires deBoeraient, ponr 
cliaquc nappe de surface palliant par ce point , deux sections et deux tangentes, et ces tan- 
gentes détermineraient le plan tangent k celte nappe. Il faudrait seulement airoir aoio de 
ne paaooBfbndrelestangeikleelaMiiappecveeceOetd'mieanlreDapp» 

341. La longueur des oomtruclions qu'exige cette solatioB la rend k peu fJ^fwpiali 
cable : mais elle peut être simplifiée toutes les fois qu'on peut mener sur la surface donnée, 
et par le point donné , une ou deux courbes dont on sache construire factlemaat les tan- 
genteet paMeqo^oa eabstitMeoBBoauAteaiii MetioneaiBiUdmdeeitU 
En voici des exemples. 

Ordinairement, on sait mener dea tangenlM k la géoératriee d'jtm Mr&c»; «n aanaat 
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donc par le point donné la position correspondante de cette gcuiratricc, on n'aura plus 

Or, lorsqu'une génération est donnée par une seule directrice, îa surface a presque 
toujours une seconde génération simple, dans laquelle la directrice pi-imitiii'e devient une 
génénftrke coaistante ou variaUe de fèrae, et mobile par rapport k une on plnaienre 
positions de la première génératrice devenues des dircotrioes. On peut donc, au taojeik 
de cette double gc-niTalion , olilrnir deux courbes passant par un poiiit coiiiiu de la sur- 
face; et le pian tangent en ce point devant pa«er par lestangentesà cescourLc&(i47), il se 
trouve délOTniné sans le leoovn deo notions planes ansilieireOi 

343. Ces simplificetions de la solution générale s'appliquent aux cvtindres, nux ci^nes 
et aux surfaces de révolution. En eSet, une surfiM» cgrlindi'iqve peut également être en- 
gendrée par sa génératrice , mobile parallèlement 1 e11fr>intei0 ivla directrice , ou par 
eetla directrice, constante de forme, et m mouvrinent le long d'une position de la 
prcTuière génératrice, de manière que se» difrt'mis jioiiits parcourrnl dim> le même 
temps des espaces ^ux , c'est-à-dire parallèlement à elle même. Un cône peut de même 
être prodvit par le monvenient de te direelriee, molnle suis tonmer tnr un de ses 
élénicns, pourvu qoî'eBe varie do grandeur, m restant semblable i elle même, propor- 
tionnellement h Pespace parcouru. ( / oye* la Note 5.) Enfin, une surface de révolution, 
qtTon peut considérer comme produite par une courbe mobilesur un œrde et assujettie 
i rester toojoiDn placée de la même bçonper rapport! ce cnde, est ansd susoeptiUe 

d*ane Mitre pr-iirration , dans laquelle le eerele directeur se meut |i(ir:iI!Memcnt à lui- 
même, en variant derajon, et en s'appujant sur trois positions de la première généra» 
triœ. Or, danstons ces cas, on peut mener par le point de'oonlaot donné, i* nne position 
de la génératrice de la première génération; 2' une des podtiolis qu'occupe la directrice 
daiu In ïiecondc généi ation , et le plan tangent s'ensuit, par un procédé qui ce diâ^ro pos, 
au fond, de ceux que nous avons précédemment exposés. 

343. Le mimeprooédé sert 1 mener des plans tangens k beanoonp dtetres genres de 
surfaces; maison ne peut l'appliquer ni aux surfaces gaucbcs, ni aux enveloppes. On 
Terra , dans le G>mplément (697), une résolution grapLIque très générale du proiilème du 
plan tangent aux premières de ces surfaces; et quant aux dernières, il est visible que 
pnisqiffdlea eont toodiées en Ions len r a points par ïenre e mehf p é M , la recherdie dn plan 
tangent , en un point d'une en relopp* 1 eéramiÎM i odledn plan tangicntau même poînti 
l'enveloppée corret^ndaote. . , 

D^aprèi oeh,nMSBrfiM9e donnée étant cylindrique, conique, de iéipolniion,gauc1ieon 
envdoppe, cnest-à-dire «ne des sarAees examinées Livre II,leprolilè)Mg|iaéi-sl propesé 
pown toojonn élin résoin pair des mofjmu direct» 
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CHAPITRE II. 

Des plans tangens menés par un point donné au dehon d'une 

sur/ace, 

Koos allons nous donner un point, et successivenient une gurfisce cylin- 
drique, oonique, de rëvolation, etc» t ^ construire dans diaque cas le plan 
tangent de la sar&oe |»anaiit par le point doonë. 

H ai 544- Problème i" . Par wr point Ç^li , , donné au-dchors dwie mir^ 
i-V Ja^e cjUndrique connue, mener un plan Uin^ent à cette surface. 

Tout plan tangent k wn« sniÊMse c jlindri<|ie pane par un âëmeiit de oelte 
surface (279); donc si Ton mène par le point donné une paiallMc à U gé* 
nératnce de la surface donnée, celle- pflfalMe seoft tout entière compriae 

dans le ])1an tangent demandé. 

Soit donc abc la trace horizontale de la surface donnée, et (MN, M'N'), 
la droite parallèlenient à laquelle se ment sa g^oéralrice; nous mènerons , 
par le point (A, AO, la ligne (CÀB, G'A'B'), parallèle à BTET); cette 
droit* pefccva le pîaa Horizontal au point B,. et d nous menons la droite 
Brt tangente en « à la trace abc , je dis que le plan qui passera par cette tan- 
gente et par le point (A, A ) sera le plan demandé. En effet, car la droite 
(AB, A'ii ) étant parallèle aux ëlémens de la surface-, ce pkm contiendra l'é- 
lément (m, a i"), mené par le point (a , a') où se tondtent la tangente Iki et 
la trace tÀc\ donc ce même ]^n tou^m br snr&ce donnée m (a, d), et 
par conséquent (381) tout lehng de rélànont((»'a doncil aenle jdan 
lan g en t cherché. 

Connaissant la trace de ce plan, et un point (A, A'), par leqnel il 
passe , on en déduira aisément sa trace verticale ; d'ailleurs cette trace passe 
nécessairement par les points (C, Q!) et (/, 1), o& les droites (AB, A'B'), 
{a i,ai), percent le plan vertical : donc le plan (àB, Ct) est le plan tangent 
demandé. 

545. U est clair que ce proUème aura aatmt de solutions qull jr aara de 
tang^tes à la cottxl>e abc menées par le point B. Dans la figure, abc est un 
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ceidfty *am, dam k cas pris pour enmple, k problème proposé a-t-il 
dflas solotioatfdoot aaewakaMita Mcoostraile. F**-*- 

546, £'«itfetttfMidislV$Mif«. Ltff^lmdn àoiintf«flti«ptëB6iittëp«rMBtnMies 
et par les ëlémem qai aervent de contours à l'une et à Ymire dé ses étwt 
projections. Ce cylindre est entièrement caché par le plan tangent demandé 

(rtB, CY); donc toutes les lignes qui lui appartiennent, liors IVlément de 
contact (ai, cîi), qui est dans le plan tangent, doivent être indiquées par 
des points. Quant aux droites oB, CT, ai, a!i\ elles sont évidemment 
tucs^ ainn que UN et BfN'i elles sont par conséqaent indignées en lignes 
ideines* 

547. PsùBLÈMS a. Pmr un point (A, A') doÊmi tm-dehsn <fun cône ng. 
domi le sommet esi(^, et AÎu la trace boriaornltile ett la courie abc , 

mener un plan tangent à ce cône» 

Tout plan tangent à une surfiioe conique devant passer par un des élé> 
mens dé cette surface (379)', il contient nécessairement son sommet; donc le 
plan denundé passera par la droite (AS, A'S') : donc la trace liorizontale 
* de ce plan passera par le point B, et sa trace rerticale par le point C. 

Menons par le point B la tangente oB à la trace abc; Je dis que le plan 
«{ne détaminera fe point (A, et la droite àB sera le plan demandd. £11 
effet, ce plan contiendra l'élément (fAp e^Sf), correspondant an point de 
contact (rt, a') de la trace abc et de la tangente «B; donc il sera fangent en 
(a, a'), et par conséquent (287) tout le long de l'élément {tid, a'd), à le 
surface du cône donné : donc il sera le plan tangent cherché. 

La trace verticale de ce plan passera évidemment par ks points C et ef, 
oè leadtoites (AS, A'S'), (aS, a'S'), percent le plan vertical ; ainsi les traces 
dn pian deaMdé seront fcs draîlei «BD et Af (7. On aah d*«aim 
qui n M dit précédernnwnt (igo)» qnek tnee IktC aen tangent» êtLtfk 
k trace verticale du oàne. 

D est clair que si l'on mène par le point B une seconde tangente • k 
trace abc, elle déterminera une deuiièn>c solution du problème proposé. 

348. Exécution de l'éimn. Le cylindre dotuié est represerrté par se» 
Iwwee , par les âéniens qui seront de contours à ses deux projections, par 
son enmnet» et par rëKment de eonUci {cM, tfVdT). La nappe kiMe«m 
est, par rapport aux deux i^nnde|ircjeelid»i ddtrièiii^o»aOn*k^bn.tlii<' 
gent ; donc les l^es qni lai appartwnocnt, bors k dkeite(eS^ dfS) qin «M 
dans ce plan, doivent étcr ponehiéce. <^nBt à k sa]^lW tnpdi^aM/elkesl 
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aunlessiis et en avaat da plan tangent , par rapport aux deux plans de pro- 
jection ; ainsi la détermination dés pûties pleines et ponctuées do cette 
napjM: se fera de la même manière qne si elle était isolée dans Tespace 
(186—191), 

549* PsOBLÈXB S. Par un ptmtt donné tut-d^ùn étune surface sphâ» 
tique, mena' un plan tangent à cette sur/ace. 

Concevons qu'on ait trouvé le plan demandé, supposons-le solide, niusi 
f]ne la s])licrc donnée, et imaginons qu'on le fasse rouler sur cette sphcre, 
sans qu il cesse de passer par le poiut donné; il est évideut que le plan mo- 
bile satttfiera dans toutes ses positions au problème proposé : donc le nombre 
de solutions de ce problème est infini. 

Considérons deux positions consécutives du plan molnle ; dies se coupe- 
ront suivant une droite qui sera la caractéristique d'un cône ayant pour 
sommet le point donne, oirconsciit à la splièi-e doiint-e, et toiicliant cette 
sphère suivant une ligne particulière, qui est le lieu des points de contact 
des diverses positions du plan mobile, et qu'on appelle la ij^ue de contact 
ou coûtée de contact du Ô5ne droonscrit et de la sphère donnée. Or, il est 
(^air que tout plan tangent è la q»hère , en un des points de cette ligne» sa- 
tisfàit au pmblème proposé} d'où l'on voit que la courbe de contact en 
question est une espèce de lien qui réunit les solutions de ce problème, et 
qui fournit le moyeu d'en avoir luie quelconque g voloutc. D'après cela, il 
conviendra de savoir construire cette courbe. 

55o. Pour la déterminer , ou mènera par le point M une suite de 
plans verticaux ; chacun de ces plans couperfi la sphère donnée suivant 
un cerde; on mènera par le point.Sf deni( tan^t^ k oq cercle; on 
déterminera les points de contact de ces tangentes, et par ces poiiits on 
mènera nue courbe qui sent évidemment la courbe iie contact cherchée. 

11 est fiicilc de prouver que cette courbe sera circulaire ; en effet , les 
données qui la déterminent consistent en un point M , et en une sphère 
connue : or , concevons par le centre C de la sphère et par ce même 
point INI, une ligue droite MC; les données se trouveront diqtoaées de la 
même manière tout autour de cette droite : donc la combe de contact 
aura tous ses points disposés aussi de la même manière autour de la 
droite !MC. Mais il n'y a qu'un cercle qui puisse satisfaire à cette condi- 
tion ; donc le lieu des points de contact de la splièrc et des plans qu^ 
réâolvctit le problunic proposé est une ligue circulaire. 
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• Koos ii*â|iplM|iienMti8 à aucun, exemple les coiùtnictions que nous Te- 
nons dlndiqoer; les pcoblèmes <iHsprès les feront suffisamment oonnaitre. 

55 1. FjtOJtLÈMX 4* ^ point donné hors dune turfitee de rém- 
bition , mener un plan tangent à cette surface. 

Par !e point donné, que nous nommerons M, menons uu plan auxi- 
Kaire P, coupant la surface doauée, et construisons son interscclion (p 
avec cette suiface. On poum mener des tangentes à cette courbe ; car 
ces tangentes ne seront autre cliOBe (i5a) que les intersections du ^pkn P 
et des plans tangens à la sorfiioe de rérolutîon » mena par des points 
donuÀ de cette sur&ce, plans tangens que Ton sait construire (29?.). 
Donc on pourra , par le procédé exposé n* 131 , mener par le point M, 
silué au dehors de la section (p, une tangente à celle seclion, et obtenir 
le point de contact C de cette tangente. Concevons qu'on mène par ce 
|Knnt C un |d«n tangent à la surface de rérdntîon, ce plan contiendra 
k tangente MC; donc il contiendra le point M : donc il satisfera au pro- 
blème proposé* Or, comme il y a une infinité de plans comme le plan P, 
Je problème aura en géiu-ral un nombre infini de solutions. 

55a. Si l'on suppose qu'un des plans qui résolvent ce problème tourne 
autour de la surface de révolution , sans cesser de la toucher et sans ces- 
ser de passer par ic point M, il engendrera une enveloppe conique , ayant 
pour sommet le point M, circonscrite à la snrftoe donnée , et touchant 
«cette sor&ce suivant une ligne* qui est le lieu d^ toutes les positions 
que le point do contact C aura occupées dans le mouvement du plan tan- 
gent, et qu'on appelle ligne ou courbe de contact de la surface donnée 
et du cône circonscrit. £t comme tout plan tangent eu un des points de 
«ette courbe, k la sôr&oe de rérolution, résout le prd>lème proposé , on 
voit qu'elle sert de lien aux solutions de ce problème, et que, pour le ré- 
soudre le plus complètement possible , il convient de la construire. 

Comme les opérations à faire pour cela sont d'une grande inqportanoe, 
nous allons en iaire l'objet d'un problème séparé. 

55*5 . Problème 5. Étant donnée la surface de révolution n. «i. 
n"), (XY, l'C/j'EH)} et un point ÇSi, N), on demande la courbe de 
contact de cette surface et du cône circonscrit qui aurait pour sommet 
le point, (M, A> 

Pour résondre ce problème, nous rappellerons qu'on peut considérer 
Ja snrÛM» donnée, quelle qu'dle soit, conne TeuTeloppe d'un cône mo- 

»7 
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^' Wlc, d'une spliôrc mobile o» d'an cylindre raobila (269— -aji), cf nou8>^ 
uons dcrmaderons fcs p«M>ts dfe 1» co%irbe cherchée situes sur xnie ca— 
raclcristiquc donnée. A cette caractéristique il correspoudra uuc envelop- 
pée ; cette enveloppée sera touchée par un côn& dceoDscrit^ ajaut peur 
sommet le point (M, N), aoiTânt des lignes jjarticnlièfeci il «eia ÊKilorde 
déterminer les- points de la caractéristu^ qui apfartiejDdront k ces ligpes^ 
et ces points seront évidemment les points demandés; car les |)]mk taor- 
^cns à rcnvcloppcc, qui leur correspondrcmtj^ Serant tangsns Soivanl 068. 
niêuics points à la surfac»' donnée (aSi). 

Sachant trouver les points de la cour])e cherchée siluc's sui' une carac- 
téristique quelcon(][ue , ou pourra déterminer antant de œs pointa qnlo» 
en tondra » et il sera-par coosépent aisé de décries les proj^tctions de 
cette courlie. 

iïais, comme l'enveloppe a trois sortes d'enveloppées fort simples, il 
y a trois procckléii remarquables qui conduisent aux points de la courlic 
demandée. iSous allons exposer ces procédés avec détaU ^ ainsi q.ue kt 
conslmction des pcHnIs singuliers de cette coudra. 

554. 1" Procédé 9. dans lequd teuvetoppée est une surfaee conique. 
Cherchons les points de la courbe demandéa qui sont sur la caractéris- 
tique {oxhy, o'ii). On construira d'abord la dioite on, tangente en o' ii 
la méridienne TG/ZElî-î cette droite sera la génératritc de I cnvcloppée 
conique cori-es|X)ndantc à la c-aractéristique donnée, et le sommet do 
cette enveloppée sera le point (l, «). Eiisu&e» OU IIMiQSra par le pmut 
(M, N), et par le point (1, fl), la droite (MI</» N«Of ^ pearcera le plan 
de la caiacténstiqne en (rf, P« «» P^iut on mené», les taog^tc^ 
(flXf dx')f, (dy, dj) à celte même caractécisliq^ue ; on détenu incra les 
points de contact (x, .r'), (.? ', . r), et ces points seront les points cherches. 
En effet , car si l'on mène par ces points des plans laaigeus à l'enveloppée, 
ces plans passeront par les tangentes (tix, dx), (fi/ndj) ', ils passesQut par 
conséquent par le point (d, d) ; mais, ill pssaerant amsî par le sommet 
(I, rt); donc ib passeront par la droite (td^a'd); donc ils contiendront le 
pointCillv N> : or, ibseronetangem en même temps à l'enveloppée et à l'en- 
teloppe; donc enfin, ces points seront les points de contact de deux planfr 
tongens k In surface donnc^e passant par le point (M, N) ; donc , etc. 

Si la courbe demandée n'avait aucun point sur la caractéris^qne siï*^ 
cnlatre (oxhy', dh), le point {tl, d) se tKMrrerait dtais rîmériBar de œUr 
cariclâriBtiqQff , cl ce piucéiH ne- oondnîinilf h ancoa fésullsit» 
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' SSi$. A* Phxsidd, Jàm kpd £m»êbppiê m une oêiface sfhéique, R i& 
C h e teh o M las panito ét h. oonriw tiiimifiiléw qui sont war h. caradécis» 

lîqne (/>ev^'» /''/)• ^ commencera par mener la droite p^b, normale en 
p' à la naérâdienne i Gp'E'H ; elle rencontrerm II" cii un point /; ; et de 
ce point comme centre, av«c le ra}-oii hp' , on décriia le cercle p's<f'g f 
qui sera la méridienne pnocipale de Teuveloppée spbérique correspoa- 
^dxnte à k oMaetéristiqiie ^Moée. jOhaimaginen ^awilt un cAm cimii> 

le cerde de contact €e «e oAae et de b sphère ; ee cercle coopéra la 
caractéristique en Asm pcintft, et ces deux poiots eerant évideanMat les 

points cherche's. 

l'our trouver leure projections , noiîs ferons tourner le méridien RH 
aroc l'enveloppée et le cône ciiconscrit, autour de J'axe de révolution, 
jasqua oe <pM ee nfiri^ee eoît mM en Ml. Dent ce taouweaneialt, le 
«entre (1,^) de le epUie m JMMgm i»as« le aenraiet '^ N) Tiendra es 
^I', N') , et l'axe du cône c ij ee mai t se trouvera par «onséqueikt dans le 
plan M'I. Par le point N' on mènera les droites ^',<^, IN'g^, tangentes au 
cercle ^p'sq ; elles le touchei-out eii deux points s t£t g ; ou joindra ces 
points par une droite .5^ , et il est facile de voir que cette dixïite sera la 
projectkm da «eide de conlaflt' de l'ea'vdoppfe «t d« «Aae lefacewont. 
Le oeêde ^ et le ceide ff^, ntuës e«r une itic ^ère, ae coupertMit 
en deux points, et ces points ne seront autre diose qiie<lefe (MMÎtioiv 
qu'occupent les poinb cherchés lorsque le peint N) est en (INI', N'). 
Or , nous reaiasquerons que ces points stmt sur une droite {IT, 1), per^ 
peiidiculairc en (u, l) au plan méi'idien M'I ; nous rametwiroiis ce plan 
«n IMl ; le point u décrira aiiiour du point 1 un arc de cercle m»* , il 
«'arrêtera en et la droite tP, perpcttdnnlaife en n aor Wt, fcendea k 
pÊéSm ce , peipeiidicnlaâre en f à la draite MI. D*4fcte «da* ladf^ 
4» oonltiendra les projectiinis herii oniil e t des pointa chcDchés ; maû le 
cercle peqc contiendra ces mêmes projections; donc elles seront en e et 
Il seta facile d'en déduire les projectioais verticales e' et 4/ , et l'on aura 
ies points cherchés (e, e) , (c, c'). 

Si les lignes sg et pq' ne se lenootttraient pas dans rieiAriewrd» Offde 
f'sq'gf les oordes t^titffrf ttwmuM pas de peinÉi «oaaaiBM» et il en 
réûilteaBit ^ la con^ demanddi B*«niait encan peînftMr 4t cnnertid 
ikâqiK donnée pq. 

$56. 3« Procédé, dans kqml renvùhffie tst une miface CQriindnpi»* 

«7.« 
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Pl. aS. Qieirdiolu les points de la courbe demandée qui aont sor la caractéristi- 
que nlw. Nous ferons d^abord remarquer que Tenveloppée com^oadante 

à nette c aractcristîqiie est le cjrlindre horizontal auqnel elle sert ^ hue, 
et dont les ëlemcns sont perpendiculaires au plan méridien aw» Nous 
mcncTOri'; ensuite la droite (M«, Nn') perpendiculaire à ce plan ; elle le 
pu'rccra en un point (//, n'); par ce point nous nicncrons des tangentes 
à la caractéristique /i(v, et les points de contact de ces tangentes seront 
les points cherchés. En effet, les plans qui passeront par ces tangentes et 
par la drmte (Mn, Nn*), oontiendrant le point (M^ N), «t seront tangentes 
à l'enTeloppée suivant les points dont il s'agit : or, ces points $oat sor 
la caracte'ristiqno; donc Ils mêmes plans Seront tangeus à l'enTeloppe sn^ 
vant les mêmes points. Donc , etc. 

Pour construire ces points , nous rabattrons le méridien In en iP ; 
le .point (n, n') viendra en (P, Q) , et la méridienne iw Tiendra en 
• (3L\,VGf^EnS^i par le point Q on mènera les droites Qr et Qif » tan- 
gentes en r et ^ il la courljc TG^^'EII ; on mettra les points de contact 
r et A' en projection horizontale en K et on les ramènera ensuite 
dans le méridien en (tf t) et (m, m')» et ces derniers points seront les 
points cherchés. 

Il est clair que ce troisième procédé donnera autant de points de la COUfbe 
demandée qu'il sera possible de mener par le pomt Q de tangentes à la- 
oonrbe VG/^H, 

557. Construction des points mtguUen de la eourhe demandée. A» 
moyen des trois procédés précédens, on même d'un seul de ces procédés,, 
on peut trouver autant d .- points de la courbe demandée qu'on en peut 
désirer; mais, parmi ces points, il en est de i-emarquables qu'il est bon 
de construire de préférence à d'antres» 

Menons par le point M lés droites MU, HT, tangentes an oontoor 
(UTX, U*!*) de la projection horizontale de la surface donnée ; ces 
droites seront les traces de deux plans verticaux tangens à cette surface r 
en mettant donc les points U et T en projection verticale en U' et T' , 
les points de contact (U, U'), (T, T), ainsi détermiués, seront deux points 
de la courbe demandée* 

Par le point N menons les droites NK, NF', tangentes à la méridienne 
principale; il est évident qu'elles seront les traces de deux plans NE', NP, 
qui seront perpendiculaires au plan vertical, et qui touclieront lasnr&M- 
donnée suivant le& points (£, ^> ^ ^ courbe cherchée.. 
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: 558. Enfin , construisons les points de cette même courbe situés dans 
•le mtfridieii Mi/L ftar joda» Dom nbattrOBs le méridieii IM sur la mêA> 
dien m , en le fimuift tooincr tor IW ÇL, II"); le pobt (M, N)TÎeadm 

«B (R, S) , et si par le point S on mène à k méridienne (XY, l'G/^'E'H) le* 
tangentes Si*, Sz, ces tangentes détermineront deux points <le contact 
(/, i) , (z, z') , qui , ramenés en (D, D) et (B, Jff), daos Iç méridien MI</, 
seront évidemment les points ciicrches. 

559. Ces points (D, D ) , (B, fi ), joattsent tfone propriété vnoMfqiuUe,' 
c'est qoe Icttis kentenn m-dcanis dn plan lioasonlal lont des maxinuan 
jOu des minimum (*). En effet , comperoB les hauteurs de ces points à 
cdles des points (t', t), (m, m'), obtenus n° 5 5G , et situés dans le méri'* 
dien quelconque ni. Le triangle M//I est rectangle en n ; donc on a 
MI > «I ; mais MI = IR = TS, wl = IP = I"Q ; donc , quel que soit le 
f^u méridien ni , le point Q sera toujours tel qu'on ait V'S >- f'Q. Il buit 
de là (foe les Isngentas 6^, Sj»V limitent les positioii» de celles, comme 
Qr et QA', qui parlent des divenes positidns qae peut avoir le point Q, 
et» par coiisé|neBt,.qae les hauteurs des points i' et z'.sont des maximum 
ou tics mitiimnm par rapport à celles des points de contact r et k' des 
lanf^entcs Or et QA"*. Or, les hauteurs des points i' et z' soiif eeJlcs des 
points (D, D') , (B, B ) ; les hauteurs des points r et A' sont celles des 
pdnls (/', /}, (/«, m')i donc les banteors des points (D, D) et (B, B% 
ao-dessns àa pian bariaontal,. sont des marimum on des titinimum pa» 
rapport à celles des points d'inlersectica (/^ ty.f (m mf)., de la cotirbe 
cherchée et d'un méridien quelconque «Iir. 

36o. De ce que la hauteur d'un point d une courbe est un niaximuiu 
ou nn minimum par rapport aux hauteurs des autres points de la même 
courbe, il s'ensnit qoe râément {nfiniment petit qui correspond à ce 
point est horiaontd ; car, sanacde , cet élément contiendiait des points 
pins baots que le point en qoestion , et d'autres points pli» lias, ce qui 
est impossible. Donc les tangentes à la courbe demandée en (D, D') et 
(B, fi') sont des bomontales.. Et oomoae ces tangentes sont dans les 



(*) Dans une suite de grandeurs soamises à la loi d«r continuité (i35 note) , on appelle 
maximum et minimum les grmndean plus grandes et les grandeur* noindres que celles 
■ ^iletprécèdwtetquilsinhenlimmédialementAiaMkstangcntesà relIipseV'I^ PL 18. 

en L H V, étant parallèles à la droite Tm , yr'iM' pour a\e dos aliscisscs (88i), les Oftloo- Fig. i. 
nées l'L'^ LL, seront, la première un m»ximi(Di , ci la dernicre un minimam. 
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Fi.^. pluu tangens lOBÈm pnr \fs point (M, S) à U MKfrdi doBBée, il est dair 
<pe lenn yw y edi o — bernoaldes «ont dm pirrilèiMamt taeetlMMnM* 
laies de ces plans. Mais on sait que ces traces HUt pn^eadiailaims à la 

«race MI du plan me'ridien (294) » donc les tanj»ent€S de Ja courlie 
cherchée en (D, D') et (B, B' ) ont pour pmjeclkms borizontalfs 
des perpendiculaires à Ml, et poor projections verticales des paral- 
lèles à la ligne de terre : donc ces tanget^es sont parÊHteoMBt 
coomMs. 

56i. Il n*«n est pas de même des tangeolet en points sioguUers 

(U, U ) , (T, T ) , (E, E') , (F, F) , précédemment dëtermiiiés : mais , 
comme elles sont nécessairement contenues dans le«; plans tan[^m MU, 
MT, NE', NF', il s'ensuit <|ue les droites MU, MX, ÎNL% iSF, en sont 
'une projection. 

■ S6«. n .i^Àttlte de ce qui pr^oèdo qu'on peut diviser Im points sia- 
golien qne nom f«noni d*dblenir en troia espèc«| kpRaîèce estoeHe 

des points (D, D') , (B, B^ , qui satisfont à la condilim dfétre ks plus 
liants ou les plus l).'is flu petit arc de courbe aaqrjcl ils appartiennent. 
On connaît les tangentes qui leur corresj^ondent. La deuxième est celle 
des points ÇU, V)f (T, T'), qui sont sur le contour de la projection ho- 
riiOBlde de b turfeoe do«ié«> On oonnsit les ptx)jcctioos lio rinaiilala i 
MU, MT, des taageales cowe s pon d antss. Enfin, la troisiènie est «elle des 
points (E, E'), (F, F') r iont sitités sur le contour de la projection 
verticale de la surface. On connaît les projections TCtfiedns N£', Nf", des 
tangentes correspondantes de la courbe cberclièe. 

Ces points singuliers et ces tangentes indiquent pour rordiaaire la 
forme géoonle de eflMt eowibei at «i—u on les «fatient pir des opé* 
mtionB très ftcUes, i^eit tonjoofs par ess opérations qnll oonvient da 
eommeooer la r^lntion dn problème proposé, 

565. Exécution de P épure. Dans la figure prise pour exemple, la courbe 
demandée doit passer par les points (U, U') , (T, T), (E, E'j, (F, F'), 
(D, D) , (B, B') , (x, a/) , {y, f) , (c, c'j, (e, e) , {t, €) et {«, m'); ainsi , 
le trace de ses projections ponm se fiûre aisëmenL 

L*axe de rëvolntion (I, IT*) âant compris, de(l, I') en3(I , V) , dans 
llnténear de la surface donnée , il est marqué entre ces points par une 
ligne ponctuée. Au-delà y il est tracé par des lignes pleines. La sur&ce 
donnée est indiquée simplement au moyen des contours de ses projec- 
tions f lesquels sont aussi marques en lignes pleines^ 
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Quant à la < onrhe demandée , il est évident que l'arc (TBU, TB'L)') P' 
est sur la moitié inférienre de la stirfàce, et que l'arc (TDU, TD lj'), au 
contraire, est sur la moitié supérieure ; donc la ligne TBU dmt être p(m&> 
tu^, et h h'gne TDU pleine. Er projection verticale, rare (BUE, FVE), 
flituë sur la partie poalâfeate de la surface , est uécessairement cadié , 
tandis que Tare (FTE, F'T'E'), situé sur la partie antérieure , est néces- 
flûement vu; donc FU'E' àmt Atieponcta^^ cfe FBOë' doit te formé 
par une ligne pleine (56). 

Les autres lignes de l'épure sont des lignes de construction. 

364- Pjioszjtxm g. Par lat fàkH^^Ittli^'W dlAH%rftni4M!^iBf^aMi#> MMMT M 
ptau tangent à cilU tu>Jac*. 

le pomt douai cl fMT ub âteiil^adoooqiM dft fit miftoe fiadw, m mnmmvm 
plui,cl ce plan (a45) amie plas dcmMidé. l^îib Vvm Tait ya h jwMKie yrapaiéaiura 
une iiinnité <le solatîons. 

365. Si l'on en eun&troit un noBibre «tifiîs^nt , qae l'on ^éteraiiiie les points de coti' 
tortwwi p — ftaa à afca W M a ,el fte M è g c— e l i ft aeppxw ppiatt^c e Hiaî^giw aw ' 
U oDiirlK- (1 c coBlatkdhla aarlM» èmaim d da aÉMaindiMoiiK i^at paar mhmI le 

peint iloimc. 

366. Ftuwjuur» •ÉÊt â t u »,- Par tm pvimt àtmni mm dékan tfm»^ êurfmcé tonnm, 
mmer un plan Umtgtm&tkmilê tatfÊDtk 

Pour réjoodre es praUèBie ,411 fliflNBra le procédé csrpoaé n* 3Si. Oa loenera ilonc pax* 
le point tloiiné un plan <](iclconf)«e, Bisiijctti srulcment à conpXT la surfaccdoiinée j on dé- 
tcnninera leur courbe d'inlrr»ectiou (i 44) > cherchera le point de contact de la tangente 
moiée I cette courbe par le poâit dbtfné (im) , «1 en menaat par «e p«nt ua plan tangent 
à la surface donnée , ce plavsatnfera m pi oM Ito e proposé. 

367. Il suit de là que la Surface donn(!e aura en général une infinitt^ de pltms langens 
fMMMl par le point donofe U atn aisé d'eu cosslMure aatamt qWoa en to«drK> eksr L'on 
Jéjeraain» hapaânta de calaat da tktnm ëtmt, «tyrti ■! ■ ■ m b %■> pr «a pcia t a j 
celte ligne sera \» cour );e de oantâct dnafiae rwieVimifraîl la aaittw et ^pn aMaaif 
pour «ommet le point donné. 

36ft Si h awAce dbniiéè estime MrrAMse dfireloppahle , la oonrbe je contact wra reofrt 
placée par aneOD plusieurs dfoites, et leprriilinc proposé n'aura qu'un nombre fini de 
soluHoiw; car t«u» le» plan» tangea* seirant les dîrers pofnts d'une (?f r<>^ droirr-,- ne 
£cxoat quden st«i eL aràoie piea. proàdkaa 1 et s de ce diapHre en fournissont de* 
eiemplea 
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CHAPITRE 111. 

Des plans tandem menés parallèlement à une droite donnée. 

P' 3G9. PRonLÈME I*^ Mener un plan tangetU à une surface cylin." 
' drique { ( ABC, BV), (DE, lïE)}, pamUèlement à la dniu donnée 

(GF, G'F). 

Pour cela , uous reniarqucruus que lu plau cherche est aussi parallèle 
â la directiou (DE, D'E') de b génératrice ; d*o& il soit qu'il est à k fois 
inrallèle «ix deux droites (QFj GT), (DE, DT). Doiv , ai par uii poiat 
quelconque (U, H') de la preinièfe de oes droites, nous menons (HI, HT) 
paralK'k- à la seconde , et que nous construisions le plan (IG, F'K') , que 
déterminent les deux lignes (GF, G'F') , (Hf, II F) , ce plan sera paral- 
lèle au .plan taogcut demande. Si donc uouâ jnenons sur le plau hori- 
sontsl nue droite MN , tangente à la trace ABC et parallèle à IG, et au» 
le plan vertical la droite MO parallèle à FR', le plsn (MN, MO) sera le 
plan cberchd. 

n est clair que le problème proposé aura autant de solutions qu'il 
ficra possible de mener, paraUè^emen^ à IQ, 4,0 droites tangentes à la 
trace ABC. 

370. Exécaedmi de F^mre. Le cylindre donné est représenté simple-! 
ment par sa trace horicontale et par les confonrs de ses projections. L'é- 
lément de contact (Nr, n/Q est ponctué , parce quHl n'est pas vu. Le 
cylindre donné étant au-dessus et en avant d^ plan demandé (MN, MO), 

il cache une partie des traces de ce plan. 

Oa a marrpié sur l épure, au moyeu de lignes ponctuées, la droite (DE, 
D'E') , qui passe par le centre de l'ellipse ABC. Cette droite est une espèce 
d'axe de la surfitce donnée. 

Kg. «. 371. Problème 2. Mener un plan tangent à une surface commue 
{(Abc, B'C) , (D, D')} , pandlèlement à la dnnte donnée (EF, ET'). 

Le plan tangent cherché devant passer par le centre (D, D') de la surfiwe 
donnée, iï ne s'agira que de nKnerpar ce ptmit nne droite (DG, WOO» 
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rallèle à la droite (EF, ET'), pour avoir un point G de la trace horizontale Pl. 
de ce plan. Par ce point , on mènera la droite GII tangente à la courbe ABC ; 
cette droite sera û trace hofuontale dtmt il s agit , et en menant, p«r le 
point(D, D'), la droite (DK, D'K'), parallèleà GH, elle percera le plan yer- 
fical en un point K', qui déterminera la tmoe verticale LK' da plan de- 
mande (LU, LK'). 

11 est clair que dans le cas de la surface prise pour exemple, le problème 
a deux solutions; car on peut mener par le point G deux tangentes à la 
cotirbe ABC. On n a marqué sur 1 cpurc qu'une de ces solatîotts. 

573. Exécution de répure. Noos ferons remarquer seulement que la 
nappe inférieure du oône est au-dessous et en-deçk du plan tangent ocm- 
struit, et que la nappe supérieure est au-dessus et au-delà. C'est pour cette 
raison que Télément de contact (/D, CD'), est ponetné dans la partie qui 
appartient à la nappe infi^rienre, et i^ein dans celle qui appartient à la 
nappe supérieure 

57 5. Problème 3. Etant données une surface de rwolufinn et une 
divile, on demaruie un plan parallèle à cette droite et tangent à la surface 
donnée. 

Ce proUème, comme on va le voir, a là plus grande analogie avec le 
problème 4 du chapitre ^cèdent (55i). 

Imaginons qu'un plan, parallèl» à la droite donnée, se meuve parallèle- 
ment à lui-même jusqu'à ro qu'il touche la surface de révolution, et ligu- 
rons-nous qu'ensuite ce plan tourne autour de cette surface , sans cesser de 
)a toucher et sans cesser d'être parallèle à la droite donnée ; il est clair qu'il 
«ogendrem dws son mouvement une surfrce qrlindrique qui enveloppera 
la snr&oe donnée, et quiaurases â&nens parall^esà la droite donnée. 

Qr, cette snrftce cylindrique et la sorfàoe dé révolution se touchermit 
enivantone courbe particulière; et comme le plan générateur occupe succes- 
sivement toutes les positions parallèles à la droite donnée dans lesquelles il 
touche la surface don née, il s'ensuit que cette courbe est le lieu des points de 
contact de tous les plans taugens qui résolvent le problème proposé. Si donc 
on construit cette courbe, c'est-àt-dire la ligne de contact de lasnrfiice dé 
révolution et du cylindre droonscrit pamUàe à la drmte donnée, on pourra 
aisément déterminer autant de solutions de ce problème qu'on en voudra ; 
puisqu'il ne s'agira pour cela que de mener, par des points pris arbitraire' 
j{Qent sur la çouriw de contact, des plans tanjgens à la surface donnée. 
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La construction de cette courbe étant une opération iniporlantt- qui sera 
souvent utile par la suite, nous allons en faire l'objet d un prublcme sé- 
paré (374). 

S'il ne 8*«gissaît que d*«iroir Fane qoelcoiiqiie des MlntuMis de la qncs* 
tion propoede, il ftnilnit employer le procédé génial du ni* S85. 

S74* PitoaisÈMB 4* Stàent (I, II") Vaxe dune Uirface de rêvotmian, 
{kz, A'B'H'iUO la méridientte ^ùicipale de cette surface; et miÏ (BIN, 
M'NQ une droite matée tf luic manière quelconque par m pmHi (I, Ç) de 
I^axe de révolution : on (Icimindr la cnnrhe de contact (T une xurfaco cylin- 
drique dont les clômens snictit parallèles à la droite dowide , et qui soit cir^ 
consente à la surface de révolution. 

Mous ferons remarquer d'abord que ce problème n'est qu'un cas parti- 
cnlïer do problème 5 da diapitrc préicédent (553). Eu effets Fincon- 
nne de ce dernier problème est la courbe de contact d'an e6ne qui 
toaclie et enveloppe la surface de révolution; or, sî Ton snppoaeqae le 
sommet de ce cône s'éloigne à l'infîni, ce même cône se changera en un cy- 
lindre, et le proMî-nie à résoudre sera celui dont il s'n<^it. Pour en obtenir 
la soliilion, nous allons employer des procédés qui découlent, au moyen de 
modifications simples, de ceux qui ont servi à la résolution dn problème 5 
du cbapitare II, et qui supposent que la aarfrce donnée coit produite par le 
mouvement d'une enveloppée, ooniqne, spbérique ou cylindrique (vojex 
les n«* SS4->56a). 

5y5. 1** Procédé, dans letjnel renvclnpjn'c est une snrface conique. Non»: 
nons demanderons les points de la courbe cherchée qui sont sur une carac- 
téristique (oxhf, o'/i ), correspondante à l'enveloppée conique dont la ge'- 
uéralricecst la tangente Va. Concevons qu'on mène, par ces points, do 
plans tangens à la lor&ce de révoluiionj ib seront tont-èr4a<4bÎ8 parallèles ii 
la droite donnée, et tangens à Fcnveloppée conique doni le centre est (I, a). 
Or, menons par ce centre une droite {\d, a(f) paralK le a (MN, M'N'); cette 
droite percera le plan oh' de la caractéristique en un point {d, d); et si 
par ce point ou mène à cette caractéristique les tangentes dx , dj ', qu'où 
détermine les points de contact x eljr, et qu^on les mette en projection 
verticale en ety, les points (x, x') , (j,f), seront les points dwrchés : 
Car les plans tcngeosà l'enveloppée suivant ces points seront pareil^ à br 
drwte (MN, MT^» et tangens à l'imvelo^. 

Eu ratant ces constractioQS snrnn nombre suffisant de caractéristiqnesy 
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on aura bientôt anea de pdinlt de la conilw cberdiée pour pouvoir la pl ix 
déenxt» 

Nous ferons remarquer (pie si la caractéristique o'h' ne contenait aucun 
point de la courbe clicrchce, le point (d, d') «e trouverait dans l'iatérieur 
du cercle {pxhj y oh') , et réciproquement. 

376. a* Procédé, dans lequel Fenveloppée est sphérique. Cherchons les 
pMol* de la courbe demandée <|in Mmt sur la ciracléristiqae {pcteP, ff^, 
laquelle correspond à Fenveloppéc sphériquc dont le rayon est la noraiale 
p'b. Nous imaginerons qu'un cylindre parallèle à la droite donnée enve~ 
loppe la spliî-re dont le centre est (î, h) et le rayon p'b; ce cylindre la ton- 
cbera suivant un cercle; ce cercle coupera la courbe (pctcl' , p'q') en deux 
points, et ces points seront les points cherchés : car ils seront tels que les 
plans tangens'î la spliàrè qû lear correspondront seront k la fois parsl- 
Itibs à la droile donnée et tsngens i l'envdoppe. Pour les dëtemîner, on 
fera loorner le méridien IN autour de l'axe de révolution jusqu'à ce qu'il 
vienne en IR ; le point ÇS , de la droite (MX , :\I'N'1 viendra en (R, R'; ; 
le point (I, (J) de la même droite ne variera pas; donc cette droite viendra 
se rabattre en (lil, CR'). Le cylindre parallèle à cette même droite , et cnvc- 
loppent la ^ère, se trouvera projeté vwticaleinent entre les dnntes ^g, s' s, 
tangentes an osfde p'gijfs, et peraUèles à CR'; il lonchera la sphère sanrant 
nne courbe dont la projection verticale sera la droite , qui joint les pointe 
de contact ^ et s; cette courl>e et la caractéristique {pclcl" , p'<{') se cou- 
peront suivant les deux points (/', /), (/*', /) , qui, en supposant toujours que 
le méridien IN soit en IR, seront les points cherchés. Ramenons ce méri- 
dien dans SB première position ; la drtMte {L'L', l) perce le plan IR, anqnel 
elle est perpendicnliire, snivantie pcMnttijoepointviendnenv; ladixnte 
it' viendra en ec , et les pointe (P, t), (F, l), se trouveront ramenés en (e, tf) 
et {Cf c') : ces derniers points seront par conséquent les points cherchés. 

En répétant ces constructions sur de nouvelles caractéristiques, on ob- 
tiendra de nouveaux points de la courbe demandée, et bientôt ou pourra 
la décrire. 

il est dair iqne si le plan //^' contient des ptnnte de cette coodw » les 
owdes />Yf ér«» se rencontreront; et qne si dlés ne se renoonlrent pes» c'est 

que le plan p'q' ne contiendra aucun de ces points. 

377. 3* Procédé , dam L'rpiel Venveloppée est cylindrique. Cherchons les 
points de la courbe demandée qui sont sur la caractéristique située dans 
\q méridien whi. Four cela, nous mènerons parallèlement à la droite (MX, 
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PL s8. M'N'), deux plans tangens à Fenveloppée cylindrique qui passe par U mé- 
ridienne wm; cet deux plans toucheront à la fois cette enveloppée et U sur- 
fece donnée suivant deux points de cette méridienne, et ces deux points 
seront les points cherches. Or, les plans Inn^ens dont il s:t'^\\ coiitiiMidront 
(diacun un elcinent de l'enveloppée cylindrique ; et comme tous les elémcns 
de cette enveloppée sont perpendiculaires au plan tvn, ces plans tangeas 
feront aussi perpendicolaires à ce plan ; donc toat ce qu'ils contiendront se 
projettera sur wn, suivant leurs traces sur ce niéme plan : mais ik contien- 
dront chacun nneparallcle à la droite donnée; donc leurs traces surlepbn 
xvn seront des parallèles h la projection de (M'S , M'N ) sur le plan xvn. D'un 
autre cùté, ces traces seront nt'ccssai renient des tangentes à l'intersection de 
l'enveloppée cylindrique et du plau ivln, c'est-à-dire à la méridienne it l/i; 
donc les poinlB de contact de ces tangentes seront oeox ok renveluppée et 
Fenveloppe seront à la fins touchées par les plans tangens en question ; 
donc ces points sont ceux que nous voulons oonsimire. H est^ d'après cela ^ 
aise de les trouver. 

Projetons d'ahord la droite donnée sur le plan méridien In; le poiiti 
(I , C) sera lui-mciue sa projection, et le poiut (N, N') se projettera dans la 
verticale N, à une hantenr NFT au-dessus du ]Jan horizontal. Rabattons le 
méridien In sur UL» 1^ point (1, Ç) ne bougera pas dans le mouvement, lu 
projection du point (N» N') viendra en (P, F), la projection de k droite 
donnée se trouvera par conséquent rabattue en CF, et la méridienne wn 
se trouvera coïrKrîder avec la méridienne principale ^SR , A'B'H'z'U'). Nous 
mènerons à cette méridienne des tangentes Qr, Q'A', parallèles à P'C; nous 
déterminerons leurs points de contact r' et A:'; nous les mettrons en pro~ 
jcction horisontale en r et A; sur le méridien SR; nous ramenerpiis ensuite 
ce méridien dans sa poôtion primitive wn, les points (r, t*), (k, if), vien- 
dront se placer en i') et (m, m') , et ces der^ers points, d*iqprès ce que 
nous avons dît , seront les points chercliés. 

Au moyen de ces constructions, on poiuT.'i facilement déterminer un 
assez grand nombre du points de la courbe demandée pour pouvoir La 
décrive* 

n est évident que ce procédé dionneiu» pour chaque camdéristiqoe, au- 
tant de points de la courbe dberchée qu'il sera possible de mener de tan- 
gentes à cette caractéristiqne ( parallèlement à la projection de la droite 

donnée. 

578. Coastruction des points singuliers de lu courbe denuutdée^ Les pro- 
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eiàh que l'on vient d'exposer , suffisent , chacun en particulier , pour de'ter- pi. «a. 
miner la courbe demandée ; mais , parmi les points de cette courhc, il y en 
a de remarquables qu'il est bon de construire de préférence à tous lés aub«s. 
. MeaouBr^ttJSiîi^aBaealt k la droite MN, les fanâtes FE» GD, aa oontoiir 
l\ B^n la projection iKunzontale de la surface doniMe; les droites FE» GD, 
seront les projections horizontales des deux plans verticaux tangens à la ' 
surface dotinéc : donc les points de contact (E, E ), (D, D') , qu'ils déter- 
mine ro ut sur le contour (AË2D, AV), appartiendront à la courbe cherchée. 

Si nous menons pareillement les droites T1i',Ji, tangentes au oontonr 
A'ra'gll' de la projection Terticsle de la sof&ce donnée» et parallèles à la 
droite BfN', œs tangentes détermineront deux points de contact B' et t, 
qvà, étant rapportes en projection horizontale en Beti, donneront denx 
points (B, B ), (/, 0» <1« la courbe cherchée. 

37g. Enfin, coastruisoiis les points de cette même courhc qui sontsllués 
dans le méridien MliN. Ces points seront ceux où la méridicnue MN sera 
toodbée par denac droites parallèles à (MN, MCN') ; ainsi , les oonstmcdons 
à finro seront tontes dans le plan MIN. Ramenons œ plan enr SIR; le pmnt 
(N,W) viendra en (R, R'); la droite donnée viendra en (IR, CR'); et en 
menant par cette droite les tangentes XII', LU', elles détermineront deux 
points de contact (II, H'), (U, U'), qui , ramenés cn(K., K')et (V, V), dans 
le méridien MIN, seront les points cherchés. 

. 38o. Ces peints (K,K') , (V, \'), seront élevés au-dessusduplan borixontal 
de hauteurs qui, parrapportàceUesdesantrespointsdelaoonrbedemandéer 
seront des maximum ou dés minimum (^Sg note). Pour le démontrer, cora<- 
parons les hauteurs des points (/, t') , (m , m'), situés dans le méridien quel- 
conque wri, à celles des points on question Tv , K'), ÇV, V). Les uns et les 
autres sont donnés par le contact de la méridienne avec de certaines tan- 
gentes Xir, LU', Q'A', Qi\ Or, parmi ces tangentes , les deux premières 
font avec le pbn hoiisontal l'angle de la droite donnée et de ee même 
plan, et l'angle des dernières est celui du plan Itorisontal et de la projcc» 
Hon de la droite donnée sur le plan méridien wn : mais, quel que soit îc 
méridien wn, le premier de ces angles sera plus grand que le dernier; donc 
toutes les tangentes, telles que Q'A', ont pour limite XH'; toutes les tan- 
gentes, telles que Q/-', ont pour limite LU' : donc les hauteurs des points de 
contact H' et U' aont des mcnnram ou des minimum par rapport à celles 
des poînii et tf. Donc, etc. 
58i. Il suit de là (36o) que les tangentes de U courbe cherchée « en 
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VI u8. (V', V) et (K, K'), aooi des droites dont ks projections horizontales sont 
perpondicohim à UN, «t dont les projectioni tvrdcales aout pa n Jlèlet k 
U ligne de terre. 

n est évident que les droites FE, GD, sont tangentes à la projection hori- 
zontale de la courbe cherchée et que les droites T1i',ft', sont tan- 
gentes à sa projection verticale (5(3i); donc les six points singuliers (*) 
(K, K'), (V, V), (B, B'), (/, 0, (E, E'), (D, D), sont tels qu'on connaît, 
pour les deux premiers, les tangentes de Irnooiurbe cherchée ; pour le 3" et 
le 4*» ^ projectiooB Terticelee de ces tengentes; enfin» ponr le 5* et le 6^, 
les projections horizontales des mêmes tangentes. 

Ces six points et les points (x , x'), {y ,y) , (c , c') , (c , e') , (t, (m, m'), 
déjà déterminés, pourront suffire aux personnes habituées aux opérations 
de la Géométrie descriptive pour décrire la courbe demandée (ËVJ)K» 
EV'D'K). 

58a. Exécution de tépun. On voit dairenient que Tare (EKD, EK'D ) 
de le comlie demeaddet aoquel qtpartieiit le point sopeiienr (K, W), sHnd 

sur le dessus de la surface, est vu en projection horizontale; et qne r«rc 
(EVI), ETD'),- auquel appartient le point inférieur (^', V), n'est pas vu. 
En projection verticale, l'arc vu (HE/, B'E'/') contient le point singulier 
(E, E), qui est sur la partie antérieure de la surface; et l'arc non vu (BDi , 
BD'f^ contient le point caché (D, D ). 

58S. On remarqoem qne les arcs vus et caddssont toajonis s^réipar 
des points singuliers ^^jB^f (B» B^, (PtV)* (h 0> ^«st une nouvelle 
laison de déterminer ees |M>infs. 

384 PsoBLÈnM 5. Étant domUâa um turfatt gaucJu wt umt tùûUtj memruaplaH 

tangent à cettt snrfat e paralUrhment à la droiU donnée. 

Si par un élément quelconque de la surface gauche ou mèue un plan parallèle à la 
droite donnée , es ptaniera tangsol en an poiat de cisHe wr fim (a^^ 

Il suit de là que le problème proposé aura une înflnitô de solutions. Il sera facile d'en 
trouver autant qu'on en roudra, et de déterminer les points de contact de celle* qu'on 
aun coMlruitcs (245)} et tt l'on mène noe ligue par ces pointa, cette ligne sera h 
courbe de oontaetde la sar&œ donnée et d*an ejUndie enveloppent, pwallèle à la droite 
donnée. 

à une surfact coiuuu quelconque. 



^ (*) lU pownieet être en pitu grand o« en teoindre nemlwe nrr im f^lie «zetepl^ 
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Ou mènera pai'alièlenieiit à Ja droite d un née un plan ^elconç|ue, assujetti seulement 
h ooRperla nirftoe donnée; <« dAeraincra Pintmection conunne «le «e pkn et de U 
surface; on mcnrra pnrnllèlcment h la droîle donnée une tingaals Ji Wtte ilticneo- 
tion C)i on déteriutDera le point de contact àc cette tangent.- , pr,r c point on mener» 
™ F'*" tângeat à la lurftce donnée, et ce plan sera é\»dcmnicnt une «dution du pro- 
Ufane propoad. ' 

386. Il i-st clair que le m.mhre dos solutions srmLIahles, que Fon pourra détemlocr, 
sera en géncraJ infini. Si l'on consUuit k« points de contact correspondans à plusieurs d ' 
OMMlatiom^ct que l'on joigne cm peiott par une ligne, cett« ligne sera la courbe de 
contact de la surface donnée et d'un C7lîiidbecn«rioppnt,dootIei«lân«m«Raitdirii^ 
parallèlement k la droite donnée. 

38;. Si la droite donnée était perpendiculaire à l'un des plans de projection . au plan 
koTMoirtal par cMDple, eetle eourlw de contact anrail i>our projection horiaontaJe le 
contour de In projection liorixontale: de ]« snrftoe donnée, et la courbe de contact éhm~ 
ra»toeLt* »ur£ace, ainsi que nou.I'aTon.yu précédemment (i58),cn deux parties l'une 
^■e fnr le ylanheriaontal, et l'autre cachée D'après cela , on aura tonjour. un mo3cn de 
déterminer lesoootonrs des praieetiom d'une «f&ce, elle, lignes de CBttemt&ceirre.' 
pondantes à ces contours. 

m Si lajurface donnée est une surliioe déreloppable, la courbe de contact en m,cst ion 
aera lempUcéepar on <m ploiienri âémenf de celle surface, et les solutions du problème 
seront en nombre fini ; car tous les plans tangent mtvant hi poïntl d'an i 

formeront nniewl cl même plan. I«»p«>W*ineei et a deeedMaîIrveBi 
oemples. ^ 



CHAPITRE IV. 

Des plans ttmgens mené$ par une droite donnée, 

589. Nous ferons d'abord remarquer que si la surface donnée Adt «m 

face dô-cloppable, il n'y aurait pas en gcneraJ de plan tangent à cette nuw 
face, passant par la droite donnée. En cflct , chaque plan tangent d'une sur- 
fece developpaLlc est une position du plan mobile générateur de cette 



a«u«aAilti«la|laain9m«ceFoiat|»rkrliBaaliake(i5a). « ciwse ja 
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surface (afi:"»); donc il faudrait, pour qu'elle eût un plan tangent passant 
par la droite donnée, qu'il y eût une des positions du plan mobile géné- 
rateur qui oonUnt jostement k droite donnée : or, oette dftûte est une 
droite quelconque ; donc elle ne doit avoir qa*ttn point de commun avec 
cliaque position du plan mobile; donc» etc. 

5c^. Pour cclaircir ceci, supposons que la sui facc donnée soit cylindri- 
que ou ionique. Si elle est conique, tous les pians tanf^ens passeront par 
son souuuet , et le plan demandé devia coutenir à la fois ce sommet et la 
droite donnée ; donc il sera entièrement déterminé : donc on ne pourra 
pas lui imposer la condition d*étre tangent & la surface du c6ne Si la 
surface donnée est c^'lindrique , tous ses plans tangens seront parallèles à sa 
génératrice; donc si l'on mène par la droite donnée un plan parallèle ù 
l'un des élémens de cette surface, ce plan sera le plan cherché : mais il est 
jclair x[u il se trouve déterminé sans qu'on ait fait entrer en considération 
la jCOnditioD qu'il s<Mt tangent à la sur&oe cjlindrique ; donc en général il 
ne satisfera pas à cette condition. > 

Diaprés cela , les questions qui \onl nous OOCuper ne îkmont s'aj^pli» 
quer qua des surfaces non développables. 

Sgi. Pmoblàme i". Par une ebvUejdonnée, mener un plm ùmgait 

à une siuface sphérique. 

Ce problème aura évidemment deux solutions. Pour les trouver , ou 
mènera par le centre de la sphère un plan perpendiculaire à la droite 
donnée ; il coupera cette droite en un point , et la qpbàre suiTant un 
grand cercle; on mènera par ce point deux tangentes ^ ce cerde , . et si , 
par dmque tangente et par la droite donnée, on mène un plan, les deux 
plans qu'on obtiendra seront tangens à la sphère suivant les points de 
contact des tangentes ; c'est-à-dire qu'ils seront les plans langeas deman- 
dés. £a effet , tout plan tangent en un point d'une sphère est perpen- ^ 
Oculaire à Feitrémité du rayon qui corrospond à çe point, ^ rédpra»- 
quement 0**^) : or, imaginons qu*on abaisse du centre de la 'qpbère une 
perpendicolaira sur cluœua des plans obtenus ; ces peipendicnlaives ne 



(*)Nous poorrïoas dire qu'on ne pourra pas imposer à ce plan la condition d'être au- 
iNOMtUngeot à la surface du cône; car tout pUo mené par lo •ommct d'un oône peut 
èlN «Muidéré comme tang^t à ce cône (4> i). 

("*) Cette propriété est facîla à démontrer} car ai l'on conçoit par le rajon d'une sphèrs 
HM iafilutié de plans, .Ua .oouperpat la ^bère winuit dot cardes nui is ccoiserant fêxSJUr 



« 
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•Oflîlioiit -pas do pbm du gmid cerde employé ; car oe plan est perpen- 
diculaire anx deax plans obtenus : mais les tangentes menées sont les 

intersections de ces deax plans et du grand cercle ; donc les perpendicu- 
laires abaissées seront à angle droit sur ces tangentes ; donc elles auront 
respectivement pour pieds les points de contact de chacune de ces mêmes 
tangentes; donc elles seront, dans la sphère, des rajons aux extrémités 
dasqnds les plans obtenus seront jx^rpendiculaires : donc ces plans se- 
ront tangens à cette sphère. 

39a. Appliquons maintenant le procédé qui vient d'être décrit. Soit Hig. 
(C, C) le centre Je la splièrc , ghk, pqx , les contours de ses projections, 
et (AB, A'B') la (h'oitc doiuieo. Le plan mené par le point (C, C) , per- 
pendiculairement à cette droite, aura ses traces respectivement perpen- 
dicolawes aux lignes AB , A'B' (66) ; donc , si l'on mène par ce point 
deux droites Vvum horixontale (Ce , CV) dont la projection Ce soit* 
perpendiculaire à AB , et l'autre (Ca, C'a*) dont la projection Ca soit 
parallèle à la ligne de terre, et dont la projection C'a soit pcrpcntlicu- 
lairc à A'I5', elles soronl toutes deux comprises dans ce plan et le détcr- 
miueront. La première [Ce, Ce'}j percera le plan vertical AB en [e, e'j ; 
la seconde (Ca, CV) le percera en (a, a') ; ainsi, le plan de ces deux 
droite^ et le plan martical AB se couperont suivant la droite. (ae, ef^. 
Cette droite et la droite donnée (AB, A'B') ont même projection hori- 
zontale ; donc elles se coupent an point (I, /) , qui a pour projection 
verticale l'intersection /' des projections n'e , A'B' , de ces droites. D'après 
cela, le point (I, /) appartient à la fois à la droite (^VB, A'B') et.au plan 
des droites (Ce, Ce') , (Oj, C'O) , c'eal4-dîre «{n'il est rintmdion do 
la .droite donnée et dn pian mené par le point (C C) perpendiculaire- 
ment à cette droite. 

Or , suivant ce que nous avons dit , il faudra maintenant mener par 
le point (I, /) drs tangentes au grand cercle intersection de la sphère 
et du plan des droites (O, Ce'), (Ca, C'a'). Pour trouver ces tangentes, 
rabattons ce plan sur le plan horizontal CV, en le faisant tourner autour 
de la droite (Ce, Ce*) : il est jdair que le grand cerde» intersection de la 
^ère, se rabattra. sur gbki et que le point (I» i), après avdr décrit 
un arc.de qsrde dont le centre est (e, é), et dont le rayon est rhjrpo- 



trcmité du ra von . nrrppiuliculairemenl à ce rayon -, d'où l'on voit que la diverM* faœllci 
d'une spbèrc sont pcr{H!adiculairea aux rajroos corre»|iondans. 

•9 
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battre en D. Si donc oa mène par le poîtit D ks droites IM^ Dgr, taagènlis 

M eercJe g&it« il ne s'agira plus <iuc i\v donner au sy^tf'inc du point D et 
de ces tangentes un mouvtinent de rotatioa qui ramené le point D en 
(I, <) , et les positions que prendront ces mêmes tangentes seroat dans 
les plans cherdiéi. Chaque point dn sjrslème décsin, daas le ato uy— c nt , 
un cercle perpewttealaire à la charnière {Gr» OV); dnne U fHWit de co»* 
tact d ne sortira pas du plan rf/n , perpendicolaîre à Cr, m le fNWlC § 
du plan gn, pandlèle à dm : mais les points (o, o'), (r, r'), des tangentes 
ïki, DiT, sont sur l'axe de rotation (O, CV); donc ils ne bougeront pas 
daas le mouveiueut; donc la droite Dot/ Tiendra se placer en (Vont, io'mT), 
et la droite iDg en (tin, /in') ; donc le point de contact d viendra se 
projeter iKHriaontalement en m et -verlkaleaient en mT; et k point de 
contact g, horizontalement en n et v<irticala»snt en nTo 

Il suit de là que l'un des plans tangens demandé passera par la 
droite (]m, im') , et l'autre par la droite (In, in') : iU contiendront d'ail- 
leurs tous deux la droite (AB, A'B ) , et ils auront pour points de contact, 
le premier le point (m, m') , et le second le point (n, n'). 11 sera aisé de 
constrnire leon traces. Pour cda, on mènera par les points de oeotact 
(m, mf), (rtf n*}, des parallèles (ms, m'ï), (mi, jriV), à la droite donitfe 
(AB , A'B') : la première parallèle (uir, m' s') percera le j^an horiz(MitaI 
' 6B (f, s') , et le plan vertical en (t, f); la droite donnée perce les mêmes 
pians de projection en (A, A ) et (L, L') ; donc celui des plans demandés 
dont (m, m ) est le point de contact aura pour trace liorizoutalc k 
dioite AsP, et pour tcaoe vcctieale k deoite BLY. La seconde pnnlUk 
(fw, tiU) pensera le plan liorizonUl 9k (y, if) , wlt \t plm wrtical en . 
(ic, »*); donc le plan tangent dont (n, n') est le point de contact aura 
pour trace horizontale la droite TAf , et pour trace verticale La droite 
LVU : donc eolin , les plans (PQ, QR), (T$, SU), sont les deux fdbns 
demandés. 

595. Ajant oblemi les points de contact (ni, m') , (n, n') , on mut 
pa mener per œs pomts ks rajons correspondans de la tpbèie, et 
OTunuBg ks pkns demandib tout perpendiculaires à ces rayons, on aanût 
- déterminé leurs traces par la condition qu'elles fassent n^iedireOBent 

perpendiculaires aux projections des mêmes rayons. 

Ou fera remarquer que la corde dg, menée par les points de contact 
d et g des tangaoks , Dg , coupe la charnière O en un peint qui 
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ne doit pas varier dans le mmiTement des tangentes autour de celte Pi s(9« 
charnière : donc les positions dg et mn de cette corde dotyent couper 
Cr en un même point. 

394< EaeécuUon de F^fun. La ^léie est compriie entre les deux plans 
fMyiM dennmdér , et Â e«t aké de voir qu'ctt» est au-dessoiu de celui 
(TS^ SU), qui passe par le point (n, Ji') » et derrière cdoi (PQ» Ql^)» qoi 
peaie par le point (m, m ) ; donc les cottlome fMr, /i^ar^ éin psojectieoft 
de cette sphère , ne sont pas vus. 

Eu examinant la projection horizontale de 1 epore, on voit ^ue le piaa 
tangent ÇTS, SU} couvre tonte la partie du plsn îmizontat tkaée du 
c6té Ode TS, et que le plan langent (PQ, QR) ooime toute la partie 
dK iaênie plan située du c6té r de PQ; donc il n'y a que la partie 
QASQ du plan horizontal qui soit vue. La ligne AP est sous le plan 
(TS, SU); ainsi, elle est cacliée. La ligne AT est sous le plan (PQ, QRj ; 
donc elle est pareillement cachée- Quant aux parties AS, AQ, des traces 
TS, TQj elles sont évidemment vues, ainsi que la projection AB de Fin- 
Ittaection des deux plana demandéB» 

En projection verticale, la partie da plan ÇTS, SU) » qui ae projM 
horizontalement dam l'angle TAB, et celle du plan (PQ, QR)» qui se 
projette horizontalement dans l'angle BAP, rouvrent évidemment tout le 
plan vertical et cachent tout ce qu'il contient. Il résulte de là que les 
traces SU, QR, ne sont pas vues , et qu'il ne doit y avoir de lignes pleines, 
sur le plan vertical , que la projection AfBf de rarêfe (AB, A'B'), suivant 
hqneBe le joignent dma rcspece le» dans partie» des plans de m a ndée 
qui se projettent sur le plan bomontal en TAB et BAP. 

Il n'est pas nécessaire d'ajouter que les lignes AJv , A'L', St>, SL', Qtf , 
qui sont sur les parties postérieure et inférieure des deux plans de pro- 
jection , ne sont pas vues. 

595. Problème 2. Par une éMte donnée, mener mphn umgtM 
à une surface de révoliaion. 
Mous allions deiioer denx solutions de ce pnAI^^ 

. Stfit 1" Solution j dans laqtulh on emploi* des cônes auxilioires. G>uceTOos <TcaX 
yoÎBt* »ttr la droite donnée, el imaj^inoiis que chacun de ces points soit le soninu:! d'un 
•doB cinoMcrit à 1* sariace de révolutiou. Cette curl'acc sera touchée par chacun de ces 
ctaM iBÎfaBi«aeoiNnlMdeooiiiiaetfteâle&délaniinvC353),«t]epoint ^iatenaotmi 
das dwn ooadias da aaai a c t mn la joiBt de eaataet dn (bn tanypt dwiaiidé} car h 

19.. 
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p'.in t. muent en ce pointa la snrf.H'f> iloiuu'i' p.Ts^era par chacun dos sominnla dt$'deitt 
cônes auxiliairc^ij d'où lou voit <ju'il conliciulra la droile donnée tout entière. 

II suit de li qoe le problèaM proponé aora autant de Bolationt que lei dei» ooorbec 
de contact des deux c<^nes auxiliaires auront de points communs. 
Pl. 3o. 397. Soit donc (1 , l'I") l'axe de révolution, (OH, vit'i) la méridienne principale de 
la furface donnée , et (CD , CD') la droHe donnée. H «t dair que le problème aura deux 
•ohituMis. Pour les déterniner areo euctitade , noua ftrona remarquer mnaA famt que 
si les sommets des deux cilnes auxiliaires étaient trfcs voisins l'un de l'autre , les courbes 
de contact correspondantes se croiseraient tous des angles très aigus , d'uù il résulterait 
aéeewaircmept que let p(Hiilt «Pioteneetîon de ces courbe* ne seraient pas bien dit» 
tioeta (907). II est aisé de Motir^faipfès cela, que les points delà droite (CD, CD'), (ju'il 
est convenable de choisir pour ces sommets , doivent donner des courl>cs de contacta peu de 
chose près rectangulaires entre elles : or, on ne sera pas loin de satisfaire à celte condition, 
ai Foo firend l'on dessommeta «ii«apoiat(D, 1/) trèsToisiado la wr&ee doaaéeyCt 

l'autre i l'infmi sur la droite (CD, CD?). 

398. Le céne dont le sommet sera en (D, D') touchera la snrùtce de rérolutioa 
•uivant une oowbe (inm«,mV»V),que Fon détenninera perles moTcns exposés pféci* 
demment (353). 

Lecùne dont le sommet sera situé à l'infini sur la droite (CD , CD') aura ses éléniens pa- 
ràllclcs « celte droite; ainsi , ce ne sera pas , à proprement parler , un cùne , mais bien ua 
efliadre. Il toocfaora la serboe de réftëlatioB snivant la Ugna (mtum» asVa'aV), 
Poa enutrnira fiM^Iement par les procédés des n** 37$ , 376 et «uiTans. 

Ajant déterminé les deux courbes {mrm , m'r'n's') , ' mtunVftn'f un'y'), on remarquera 
qu'elles se coupent aux deux points (m , m') , (n , »') , et l'on en conclura que ces points 
•ont oen de ooataet des deux plans langeas demandés. Il aurait été facile d'ditenir le* 
traces de ces plans} mais, pour que F^pore soit nuiina confusi^ on i^est dispensé d* ke 
construire^ 

399. Comme les projections des eouAea de contact (aamt, mfrn'»'), {mutnf, miùriv\ 
ne se croisent pas seulement suivant les projections m , n, m', m', de leurs intersectionSy 
il est nécessaire d'établir quelques règles pour que l'on socbe trouver aisément les points 
chercliés /» et n, m' et n', parmi les différens points de rencontre fn,j,n,x, m\ w, t{, m, 
des lignée mnm, eaVn^/, mteinr, mi'/i/nV. lyabord nous ferons temarquer que pour 
qu'un point m soit la projection d'un des points de contact des plans dem.-inli's , il faut 
qu'il ait un correspondant m! sur l'autre projection. Et comme il faut de plus que le 
point (1» , m') toit Fintersectioade deux arcs (i m/, v'm'i) , {smr, t'm'r") , des ooarbes do 
contact, il est indîapensallleqveces arcs soient sur une même portion de la surface donnée) 
d'ob l'on voit que oesaiêniet arcs , à l'endroit du point (m, m'), doivent être sur chaque 
pr^eelion tous deux vue ou tous deux cachés. D'après cela , les points x ,y, s , uf, où ae 
coupent de* ares pleins et des arca ponclodt des Abus lignes (mm*, nsVnV), (attatè^, 
m'i'uVr'), ne peuvent être les projections des points cher ehét , oe qui, dans le cas actuel, 
lait connaître immédiatement ws points , et,dans font antre cas, fteilite infinnoent leur 
détennînation. 

400. Lasurftce prfgy pcar «M-plo oft» des pwp tiért e i al heem nt ee i page» yfA 
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«it de l'espèce dos ellipMÏde» de térolatioo, et que toute surface conique ou cjliudrique, Pl. 3c. 
qiû enveloppe un eUipeoide, le toudte taivant une conrlx; plane elliptique (*) duat 
dufae prafeetÎMi eit tntjoinn une ellipae ($89). Cela poaéi praumi pour aonmet d'un 

e&ue auiili lii pin point (G , G*), ojl la droite dounée (CD, CD') traverse le méridien GH. 
CeoiériUiea dÏTise la surface de rirolation en deux parties métriques ; donc le cône 
qui afun ton goomiet dans le ménenérîdîeii ten eiuiî divisé par le plan GH en deax 
parties sjmétrîqùes j donc la courbe de contact correspond» n te à ce c6oe sera également 
divis& j>ar le même plan en deux parties symétriques-, donc le méridien GIT contiendra 
l'un des axes de cette courbe de contact; donc elle aura son plan perpendiculaire au plaa 
viBtiçel: donc enfin elle MraprojeléeTerHealeneBt tnimBt «ne droite >K. H «en Ibeila 

d'obtenir oette droite ; car si l'on nibne par le pnint €/ di ux tangentes G'», Q't à In mé- 
ridienne ««^t/it, elles toucheront cette méridienne en deux pointa i el t, qui seront des 
points de la droite cherche. Ôr, la sar&oe conique dont le sommet est en (G, G'] touclie 
la surftoe donnée suivant UMeoorbc à laquelle appartiennent 1( |> .nts (/n, m'), (», ' 
donc la projeclioti ectte courbe doit contenir les points ui fl n, ce 4|Qi foimît Hlk 

mojen simple de vériiier l'exactitude des constructions préccdentea. 

SÂVùn prend pour MMnmet ^nn ctae easilianre te point (K, K*) , ojk la droite donnée 
peroe leplen lioi ïzontal K'L, qai divise la surface de révolution en deux parties symé- 
triques , la courbe de contact correspondante aura pour projection liorizotit.ile une droite 
qd , passant par les points n» et «i et l'on anra an second moyen , analogue au premier, de 
MrifiBr kl polilionedM points (as, as'), (», »'). 

401. 11 est clair que les courl)es de contact qJ et il- nuront pour secondes projections 
deux, ellipses : d'où l'on voit que si l'on prend pour sommets des deux edan auxiliaires 
le» points (G, G'}, (K, > on «ont deux droites et denz ellipses à détominer, au lieu 
de quatre ellipses , ce qui simplifiera beaucoup les constructions» 

Si la surface dontiéc est un Iivpfrlwloïde de révolution à deux nappes, nn bjperboloïdc 
de révolution k une nàppe, ou un paraboloide elliptique de révolution, il y aura des cônes 
•nxiliairef , analognei à eeax'deôt lessonmieissoiA les poiali (K , KO (f»> ^ Vtat- 
ploi de ces cônes simplifiera beaucoup la résolution du problème proposé. 

402. Execution de l'apure. La distinction des parties pleines et ponctuéeN «st d'une 
grande importance; mais, comme elle est exposée avec détail aux n"* MÏS et 3b3, nous 
1 en voyons ii oesniduéroSi 

UellipsoïJc donné est le même que sur les planches 26 et 28 ; la droite (GD| Çlf) est 
parallèle à la droite (MN, MT}') de la pL 28, et le sommet (D , D') est le même que .le 
seitaÉiet (M , N) , pi* 26, en sorte qu'on n'a en besoin , pour faire l'épure de la pl. 3o , que 
de rqpporler snreéttè époKles aésttltelsalrtenats pl^aèetp^^ 

40S. a* Sobaion,4ans lofueUà on tmf/bit uh fypoMiSde 'de révoUttion 
à une nappe. Ima^ons ^{tie'l* droite mande te menve mtoov de Taxe de 
révolution pour engiendrer un hyperbololde, et conoercas par le pointdé 

(*} y "f^'i P^"' i'ioieltigence de et nutatro cl dn luiraiu, Je* Trauc» de l'sppiicaiMB de TAnal^M fc la 
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eontact (lu plan tan geOt demandé «n plan mérrdien; ee denâep pittt eon* 
pera la droite donnée en un point , et je dis que le plan tangent demandé 
sera tangent en ce point à Ili^perboloïde. En effet, puisque ce plan est le 
plan demande, il passe pac la droite douuëe^ c'est-à-diure par l'elejnent de 
lliyperboloîde qm. oaoûeaî le pcnaidlnteaccdoo de cette dcoite et du pUa 
mér i ^en» umm il est perpcndkttlaife à ee pka emnaie étant tangent k in 
florface donnée (7g4) ' donc il est tu^jinit i llijrpeflMldidt en ee point d'il»* 
tersectioa (5o6). 

Il suit de là que si Ton mène un p!an tangent par Taxe de révolution 
et par le point de coutact du plan demandé et de la surface donnée, ce 
plan coupera cette surface et celle de riijperboloîde, chacune» suiTant sa, 
méridienne» et le plan tangent anÎTant nne drate taugcutnau dens mé- 
ridiennes* fi dUmc on construit les mënfiennes pi'Bici pales deces demc snp> 
faces f qu'on leur mène une tangente commune, et qu'on fisse tourner cette 
tangente autour de l'axe de révolution, elle viendra rencontrer la droite 
donnée en un point, elle appartiendra, dans la position où elle sern pan'c- 
ttuc, aupiaii lauréat dcmaudu, et le poiut où elle touchera la meiiditiuue 
de la snrfice donnée sera le point de contact de os plans. 9As 4|no ce poim 
semconnnir serafidled'endédnife leplanlu^ratehefdsé. 
VU St. 404. Soit (I, ri") l'axo (]c révolution, (gh , a^b'c) ou {tktfd!e')t la IïictÎ- 
dienne principale de la surface donnée , et (CD» la droite par laquell e 
il s'agit de mener le plan tangent demandé. 

U est clair qae le problème aura plasieurs solutions. Nous allons opérer^ 
pour les tronTer, comme il vient d'être dit; ainsi »,noascIierdeMm8d!n> 
bofd k méridienne prindinb de llvjFperiideid» dont k d^ 
ert la génératrice. Ponr 0^, nons snirrons les procédés indiqué n* aoo; 
nous remarquerons qu'un point quelconque (C, C')de cette droite engen- 
dre un cercle horizontal (CFAG , FG') , qui est coupé par le méridien gk 
en deux points (Y , F'), (G, G') , de la courl>c cherchée ; nous opéreronsde la 
même manière sur d'autres poiuts de (CI) , CD^f et Inentôt nons pourrona 
décrite la projection terticide TWWt &Wf Âê k méridienne principab 
de l*bjperboloidew Ensuite |i il s^agiir^ de mener une droite à k fois tan- 
gente à cette méridicnûe et à la méridieniie;domiée.4'^'c^^e'X*'<î^^f ^ 
Note 6). Au lieu d'une, il est visible qu'on en pourra mener quatre, sa- • 
voir : rt'B', hH', dK', c'h'. Ne nous occupons maintenant que de la pre^ 
mièrea'B'. .. ^ . 

Gmcerons par cette tangente nn plan pcrpendiadsnw en métîdieii-VG; 
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otploijratln^nt à ksor&ee doraée en (a, 41^* ^ ^ rhyperiwloide en n. sc 
(B, SO*€r,tt Ton 6it prendre à la Ungente a'B', on (FG, a'B^, un mo»- 
vemart circulaire autoar de l'axe (I, l'I*), et qu'on suppose que cette tan- 
gente emmène avec elle It: plan <^B', ce plan, dans son mouYcment, ue 
cessera pas d'être tangent nvoi deux sazùces en question , suivant les poi- 
ntions qn'oocnperont sncoeaBBVHMBt \m ^emc foiab (B, B% («x, tf^. Uak 
«M ^ p od l iOB» dn p pe m ieride eei|Miili se iRmTcra en (E, E*) sur la 
dMile donnée ; k position correspondante de la tangrote (FG, a'B') se tron- 
Ten dans le plan méridiea E[ ; donc la position correspondante du point 
(rt, «') «cra en (P, P') : donc le plan mobile touchera la surface donnée en 
P), et i'hjperboloïde en (E, F). Et comme il ne peut toudier Thyper^ 
Moide suspesaor par la géoMiiee oorrapendente (Cù, CDO» ilooo»- 
dden arec le plan demandé; donc enfia (F, F) est le poutde coalact de 
eeplan. 

La tangente ^'H' conduira à une seconde solution. Pour la détenninCTy 
on amènera le point (H, H') en (S, N') siu- la droite donnée, au moyen 
d'un arc de cercle horizontal (ITS , H'N'), dont le centre sera en (I, M); on 
mcuera la trace du méridien qui coutieat le point (2\,2\')i on amènera 
b point de «onlact (b, V) dawœ méridien, an moyen de IW {b% , b'S»') , 
et le point (8, 9) sera ft pcmt de contact d*im seeond plan tangoit à k 
surface donnée, passant par (CD, CD'). 

Quant aux tmgentes fFK', e'U , il est és-idcnt qu'elles seront symétriques 
aux tangentes b'W, a'IV. Il s'ensuit que les points de contact B' et L', b' et 
et, a' et e, lï et h.', seront dans les mêmes piaus horizontaux B'L', b'd' , 
dil, me, etàdas dfataecesdgdes de t'axe de révolution; d*o& IVm voit que 
loTBqa'ott ramenen les poînts (K,K') et(L, L') sor k dnrite donnée, ik 
viendront se placer respecUvement en (N, If) et (E, ET), et les points de 
contact (</, if), (e, e'), aux points déjà obtenus (S, S') et (P, P'), en sorte 
que les tangentes (fK.', c*L', donneront les mêmes solutions que les tan- , 
geutes ùll, a B'. Malgré cela, il conviendra de mener toutes ces tangentes, 
parce que k a)ndition qu'elles soient symétriques deux à deux, ain>ii que 
kniepQÏaii de c o ntac t , fournira kmoyen de WnSer l'cnctitnde des in- 
soUals obtenus à gsndie de Taxe FT, par k cooIrontaUon de ceux oliie- 
nus à droite. 

Nous n'avons pas mené les traces des deux plans cherchés; on connaît 
pour chaciHi d'eoz un point et une droite qu ils contiennent, ainsi ils sont 
dctenniucs. 
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n 3t. 4o5. Cette eolation» pli» expéditrre que k premièie, ett dTime exécution 

Mes délicate, parce qu'on n'a pas de méthode gnpbique Simple pour 

mener les droites Ci Ji', A H', tangentes à deux courbes connues, et pour dé- 
tenuiner leurs points de contact a\ B', V , W ; mais elle se rcconiinaiide par 
son élégance, et elle eunduit d'ailleurs aussi sûrement quune autre îi des 
résultats exacts, lorsque l'on desune avec soin. 

406. Exécutkmde r^nure* La sur&ce prise pour exemple est engendrée 
par un cercle; elle a la forme d'un anneau et appartient à la variM de 
surfaces de révolution que Ton appelle surfaces annuUaircs (^<>i). 

I^a reclieix'he des lij^ues pleines et ponctuées ne présente aucune diÛi- 
cullé. Ou a tracé la méridienne F'H'B', L'K'G', au mo^en d'élémens recti- 
lignes interrompus, parce que l'hjpeijwknde employé ne fiiit partie ni des 
données ni des résultats du proUème. 

407. PnoMiàms aéaiiLdi.. Etant donnétê un* droit* quekoaqu* et un* nufasx quel- 
conque ^ on danonit leplan laagÊmt è la aurfbe» dumét , poiumt par la diûltdoHndt, 

Il y a deux procédé» généraux pour rfinadré ce problèuu-. 

40H. l,e preniier con-iisteà circonscrire à la surface donnée deux rAnes qui aient Icurj 
somuicts sur la droite donnée : il csl cUtir que le plan demande, aura ton point de contact 
à l'iotenectioa des oourbe* contact dates den cAaei} dooe U tiiffira de détarmiaar oat! 
eourbes (367) et le point oîi elles se couperottt, pooravair la plan tangent dawaadé. On, 
a TU pi-éc(>demment un exemple de cette solation (3g6). 

409. Voici en quoi consiste le lecond procédé qui ooBdlihàiaMlatfaMi.1loiiiiiiOBS ]> ta 
droite donnée, S k eariàoe donnée, et P un flea, parpaaffieiddnà U droite D , sur le- 
quel on fera une projr ction niixiliaire. On commencera par construire le plan P, et le 
point d, où la droite donnée se projettera *ur ce plan ; on détermiacra ensuite U oourlie 
da oontact T d'un cylindre panUile k ta droite D et envdoppant la snrfiM» S (386) ; on 
eonstruira la courir- y, inujection de T sur le plan P ; enfin, on mènera , par le«point 
vue tangente ^ à la couil)e y, et cette tant^cntc srra la trace t t la projection du plan tan- 
gent demande. En ciTet, la ligne j sera le contour de la prujccLioa de la surface donnée 
sur le plan P ; donc le plan f n'aura de commun aree cette «nrface qné la ftcette infini» 
ment petîta qui se projettera sur le plan P suivant Vélément linéaire infiniment petit 
commun à la courbe et à la tangente f } donc , etc. Connaimnt 1» droite on trou rem 
aiaciuenl les trace» borisontale et verticale du pliin tangent deBMnd& 

■ Gemoyea de aolntmn . aaof quelques légères modifications, est cdn^ qaW a Muployd 
{391) pour mener par une droite donTue un plan tangent à b splicrc. 

410. Si la surface donnée était une surface développable , la ligne^ serait une li^c 
droite, on le systlanede plusieurs lignes droites, et il i»e serait pas posiibledè mener la tan- 

. f^tc 9 -, doue il n'est pas possible de mener par tmadlDÎte donnée un plan tangeatà une ' 
>urfacn «Irvoknipable. C'est une >éril6 précédemment démontrée (38<>). 

^a ïurface donnée étant toujours une surlace dcvcloppable, si l'on t eut employ er lo 
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■Mjan StÊ cônes auxiliaires (4o8) , on trourera, pour lignes de contact, des élcraca} in- 
JééÎA de tt iarfiwe ; «n général, ces élémqw ne leiwwoii rtc^^ îfék Ton voit que 
Ton sera conduit n In conclusion piéoidaotey qaiisrt qoe|dauPhjpd<Iiè0Bfiiita,b|»ra- 
blime proposé est impossible. ' 

4t *> s» cependMt huariWeedPBalB était tu» cftne» le$ ligne» Je contact ■BCO u pcraîeBit 
flotvant son sommeti d'oà il suit que le ^wnené par la dveîtc donnée, et par ce sommet, 
serait tangent au c<ine suivant ce luéme sommet. Et, comme la droite donnée est une 
droite quelconque, il faut tirer de là cette ooniéqaenoe, que tout pian passant par le som- 
. d?ttne MirÂee eeaiqM «st tangent à oatte turboK Cette vérité diigiiliire m troirre 
«qliqaée note 5, n* 90a. 

T i iYT' i iT'mr'n'i " ^-.^ ^ — ^. 

CHAPITRE V. 

Des plans tangens à plusieurs surfaces. 

412. Il est facile de concevoir qu'un plan ne peut être assujetti à toucher 
plus de trois surfaces données; ainsi, comme nous savons mener un plan 
tangent à une suifaoe îaol^» par un de ses points, par un point quelconque, 
pardlBenDentànne droite doimfc, et par nnedrnte donnée^ fl ne nous tcsn 

leim pins à pulwqas des plans tangens à deux et i trois surfiices. 

t 

ftti les touche à la fois loiitm Us deux. 

, Soient S et s les deux'surfaces données } on mènera dans l'e^ce un plan quelconque P ; 
ma déterminera les courbes de contact A et O des denoc nurfiMes S et « avee deux raribcbs 
cylindriques enveloppantes dont les élémens soient perpendiculaires au plan P (386). 
Cela fait , on construira les lignes <^ et * suivant lesquelles les courbes A et R se projet- 
teront sur Le plan F; on mènera uuc Ungeuîe ooniuiunc f à ces deux lignes (goS) ,et 
«ÉttetaaBente«n>Mir1«phnP,klraoeetlapvoieetiondaiihnteagentde^ En 
effet, les élémens linéaires communs entre les courbes / et «,61 leur tangente f , Mmt ha 
pcoiections de facettes infiniment petites des deux surfaces données, communes à cet aiir> 
fMoeset an plan f } doncoe pkn SQim.taogentaux. surfaoet S et«: donc, etc. > * 

Connaissant la situation dn |danf par rapport an pbnP»09fUtfl«înerA4iM)ilèaM^ 
traces du premier de ces plans. 

4i4< Comme le planP est entièrement quelconque| il est dair que le problème pro- 
poié ama en' général vae infinité de aoIntioBt. Ces solutiém ont nn Bon commun , et ce 
licaiCal lalenifitce développable qui cnreloppe les deux surfaces données: car tout plan 
la^OBtaasrarfMoaS et« «t l'eaTeloppée de la«ar£MedéieloppaUe dont il s'agit; e4 

an 
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•orteqoetootplaiitangaiitàGfltteraiimtAiiMiQl^^ probttne m question , «t 

réciproquement. 

On conclura de là que pour résoudre ce probl^sM le ploi oompU-tement posiibUi, il 
convient de déterminer l'enTeloppe développaLlc circonscrite aux deux surfaces SitHs, 

leurs projections ^ et « sur le plan P, et la taagBBte ^ aux lignes ^ et », on détermivera 
le point m I oii la droite 9 et la ligne / te toachemot , et l'on déterminera pareillement le 
point deoantactndes lignes f et •> Cet dcaspainisai et » Kraat ks projectioas sur le 
plan P des deux points AI et N,suiTant lesquels le planç toiiclwim]esrarfiienSet«.Ltt 
points M et N seront situés sur les courl>cs A et il sera aisé de les construire, et.enme- 
nant une droite MM qui les contienne, cette droite sera un élément de la surface dévc* 
loppaUe dierclièe. En eontlniiiaint àaac de aomcaiDi plant auxQlaïres de projection V, 
P', P", etc. , on obtiendra de nouveaux points M', M", M", etc., W, N*, H', etc. , analo- 
gues à M et à M , et la suite des droites MN, WH't M'K% M*R*, etc. , que Ton déduira da 
ces points , déterminera cette surface. 

Connaissant les points M , M', M', etc. , N , N', N*, etc., il sera fiœile de construire la 
ligaes M M'IM' . , !S N'N* . . . , suivant leaquellea la surface déTClc]>peUe d r coMcr ile ton- 
<3Kra les suriaccs données S et s; 

Kous n'appliqueront eetle tliéoriel auenn ezenopie : let ombres nous feumiroat Poe> 
casîon de l'employer. (Vojez le Irvre I*' de la ScUnet dudetain.') 

4i6. Si l'une des surfaces données , la surface S , par rxcniplc , »'lait une surface Jére- 
ioppable , la ligne / aérait une ligne droite j ou le système de plusieurs ligues droites , et 
fl M aanit fat paailla 4e MVi* h tangiBta dM OaaH qae U jilan qadconqM V M 
conduirait à aucune aolution. 

Cependant, si la position de ce plan était telle qae quelques-unes des droite! qm«eai> 
plaoeut la ligne 9 lendhaMent la ligne • , ces drcÂlei leraîent dhi méiaei lea traces et 
let praiectïons des solutions du problème proposé. 

11 est fncilf voir qu'en général , lorsqu'il n'y a qu'une des deux surfaces données qui 
soit développable , le problème n'est pas insoluble car si l'on fait tourner, autour de la 
aHfitaadéfeloppdile SfUn plastan^Mlft eitta*iwfaM, cephn, g£néfalnnent parlant^ 
jMiBdiera laauÂcs déTdeppaUe a y dant une eu plusieurs des podtions qi^il oce»* 
peiay et ces positions seront tangentes aax surfaces S et «. Mous lai cberdMraA 
ledanr un mojreo graphique de construire oea positions do plan tangent mobile. 

4^7* Problème a. Deux surfaces quelconques non développables éiamt 
amnues, an demande le plan tangent wiené à ces mifacet par lot point 
pritta-biimbmieÊÊidnureqfaeé, 

Çe preUipie aera déterminé , et pour laréloadM Uaa Vagira que de aaener par le 
point donné un plan tangent k la maùm dévdoppalle cÎNentcrite ans deux aurfiMW 
données. On doit asBlir qH«]i|ijefMow k bâf Êmm m fléiM luia mm^Ofttmtrm 
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On con^tniira, par le ftocUé 4«5, plttsieors élémens MTî, M'N',M*K% flift, éa . 
la surface développalilc circonscrito aux deux surfaces données; les projeclidns horiaon* 
tâlei de ces élvmcos seront tangeutes à une courbe { que l'on décrira; leurs projections 
vottictks laroat tangentei à vne oonrbe C V* 'm* déerin pareilkment , et l'on anr» 
Tarêle do r^MNlMemcnt dont ces deux co«rl)Cs seront 1m pio)col!ons. Ct-la Hiit , 

on mènera par kppint donné, que nous nommerou K, an plan sécant quelconque ; il 
ooapera les élémem MN , M'N', WV', «te. , satvmt «m laifa ds poinlf r, j*, etc.; M 
construira le lieu de ces points; par le point K on nwMn mt tia^BBte 6 k la co<"-be 
rr'r". ..; par le point de contact tle celte tangente on mènera une autre tangoute à 
l'aréte C)i ce^^^ nouvelle tangente sera un clément de la surface développable, et le 
plan qui paaien par oat âéoHDt et par la tangente t tara évidcntoeat I« plu taqgaDit 
deRMndé. 

4i8. SniipOMos que les nur£we> dannéeB soient dtaziplièra, kisdàtiim 
dn prolilinie sert fort nmple^ nom qu'on va le vfûr. 

Soit (A, A*) le centre de l'ane de ces splières, A'^ ton njcm, (B, W) le fl fc. 
centre de l'autre sphère , Wh son rajim, et (C^ C) le point per lequel ou de- 
mande de mener un plan tangont à ces deux sphères. 

Par les points (A, A') et (B, B ) noiis mènerons la droite (i\B, A'B'), et 
nous remarquerons qu'il y a deux cùncs qui touchent et enveloppent les 
deux surfaces données. L'un est engendré par le plan i'x^ tangent extérieu- 
rement aux deux sphères et molnle autour d*dles : 3 a pour sommet le 
point (D, ly), oà la droite (AB, perce le plan vx. L'autre est formé 
•par les intersections consécutives d*im plan mobile tangent intérienrement 
an système des sturfaces données : il a pour sommet Tinlenection (E, du 
pbnjs et de la droite (AB, A'B'). 

Tout plan tangent à l'une des deux surfaces coniques auxiliaires sera évi- 
demment tangent aux deux sphères ; donc, si l'on mène par le |x>int (C, C'} 
dei plans tangens à ces surfocesy ces plans xéaaaàxoolt le problème proposé. 
D soit de là que oe problème aura cpiatre solutions; car on peut mener par 
le point (C, C) deux plsnS tangens à duique snr&ce conique auxiliaire. 

4:9. Construisons celles de ces quatre solutions qui correspondent an 
cône dont le sommet est en (D, W). Et, pour abr^er le discours, d^- 
gnons chaque sphère par son centre, et chaque cône par son sommet. 

Cela posé, nous remarquerons que le cône (D, D) louche la sphère 
(A, A') suivant un cercle qui peut être pris pour base du cône; que les 
plans tangens demandés passent par la droite (DC, D'C); et eoiio, que si 
l'on prolonge cette droite jusqu'à ce qu'elle perce le plsi^ de la.bMa en an 
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PL 3». point , chaque plan taDgeut passera par une tangente à la base, menée par ce 
même point. 

Amenons le vpiàm» des données, en le fiûsant toorner antonr de la 
Terlicde dont le pied est eu A , dans une position telle que le plan AD 
ait pour trace la droite AG parallèle au plan vertical ; il sera fiicile ensoîle 

de trouver les plans clierchés, parce que cette position donnera presque îm- 
médi.-itement le cercle de contact de la spliere (A, A') et du cône (D, D ). 
Dans le mouvement du système, la sphère aura tourné sur elle-même, 
sans dianger de pontion; le point (D, D*) sera venu en (G, C) ; le point 
(C, C) aura décrit un arc de cercle (CH, CfW) ^1 à PQ, pour venir 
s'arrêter en (II, H*); Vaxe (AD, 'AD'), du cône (D, D') , se sera rabattu en (A G, 
A'G') ; et je dis que si l'on mène par le point G' une tangente G'c au cercle 
abc , et par le point de contact c de cette tangente une perpendiculaire bc 
à l'axe A'G', bc sera la projection verticale du cercle de contact de la sphère 
(A, A') et du o6ne (G, G'). En elfet, concevons que le cercle (SK, abc) , et 
la tangente (6A, G'c^, se menvent drcnlairenient anionr de (AG, A'G'); 
il est évident que le cercle abc décrira la sphère (A, A'); que la droite G'c 
décrira le cône (G, G ) , et que le point c engendrera le ceix'le de contact de 
ces deux surfaces : or, ce cercle sera dans un plan perpendiculaire à l'axe 
de révolution (AG, A'G'); donc il sera dans le plan (LI', I'^), passant par le 
point c, et perpendicolaire au plan vertical de projection : donc eniSn il 
sera projeté verticaleinent en bc. 
Connaissant le plan (LI', Vb) de ce cercle , on constroira le point (is , n') 
• oà œ plan est percé par la droite (GH, G'H'), que contiennent les plans 
tangens cherchés, et il ne s'agira plus, pour déterminer ces plans , que de 
mener par le point (n, w') des tangentes au cercle bc. Pour cela, on ra- 
battra le plan de ce cercle sur le plan vertical AG, en le faisant tourner au- 
toor de l'intersection (AK, bcO) de ces plans : le centre d ne prendra an^ 
cnn moavementj donc oe même cercle rsbattu sera celui b\Jc\, dont le 
centre est en d, et dont le rayon est fie. La droite Kjt, perpendiculaire à l'axe 
de rotation (AK, bcO) , viendra en «'N, et le point N sera le rabattement de 
(n, 11); enfin, la trace liori/outale LI', du plan (M', Vh) , se rabattra sui- 
vant une ligne RT, perpendiculaire en 1' à la ligne hO. D'après cela, si l'on 
mène par le point N 1» tangentes KU, NV, elles appartiendront chacune 
à Fim dss plans cherchés; et comme elles seront rencontrées par la trsoe 
RT du plan (LI', I'^) , la première en R et la seconde en T, il sera facile d'en 
déduire ces j^ans. Ramenons d'abord le oerde bMcS dans le plan la 
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droite RT, en toonanfaotoiir du point ÇL, T), qui nstemînimobile, vien- pl 9». 
dn se jAacet sur IlL. Goncerons ensuite qu^on mnène tout le système 

dans sa position primitiTe, en fiôsant tourner le plan AG autovir de la veiw 
ticale A , le point (I, I*) viendra en /; le rabattement RT, de la droite (LI', T), 
perpendiculaire à AG, viendra eu rt , perpendiculairement à AD; et les 
points 11 et T viendront en r et t, dfi façon que l'on ait Az =: AI , ri= RI', 
îtssI'T. D*oà 1*011 voU que les points ret t dn plan horizontal appartien- 
dront au plans chefcliéB; mais ees jAu» passent par la drcnte (DC, B'C), 
qui perce le plan horizontal en (F, F'); d^nc les droites H?, <F, sont fes 
traces horizontales de ces plans. Quant aux traces verticales , on ne les a 
pas construites afin que 1 cpure soit moins confuse : ilest aisé de¥<|ircain> 
ment elles s'obtiendront. 

Il serait facile de se tromper en rapportant les points K et T, en r ett, 
û Ton ne remarqnut pas que les points R et N sont àtoi» du même 
oôité par rapport à l'axe de rotation M) ; or, en projeclkm horisontale, 
bO se trouve en AK , et le point N en « ; donc le point R doit être, 
ainsi que le point n , deiTière le plan AK ; donc lorsqu'on ramène ce 
plan en AD , le point II doit être du coté vers , lequel s'avance le plan 
mobile, c'est-à-dire du côté A' de AD. 

4ao. ExécMition de f^pmte. Gomme on n'a pas oonstraît les traces 
Terticsles des deux plans tangens dont on s'est oocnpë, on suppose que 
ces plans n'existent pas dans l'espace , et l'on marque leurs traces hori- 
zontales en lignes mixtes (55). Toutes les autres lignes de l'épure sont 
des lignes de coiLstruction , hors les contours des projections des deWT 
sphères, lesquels sont indiqué en lignes pleines. 

4a I. Problème 3. SoUnt (A, A'), (B, B'), (C, C), Uê 'ctnirw tU tnù «n^few ipJU' H. 33. 
fiquts , etAa,Bb,Cc^ les rayons n^uct^» de «es su^ieMj en dtmand$ implan fui Im 
touché à la Jbii toutes let trois. 
■ 'nomi«iiian|iup(Hit,eDi»eBMrlka,qaetiNitp^ 

deux à (Iput Ips trois sphères données, est tangeotk «esapUrea : br , ce plan tangeot Ix»- 
tieot les sommets de» trois cônes enveloppant; IHM «• sommets sont nécessairement sur 
Im droites (AB, A'F), (AC, A'C) , (BC , B'C), M ^ M qui rcYÎcnt au même, dans le plan 
des centres desfpbkrst: dono ils tant «w mie aiêai» drahe qoi «rt PiatefieetioB de ce 

plan et du plan tangent. 

- Bemarquons , en second lieu , que les sphères d<mnées peuvent être enreloppées par six 
ctaw, anmr:tiob dont let MHMto sont- àii-ddà- de Ptaqi^ sphère» 
qu'ils enTdopfieDt , et troit doBi tasaoBimets sont situés entre les tpUrcs Cttidoppées. Lee 
tjots pramera aant ituiMp^ n pwijMtmi. KM>i««f|tf ,,1^,^ ^ eUMMle «a (P, 13^ 
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PI 33. (P> F), (P,F).Lm tmU imtùm Mnt intti>ét «a projection mtiede, et ent pour 
•onunets les points (G, GOt (Kir tlf) > (1, 1'). 

Enfin remarquons, en troisième lieu, que lorsqu'un plan est tangent à deuv sphères, et 
(ju'il laisse ces sphères d'ua même cùlc, il est taugeut au cûne caveloppaot dout le som- 
aeteilMdel^detsphlhAi; tuadis ^ tfU laiaie loi ^Ure» àt o6tés ^érans , il ert 
tangent au cône enveloppnnt dont le sommet est entre les sphèrefc 

Cela posé désignons , comme dans le problème précédent , les spUfw par lean centres , 
et lee cônes enveloppans par lenrt sommets. 

H est daÎT, l*. <|Bi'ea pbnrra mener au» trett tpMws um plan tangarttyi W l^ïw ed'nn 
même cdlé : or , ce plan touchera les trois c6nri (D , D*) , (E , E') , (F, F) -, donc les som- 
mets de ces cdnes seront sur une môme droite ^OËr,0'£'F')i ^''* <lu'on pourra mener aux 
trois sphères un ptan lai ;^cnt qui laisse celles dont les centrée muA en (A, A') et (B , B") 
d'an même cùté , et la sphère (0, C) de Paatre côté : or,ce phn tonchera les trois cdne» 
G^>I*')> (H, H'), (I, 1'}, donc les sommets de ces cônes seront sur une même droite (DIH, 
iyrH');3°. qu'où pourrr. meacr aux. trois sphères un plan tang^tqui laisse celles dont 
les centres eont en (Ai A') et (G, C) (Tvn mimecat^.et le treisâme sphère (B , B') de 
l'autre ciUé : or, ce plan touchera les trois cônes (E , E ) , (G, G') , (1 , 1') ; donc let aom- 
mets de ces cûoes seront sur uoe même d^roite (GI£jO'V£'jî4*'' enfin ^ on pourra mener 
«toc trois sphères un plan tangent «jui lelaee d'un mêîoecAté les sphères (B, B') et (C, G ) , 
et de Fautre côté la sphère ( A , A') : or, CB flen toodiera les trois cdnes (F, F') , (G , G% 
(H, H'); donc les sommets de ces cônes seront sur une même droite (GIIF, G'fl'F'). Il suit 
donc de là que les tommets des six cônes enveloppans sont les intersections de quatre 
droitee (DEF, Df^r) , (DIH, m'H ) , (Gfil, GlX) et (GUF, G'HT) sitoées dans vn 
même plan. 

liest évident que tout plan mené par une de ces droites, tangenticlicmcut à l'une des 
trois surfaces coniques dout elle réunit les sommets , touchera les trois sphères données; et 
conidieon peut mener par vne droite deos plane faunes à un oAne droit, nooe en oonda- 
rons qu'en général le problème proposé doit avoir huit solutions. 

On pourra facilement constraire ces hait solntions> puisqu'il ne s'agira, pour en .^rnu- 
une , que de mener va plan tangent an cÔne ciroonacrît à deux ^hères connues , par' 
«ne droite sur le^ncU» eoit le-eemmet de ce cdnn. (Test la qaeitioBipi vient d'Me ré- 
solMn*4'9* 

4aa.- PnojuiM 4> .^lonfdbimdM Itvk mafitetê fi r afasii f iw P, <^ en dmmuidg u» 

plan * qui le» louche toutes les troit. 

Imaginons une première turiaoe développable auxiliaire , qui touche et enveloppe les 
denxênrfiieesPetQ. Imaginons une seaonde snrCue dévidoppaUeânsllialire,qn{tonehe 
etenvcloppe pareillement les surlaces P et R. Il sera possible de déterminer les courbes de 
contact ip ol 4 (!es deui surfaces auxiliaires avec la surface P(.fi!)) : ces courbes étant si- 
tuées sur une même surface, elles auront en général des points d'intersection, et il sera ia- 
dledelescoriitraire. Soit ni nndsTcee péiele; je die tfaib le plan tangent enm àh enrAne P 
sera le plan demaodé : en eSet , ce plan , touchant la surface P en vn point des courbes p 
jet.i» wr» tangent auxdnax soriacee déielcf peLhi jinxiliaires; donc il sera tengmt ans 
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mtxbet» Q«tR ; donc, de. I^apiis cela, on toit camnent on pourra traîner tontes lot aa- 

Intïons da problème proposé. 

4a3. Si !«• sarfacci doonées «mt des spbèrea , Jes sar&ces dércloppables auxiliaires se- 
rait dn cAnes. Il y aara ^Mk â» cm cAne* qui envebpperont les splières P et Q (4 1 8) , et 
^UmduTonthpeemânàtmiÊiftiTm mùnÉtée^ aim puroOle* 

ment deux cônes qui euTelopperont les spbèrcs P et R , el qui toudieront la spbcre P sui- 
Taot des cercles *' et y. Ghacon de ces cercles rencontrera en quatre points les ccrcle-i x 
•*y»P"' eonaéqneot, 1e|)t«l:ttme dont il s'agit aura huitaolutions, ainsi que nous l'avons 
déjà dit (421). 

4a4' Si Pune des surfaces données était dcvcloppalile, h problème serait imjKwaiîlé; 
tÊtf ri PoD bia^ qtie cette surface soit celle qu'enveloppent à la foia les denx sor&ces 

née, et ceii(']éiïH-i\s,fmç^ft\,a'awronlpiAiitf(Aiita commuas. 

Le proUèmo serait à plus lorta raison inpawiUkai de 
.ipia^eie temps dévektpiMble*.. 

I cicCle wlQtioii à attcan ezenylfe 



V \ »\ .» '.• ...1. v.-. «ï.iwci ut) .* I ... V' ;\.v •» " . .riiti 
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. INTERSEJCTIONS DE SURFACES. 

, - , • • f.,,.. •■ • • • • ...... 

4a5. N ous avons indiqué, livre II (i44) > procédés généraux qui 
servent à déterminer les intersections des surfaces : n^ais nous u'aypi|8 
jfffj 'ffl 'pM^e ; et cpinin«:b,détei3^iinaUon 4e ces 

iateneinioiis est im !Ç^jettd^iim.|pBtiiâ9;a<^, 'il-ieit aéomàrt que nous 
exposions avec détail tous les mojens qui servent à les oonstniire. 

Nous chercherons d'abord les intersections des plans et des surfaces 
courbes ; puis celles de ces dernières surfaces entre elles ; ensuite nous 
nous occuperons des tangentes à ces intersections , et nous termineions 
par une théorie synthétique des principales propriétés des sections planes 
des o6aes k Imcs circulaires. 

436. Pour qu'une intersection demandée aoît connue le mieux possi- 
ble , nous ne nous eontei^ercHis pas toujours de chercher ses projections. 
Si elle est plane , nous construirons ce que nous appellerons son rabat" 
tenwnt : c'est-à-dire sa figure sur le rabattement de sou plan, ou, ce 
qui revient au même, sa véritable forme; et, si elle est située sur une 
snrftœ déreloppaUe ^ nous dérelopper m s cette snr&ce , et nous oon- 
stnûrons la figure de la courbe sur le développement obtenu : nous ap- 
pellerons cette ^ure la tttmsjarmée de cette courbe. 



CHAPITRE PREMIER. 

Des intersections de plans et de surfaces courbes, 

42J. pROBLÈXB 1*. (ht duanB un cjrUndn et un ptm, et l'on 
demande j i*. leur inieneetion commune / a*. Ils rabattwient de cestte 
intmveetùnf la transfinmée de la m6ne i^eneedon sur h dé^ 
jbippement du cjrlindre. 
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VéaauBi àeM qoBàùm Iumbé le dniz dw plans de projectiou, 
nous prendrons pour plan horiaontal un plan perpendiculaire à U gé- 
jiéntrice da ejrlindre donné , et pour plan vertical on plan à la fou 

perpendiculaire au plan horizontal et au plan donné. 

428. D'après cela, soit (PQ, QR) le plan donné, et ARCD. . . la trace Pl. 34^ 
-liorizoatale de la surface cylindrique donnée. Tous les points de cette 
anx&oe annmt lenrs projections horiaontaks tor la oonilie kDCDf., , et 
aea âëincnB seront des droites verticaks (A, ak*), (B, bV), (fV cC)...» etc. 
^ De même qne les points da çjrUndre donné se projettent,hori«oiitalfr- 
ment sur une lî{»nc ABCD... , ceux du plan donne se projettent verti- 
calement sur la droite QR; donc les points de l'intersection cherchée, 
devant se trouver à la fois sur le cylindre et sur le plan donnés , se 
projetteront horiaonlalanent suivant ABCD. . . , et Tarticalemfflit suivant 
QR.'Et oooutte ks âémens dti cylindre sont tous compris, «n projection 
.verticftie, entre les oontonrs aA' et gG' , les points de rintersection cber- 
chée ne pourront occuper sur QR que la partie A'G'j donc cette intei^ 
«ection sera la courbe (ABCD. . . , A'G'). 

D'où l'on voit que , d'après le choix que nous avons fait des plans 
de projection , nntersecâon demandée se trouive représentée immédiate- 
ment au mojen des lignes qui figurent les données. 

439. Construisons maintenant le ruLallement demandé. Pour cela , it 
ne s'agira que de rabattre le plan (PQ, QR) sur l'un des ,deux plans de 
projection , ou sur un plan parallèle à l'un de ces deux plans , et l'inter- 
section (ABCD.. A'G') viendra s'abattre sur ce plan suivant la courbe 
dierchée. Soit MN, par exemple » un plan vertical parallèle au plan veiv* 
tical de projection, ce plan et le plan donné (PQ, QB) se couperont 
suivant une droite (AG, A'C)* bnaginons que le plan donné tonme au-* 
tour de cette droite jusqu'à ce qu'il coïncide avec le plan MN : dans 
le mouvement , les différens points de l'intersection (ABC. . . , A'G') ne 
changeront pas de situation par rapport ;i l'axe de rotation ; donc les 
points (F, F') , (H, F) , situés sur h droite (F H, F') , perpendiculaire 
à cet axe an point (0, F'), etdSsivns 4e cepointdeslongnemsOF, OH, 
seront, après le mouvement, sur la droite i^n peipendicnlaire en-f!' k 
l'axe A'G', k des distances du point F', ^F' = OF, «T = OH; c'^ 
à-dire que ces points seront, le premier (F, F) en et le deuxième 
(H, H ) en «. 

El) faisant les mêmes constructions sur d'autres points, de l'iateisectioa 

et 
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n H dnnandéc, on détenniAtm le nbaUeiM^ A*Cy^)i^', <^ n*«ik autre 
d«M q«e ctItB.MiarMClaBa dans te wéniàâo fprindmr. 

45o% FaMOB 4 la «onalmctiion lin. développement dki cjrlîndre donné» 
et de la figure que pwidirtr ce drfyi alo ppi i a i w il ffilewacliQa (ABCa>. . . y 

A'GO- 

Concevons que tous les ulemens de ce cylindre 9<nent antant de <^ar^ 
nières > et iniaginons que les petits plans formés par deux ëlëmena coq* 
sécotift ^koaqneft totiraeat» maxamt te» diaiiiièies, jtuqaa ce qu'ik 
wten^lMi» âMnpna û$aé va Mbo» plan ; l'eoMttilile de bô» mmcnXL» 
positioat f wF lB O a le éifAippaaent chercké, et il est clair que la courbe 
ABCD. . . séra une droite sur ce dëyelo{^ment. En effet, tous les élë^ 
knens du cylindre sont perpendiculaires à cette courbe j donc elle sera 
cOTnposée , dans le développement , dune infinité de petites dlroites 
comprises chacuue entre deux iSlânens tmains et perpenÂml^vi à ee» 
Mnens : «r, daâs le mottreoÈml, en 4tmi démena oomrft^itift cob* 
le r f ft o ut lenr paralléUsme ; éoÉc, «prit le ttouvement , tons les ét otom 
seront encore paraUdea j donc toslM ces felilM dMÎles fMtteroBt «m 
droite unique. 

D'après cela , il sera facile d'avoir le développement du cylindre donné. 
Soît a'a* une droite quelconque tracée sur un plan ; prenons ce plati 
font odtai ^ dMoppemeM -dieMlitf , et premniB h droile poor 
inpràwliter tar ce dMoppeiaMt la eboiS» ASCD.. .A. On podm le» 
lires AB , AC, AD. . . , à pai^ d^tme origine commone âf, de a' en b', db 
■a! en r' , de rt'en , etc. , s«r la droite n'a'; par les points rr', h', c', et..., 
xm élèvera des droites a\", h'ti!' , c'C"... , pei-pendiculaires à n'a" ^ et 
l'ensemble de ces droites représentera le développement du cylindre. 
- 45 1. Pour rapporter là courbe (ABCD.. . > MGf) mt œ déydoppe- 
MMit f on remarquera que les points (A, y (B» » (C» C) . . de 
«Mte courbe , sont, sur les élémens (A, nh") , (R, /R') , (C, cC) . . . , an- 
dessus du pbn horizontal , c'est-à-dire au-dessus de la courbe ABCD . . . , 
«des hauteurs respectives «A', bH' , tD' , etc. , et l'on en conclura qu'en 
fwrtant ces hauteurs de a' on A' , de ^' en B", de c' en C, et ainsi de 
•aile , les points A'% V, C\ . . appattiandront 4 Ift transfemife deua»* 
déan doae, en vémksant ces pokk far me tigw élW? , 1 .- on «on 
9olte trensfecm^e. 

452. Nous ferons observer que lorsqu'il arrive, comme dans la fif^ire 
|«tise ponr exemple , «pM la cOmbe i^BGù, , .A «oit fermée, rien ne dit 
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qne la série des arcs AB , AC , AD , etc. , soit terminée à l*an de ces TL 34. 
arcs ; donc il est nécessairé dTidiiMttie ^'dle aaifC Indâfaile, 4/est-à-dire 
que !• ofNttBs AB(3)« . «A soH AwniéB d\ni6 Isfinîltf ds cifoonrolvtMas ^ 
^qni fartant da point A, tant d'un c6të de ce point que de Tautre eàîé, 
•t 4jûà se- rectifient sur la droite indéfinie «('a*', depiais le point a' jusqu'à 
l'infini à gauche de ce point , et depuis ce même point jusqu'à l'infini à 
droite. Il suit de là que l'arc A"G''A"' n'est qu'une partie de la trans- 
formée A"B"C"D". , . , et que cette courbe s'ctcnd à i'infîui à droite et à 
gauche de féUmtnA kè?. 

fl csl aisé de voir ^pie lon^pAMi Mmt porté Twtt ADGKA de t/ en 
il ne s'agira , pour développer l'are ABGKAB , qœ de porter AB ss tiVp 
au-delà du point , jusqu'en un certain point que nous nommerons V , 
et que, pour avoir le point correspondant de la transformée, il faudra , 
porter la hauteur JB' = Z^'B" , au-dessus du point b". D'où l'on voit que 
les points de la transformée qui suivent le point A** sont placés les 
uns par rapport aux antres , oomme cenx qui snivent le p(rint A'' sont 
placés aisâ les uns par rapport âox antres. Nons co o dnron s de là qne 
la transformée de l'intersection demandée est composée de parties égales 
k l'arc A"G"A"' , lesquelles s'ajoutent les unes aux autres , et ont pour 
longueur commune le développeiaent i^d' duoe circoavolution de U 
courbe ABCD. . . A (*). 

. 455* GonnaisaMilt ki deux projections ABGD...Af A'G% de ISnter- 
secÂm dierdiée , son raliattement A'^>^. ,*,K' , et » transformée 
A'^G^A". . . , on devra parfaitement se figurer U ûtnatîonde cette courbe 
snr le cylindre ABCD. . . Et s'il fallait la décrire sur un cylindre stdide/ 

égal au cylindre donne , la transformée A"G"A'" en fournirait un moyen 
à la fois fort exact et fort simple ; car il ne s'agirait que de prendre la 
surface plane A"aa"A'"G"A", et de la rouler sur le cylindre solide de 
manicfe qiie les points «t coTiyidsayot en nn seul | alors la ligne* 
A^G^'A** finmerait , sur ce cylindre, une courbe font-à-'fiûft ^ale à lln- 
tersection (ABCD*. .A, A'G'). 

434. Si Ton avait fait un autre choix de plans de projection , l'inter- 
section demandée ne se serait pas trouvée immédiateineiit représentée j 



(*) Si le cylindre donné est comme d^m l'ivre ua i^liodre » baae cirpulatfy, (a i'f^V^ 
rabattue A'fy. . . A' aera elliptique (fiBt), et )a tnnsflmnée A'G'A* mp« une simNoiéa. 
(Foy«*N«te7.} ' ' ' 

91.. 
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Si* mais on ïiâiirtît èkmmaée aûémeiit ^ en construisant les points de ren- 
contre des âémens du c^lindie donné arec le plan donné (6a3). 

455. Exéntoion de t^un. Le nbattatoant A'C^J'cfG de la oonriw 
demandée, étant situé dans le plan vertical MN^ il est ochë par la partie 

antérieure du c^'liodre donné ; donc le« «rcs de ce rabattement, qui sont 
compris entre les droites a\' , giV , doivent être ponctua. Il est facile de 
voir comment les autres ligues dont nous avons parlé doivent êti^ miaw 
au trait. 

Le développement complet dW cjrlindie à 1mm dreukiM eoime 
entièrement un plan indéfini ; mais , conune nom n'avons dérdoppé îâ 

que la partie du cj'lindre donné qui est comprise entre le plan hori- 
zontal de projection et le plan horizontal XY, l'épure n'est couverte par 
le développement obtenu qu'entre les droites parallèles a'ii!' , xj . La 
dernière de Cfs dnûles , construite de £^909 qu'on ait a!x = gz , est 
éridemnenf la tnmsfiwmée de rinteisection du cylindre donné et dn 
planXY. 

On peilesa pins loin .(5oa — 5o4) des tangentes qV, n'^ et fT*. 

456. Problème a. TYouxfer, \\ Finteneetion dun càne droit et 

d'un plan; a*, le rabattement de cette mtersection ; 3". la transformé 
de la' même intersection sur le développement de la surface du cône* 

Lorsqu'on résout un problème, on doit employer les moyens les plus 
simples pour arrriver à sa solution ; d'après cela , nous prendrons pour 
plan horizontal un plan perpendiculaire à l'axe du cône^ et pour plan 
vertical vn plan à la Ibis pcrpendicnlaire au plan d<»iné tt au plan 
h<nizontaI. 

nss. Soît donc (A, È!) le centre du càne donne, 6CDE le cerde dêçxitdii 
point A comme centre , suivant lequel la surface de ce cône coupe te 
. plan lioi-izoïital ; enfin , soît (LF, FD') le plan coupant dontié. Le contour 
de la projection verticale du cône sera évidemment formé par les élé- 
mens (RAQ, R'A'U), (QAR, Q'A'S). 

437. Cela posé , on voit d'abord que les points (B,F), (C, F), (M, HT) 
et (G, G ) , appartiennent k rintetsedion dierdiée ; Us deux prémajos , 
parce qu'ils sont communs aux traces ch» deux snr&ces données , et 
les (Ic-ux derniers, parce qu'ils sont ceux où les élemens (RAQ, R'AIT)^ 
(QAi;, Q'A'S) , percent le plan (LF, FI^). 

Pour avoir d'autres points de cette intersection, on mènera des élc- 
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mens (H'Â, HA'), (H"A, EA!), du cAne; on déterminera les pobti (I'» I), 
Q.", I), où ils pefcmt le plûi (LF, FD% et ces points appartiendront 
à la oooilie cheidiëe. En nMomt donc un grand aonlim ^élémcn» 
dn cône donnë, on trouvera antant da points de cette courbe qu'on en 
voudra , et l'on poom bientàt décrire ses deux branches (EIWC, FM') , 
(DGE, D'C). 

A la simple inspection de la figure , on voit clairement qu'en prolon- 
geant inddfiniment le cône et le plaa (LF, FD') , ces deoz sni&sescont^ 
aMtont toojouisdeaeoiraper; d'oà il sait que les brandie» (MWt^ FM')* 
(JûGE,VCO, a'diendMit à l'infini (*). 

458. CberdiOiii nuantenant le rabattement de Fintcrsection obtenue. 
Vonrle trouver, nous imaginerons que le plan cotipant (LF, FD') tourne 
autour de sa trace verticale FD', et vienne se rabattre sur le [ilaii verti- 
cal ; dans le mouvement qui aura lieu, chaque point (1', 1) de la courbe 
(BlIirC JSGE, FD') dficcini un oerde dont le plan li sera per- 
pendiculaire à la diunière, él dont le rayon sera la dislance NI' da point 
(V, I) à la droite FD' : donc , si Ton porte cette distance de I en i , le 
point i sera le rabattement du point (1', I). En opérant de la môme ma- 
nière sur d'autres points de l'intersection (BI'Ml"C. . .DGE, FD'), on trou- 
vera de nouveaux points du rabattement de cette courbe , et lorsqu'on 
aura un acnnlice loffisant de «s points, on décrira le* deux branches 
Vmf<f, p^, dm rabattement demandé. 

459. Nous fÎHtms remarquer que llntenectibn du plan et dn o6ne 
donnés est composée de deux parties symétriques par rapport an plan 
RQ. Il en résulte que si l'on porte la distance F/f, de F en y* , sur une 
droite F/* pci-pcndiculaire à la charnière FD*, et qu'on mène la ligne J*j^ 
parallèle à FD', cette ligne divisera le rabattement b'im'ic' . . .plpf". . 
en deux parties symétriques ; en sorte qu'après avoir noené la ligne IT', 
perpendicalaire en I à la channère» il snflira , pour avoir deux points i 
et J de la courbe rabatlney de porter la diitûioe TFasTr, de en i 
et de T en J. 

Comme la fonne de la courbe h'iniZd plp"* est indépendante 

de la grandeur Yf , il est clair qu'en construisant les points de cette 
courbe , au moyen de la ligne fj , ainsi qu'on vient de construire les 



Ç) Ces deox farimclies forment une hyperbole (583J. 
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Pl. ix points / et J, on pourra prendre la distance Tf* absolument ^doonqw* 
Cette conséquence s'appliquera au pi-oblème qui suit. 

440* Pour oonstraire le déreloppement da cône donne, on remar- 
quera qne fana les points éa oe etee, situéi sur le œrde (BCDE, R'Q^ , 
sont à k même dbtuioe A'Rf dn sommet (A, A'), et qu'ik forment par 
Pl. 35 conséquent , sur le développement cherché , un arc de cercle dont le rayon 
FI^W. D'après cela , prenons sur ini plan un point a ; menons par ce 

Fîg. t. point une droite mu , que nous prendrons pour représenter l'élément 
(RÂQ, R'A'U) ; décrivons du point a comme centre , avec le rajon 
«u*BB AU' , nn arc de cercle qrq' ; portons sur cet arc, à partir du point 
r. Tare RBEQ de r en </ , et à partir da mémo point r, mais dans le sens 
opposé , Tare RCDQ de r en q'. Enfin , menons par les points q » q' f et 
par le point a , des droites indéfinies (ja , q'a ; les deux secteurs opposé 
qaq' , sas' , que l'on obtiendra , représenteront le développement de la 
surface du cùue {(A, A'), (BQ)E, R'Q')}* £n effet, imaginons que cette 
sarfiKO s*o«n« soivant l'élément (QAR, Q'A'S), pour se dévdopper sar 
Is plan tangent en (R» R') ; la droite (RA» R'A*) se troorera tee y str !• 
développem^t , Une oertaino droits m égale à R'A' ; la ciroodCânnee 
QDCRBEQ se trouvera être un arc ffrq , décrit du pointa comme centre 
avec le rayon ar, tellement que les longueurs développées de cet arc et 
de la circonférence QDCRBEQ soient égales entre elles. Donc l'élément 
(QAll, Q'A'S) se trouvera dans les deux posilioas ^Af, doacksso* 
teor qaq' sera k dévelej^penient de k nappe inférieore da ctee^ et k 
secteur siuf , celui de la nappe supérieure : donc enfin ces dooK sedenis 
représenteront li* développement du cône donné. 

441 . Il sera aisé de rapporter sur ce développemeut la section (BMC. , , 
DGE, VU')', car si l'on porte l'arc lUl' de r en //', et qu'on mène la droite 
h'et, cette droite repraentera Félément (H'A, HA') : or, œt élément cou- 
tient nn point Q de cette section, et oe point est sttné ven k somaMt 
dn ctWie, à me distance (HT, HI) dm point (H', 1^; donc si Ton constroît 
cette distance et qu'on la porte de h' en i*, le point ? sera, sur le dévelop- 
pement du cône, la position qu'occupe le point (1', I). On trouvera parle 
même moyen la position /" du point (1", I), et en répétant cette con- 
struction sur un assez grand nombre de points de k section (BMC. . .DG£, 
Fiy), on obtiendra k transformée ctmib, . »dp"^. . .gp'e. . . de cette sec* 
non* 

Comme nous avons supposé que ponr développer k snrkoe donnée on 
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Oomit cette surfece saivant l'élément (QAR, Q'A'S), il est clair que la Pl. S5 
Imodie supérieure de rintersection demandée se trouve diyisée en deax 
parties dp"^, gp'e, sur le développement du cône. 

443> Pour fixer les idées sur des parties bien connues du cône donné , 
muas avons coupé ce o6iie par un plan lioriaontal SU, ÔÊué au-dessus du 
flan- iMnaontal à une hanteur <^âle à deux foia oA', et noua ne nous 
aonames occupés que de la partie du c6ne {(A, A'), (BCDE, I^'Q')} * située 
entre les plans R'Qf, SU. H est évident que tous les élémeus de ce cône font 
le même angle avec la droite (A, aX'a'), et il en résulte qu'ils percent le 
plan SU en des points éloignés du point (A, A') d'une même distance 
A'U = A'R'; donc le bord SU de la na|ipe supérieure du e6ne est sur le 
<dévdto|ipement de ee cdoè un are su^ éa même rayon que <^rq» 

Cesl ansai pour fixer les idées sur des parties bien connues des données , 
«t en même temps ponr simplifier l'cpure, que nous ayons supposé que le 
développement tfn] , An cercle QDCRBEQ, s'arrêtait en q et q' : car, après la 
convention de placer le point R en r, il était naturel de porter les arcs RH', 
RB, IlEQ, AEQC, etc., de /• en h', de r en bf etc. , sans s'arrêter à aucun 
peint Q; et de poirier pareillflnient RH*, RG, RDQ, RDQB, etc., en rK*, 
ffVy «le. yeanas'anéter non plus à aucun point Q. I>e cette manière^ les ds^ 
convolntions infinies de la trace BCDE se seraient développées sur une 
infinité de circonvoluliotis du cercle us(f rcfs'; les branches de courbe ci"m?b, 
dp'g', gp'f, se seraient reproduites àTinfîni, et les deux dernitres, au lieu 
de s'arrêter à des points g' et g, se seraient liées à d'autres branches sans 
que ces points eussent rien de remarquable. 

Site plan donné (LF, TV) avril en pour trace Tèirticde une droite 
9 n*aurait conpé que la nappe inférieure du cône , et rintersection deman- 
dée anrait été, connne dam le problème précédent, une courbe fermée. 
Pour mettre plus de variété dans les lîf^es qui composent les épures^ nous 
«vons choisi la trace TD* de façon que le plan (LF , FD') coupe à la fois les 
lieux nappes du cône ; mais il résulte de là cet inconvénient, que les élé- 
meus de ce cÀne perçant le plan (LF, FD^ aous des angles fort aigus, il 
<^st difficile de dessiner l'épure arec exactitude. On obviera à cet inconvé- 
nient en déleraûnant les poisila de l^nteraection dierdiée par le procédé 
■suivant. 

44'* 1^ surface donnée est une surface de révolution dont l'axe est 
^A, art'), et dont la méridienne principale est le système des deux droites 
"ÇRQ, R U), (QR, Q'S); donc, si Fon coupe le plan et le oAoe donnés par 
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n. 35 un plan horitontal quelconque IK', ce plan dtftenninen sar le c6ne { (A, A'), 
nT». (BQ>E» W)} une section circulaîre (l'ITTCP', DL'), et sur le plan (LF, 
Wig.t. FD') une section rectiligne (ON, I); ces deux sections, situe'es dans le 
même plan, se rencontreront en {^encrai en deux points (l'j I)» 
appartiendront évidemment à rinterscctiou cherchée. 

Si la position VK"du plan auxiliaire coupe la nappe supérieure du cône, 
les sectioDS (KFTTIV, K*^ , (FF*, P) , se rencontreront en denx points 
(F, F), (P% P)» de la brandie (DGE, G^'), de cette intersection. 

444* peut remarquer que tous les points d'un cercle VK', de la sur- 
face donnée, étant éloignés du sommet (A, A') d'ime même distance ATi', 
les points de ce cercle sont nécessairement distribués, sur le développement 
du cône, suivaut les points d'un arc circulaire tjt"kp't'f dont le rayon ak 
' égale AIL", n résulte de là que pour rapporter sur ce drfvdopfienient les 
points (F, P), (P*, P), il suffira de décrire avec un rayon AU" Vnc At, 
et de porter les arcs égaux KF, KP", de A- en ^ et de A en jp^, sur ce même 
arc tkt' . Les points ff et j^', que Ton trouTera ainsi» seront les points - 
chercliés. 

Le plau IK' ayant été mené de manière que la droite K'k" soit pcrpen- 
dicnlaire k la Ûgne de terre , les deux oerdes TS!, VK", ont même 
projection horiaontaley et occiqwnt snr le développement ks arcs Ûtff 
i*ftft du même cercle tktH'^ïi'. Et comme le cercle IK' passe par 
les points (!' I), (I", 1), le cercle (mV") doit nécessairement contenir les 
points r et V. 

445. Si le cône donné, au lieu d être un cône droit, était un cône quel' 
conque , lintersection demandée et son rabattement s'obtiendraient de 
même par les procédés desn** 4S7» 4^8 et 459* BN* il landiait emplojér 
des moyens que nous exposerons plus loin (6ag), si Ton TOulait obtenir le 

développement de ce cône et la transformée de Tintersection demandée. 

446. Exécution de icpurc. On a supposé que le plan et le cône donnés 
étaient tenninés au plan horizontal SU : il en résulte, i". que sur la pro- 
jection boriaontale» la nappe. infi&ieure du c6ne est esactement cadiée par 
sa nappe supérieure; a*, que la brancbe MUC de llntenecâm «Lfirtwdrfn 
doit être pODCtnéc ; 5°. que la section SU, qui termine la partie sopérieare 
du cône, se projette horizontalement suivant le cercle BCDE, et que ce 
cerclfi doit par conséquent être indiqué au mojen d'une ligne pleine; 4'- que 
la partie du plan donné, que l'on considère dans l'épure, est comprise 
^tre les borîsontales (LF, F), (£D, J)') , la dernière , vne dans tonte sa 
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longnenr snr la projectioii horizontale, et la première, cacbée aenlemeot FLSI. 
dana la partie BC, qui est située sous le cône donne. 

Lftiirancbe tnpâieure DG£ de l'intersectioa demandée est évidemment 
Tuo , nin<ïi que les projections veriicales FM', GD', des deux branches de 
Oettc intersection. 

Le plan VK" coupe le cône suivant nn cercle (TP*KP', VK*), vu en 
projection verticale , et en projection horisontàle cacbë seulement par 
la petite partie PD' du plan donné. L'intersection du même plan VK" ,* 
avec le plan (LF, FD*), est une droite (PT",?), qui n'est cachée, en pro- 
jection horizontale, que par la portion du c6ne comprise entre les cei^ 
des VK" et SU. 

Le plan IK' coupe le cùne suivant un cercle (T^'TBÛP', IK'), qui est vu 
en projection verticale , et qui, en projection horiaontale, se confond arec 
le oerde (TP%F, VK'^. Le même pbn IK', et le plan donné (LF^ FIT), 
se coupent suivant la droite (OX, I), qtii n'est évidemment vue, sur le plan 
horizontal , qu'au dehors du cercle BCDE. 

Les elémens (H'X', II A'), (n"X", IIA'), ne sont vus, eu projection hori- 
zontale , qua partir des |x>iats 2 et s' , où ils sortent de dessous le plan 
donné FD^. 

Le rabattement demandé est frit snr le plan vertical; ainsi, fl ne peut 
être w qu'an dehors des projections SW, R'A'Q', des nappes de la su^ 
hee conique. 

Quant an développement de cette surface, il est évident qu'il est entiè- 
rement vu. 

n sera parlé pins loin (5o5 — 5i5) des antres lignes de l'épure dont 
on ne dit rien id. 

447. F no BLÊME 3. Ufie surface de révolution quelconque étant donnée, 
ofi demande son ùiierM^on airec un ftan amnu» 

Prenons pour exemple nn hjpeiboloide de révolution à une nappe 
(236) , et choisissons pour plan horizontal tin plan perpendiculaire à Taxe 
de révolution , et pour plan vertical un plan à la fois perpendiculaire 
au plan donné et au plan horizotital. 

D'après cela, soient (A, A' A") l'axe de révolution , (1JC,B'C) la droite gé- P». 3?, 
nératrioe de la sm&oe donnée , et (DE, DF) le plan donné. 

44^* Coopons las deux surlaoes données par des plans boriaontanz ; 
cbjcnn de ces plans anra pour intersectiim avec le plan donné uie • 

aa 
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H- 3;. droite , et avec l'hj perboloïde un cercle ; cette droite et ce cercle se 
couperont en général en deux poiots, et ces points appartiendront évi- 
demment k la oonrbe cheràtée. Sdt CH un de ces pluis; il coupera le 
plan (DE, DF) snivant k dnnte (HH", H) » et la gàiéntrice (BC, VC) 
anifant le (G, G')t or , ce point , dans la génératioa de llijperlwloidey 
aura décrit un cercle situe dans le plan G'H ; donc si nous décrivons 
du point A comme centre, avec le rayon AG, un cercle Gil', ce cercle 
sera la projection horizontale de l'intersection du plan G'ii et de la sur- 
éàee donnée : donc les points I, Y, aeroot les projectiona horiiontaka des 
deux pointa (l. H) , (1% H) de la courbe cherchée QUSP, K'S^. En menant 
de nouveaux plans horizon t.mx , et en opérant sur cea plana* comme on 
vient d'opérer sur le plan G'II , on obtiendra de nouveaux pointa de 
cette intersection, et l'on pourra bientôt la construire. 

449- Pour qu'elle soit bien tracée, dans le cas particulier pris pour 
exemple, il importe d'obtenir directement lea pointe (K, K'), (S, S'), 
où eUe perce le méridien pnndpal cB. Or , si Ton fait attention qoe cet 
pointe résultent néœaaairement de Tintersection de la droite (cB, DF) , avec 
deux des positions que prend la génératrice (lîC, B'CT), quand elle se meut 
pour produire l'hyperboloïde, on découvrira aisément le moyen suivant 
d'avoir ces points. 

Imaginons que la droite (cB , DF) tourne autour .de Taxe de révolu* 
tion : elle engendrera 'dans son mouvement un cAne dont le sommet 
aera en (A, a) , et dont la trace horizontale sera le cercle cde ; ce c6ne 
sera percé en deux points par la {»énér:itrioe (BC, R'C), et ces points ap- 
partli iulront à deux élémcus difTércns du cône. Concevons qu'on ramène 
ces deux élémens , un à un , dans la position (cii, Dt) , eu les faisant 
tourner drcnlairement autour de (\, A'A"), et que chacun d'eux soit 
suivi» dans son mouvement , par la génératrice t û est dair que cette 
génératrice viendra prendre les deux positions oh die rencontre la ligne 
(cB, DF) suivant les points cherches , et de plus , que ces points seront 
ceux où viendront s'arrêter les inte i-sections du cône et de la f^éiiératrice. 
D'après cela, il ne s'aj^it plus que d'opérer. Menons un plan par le sommet 
(A, a) et par la ligne (BC, B C ) : ce plan passera par la droite (A^, ab') , 
parallèle à (BC, B'C) ; donc il aura pour trace horiaontale la ligne Bb ; 
donc il coupera le o6ne suivant les deux élémens eAm, dnk. Mais la gé- 
nératrice (BC , B'C) , coupe ces élémens en deux points dont les projec- 
tiona horisontales sont en m et n; si dcmc nous ramenons les élémena 
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cAjh et dK , dans kt position cA. la point 1» Tiendra en K, le pmnt m n 97; 

viendra en S , et les points cherchés (E, K') rt (S , S') seront déterminés. 

45o. Si l'on veut construire l'intersection (KTSI', K'S') , dan<; sa véri- 
table grandeur, il ne s'agira que de rabattre son plan sur le plan vertical , 
comme ou a fait dans le problème précèdent (438). Pour éviter que ce 
nbiilement ne lorlé dn cidro , et «ttendn que rintenection denunidé» 
ot diviflée en parties syraétriqnes par la droite (KS, K'S')» oih a lait 
vae§e f en employant le procédé décrit n* 4^9 , de Tobsenration qui ter- 
mine ce numéro. En conséquence, on a pris tout simplement la droite ks^ 
parallèle ii DF , pour représenter le rabattement de (cJJ, DF); et pour 
avoir les points quelconques (I, H), rabattus, il a sulli d'élever 

par le point U la droite Ht perpendiculaire à DF» et de porter les di- 
ttanoes ZI = ZI', desen/etdeaeni', oecpna donné les points » et f 
dn rabattement Idsi de Tinteraection demandée. On voit comment, arec 
d'autres points, construits comme i et i' , on a pn décrire ce rabattement. 

45 t. Il est clair que la solution que noos venons d'ezposer s'ai^qne 
à toute espèce de surface de révolution. 

Dans le cas que nous avons choisi pour exemple , on peut résoudre In 
problème par nn antre moyen, que nous allons développer, et qui con- 
siste à déterminer des éléinens de rhjrperiboloide, et à odnsimire diieo- 
tement les points oà ils percent le pûm donné. 

Pour employer commodément ce moyen , on décrit d'abord les deux 
cercles (BMR, B'T), (CPLO, O'CT'), de l'hyperboloide. Le premier, en- 
gendré par le point (B, B'), de la droite (BC, B'C) , est la trace horizon- 
tale de cette sufittej et le second, engendré par le point (C, C), de U 
génjfiratrioe (BC» B'C),- est ce qne nons avons aj^telé la gorge de Vhjrper- 
boloSde (aSS). G>nnaiasattt ces deux cercles, on trouvera autant d'elémena 
de la surface donnée qu'on en voudra ; car les projections horizontales 
de ces élémens sont toutes tangentes au cercle Q*LO. Si donc on prend 
un point JVi sur la trace BjMR; que l'on mène par ce point la droite MO, 
tangente en O an cercle CPLO ; que Ton mette les points 0 et M en pro< 
jection verticale, le premier en aor OT', le second en A' snr DF,^ et 
qne l'on mène A'O', la droite (MO, A'O'), ainsi déterininée, sera nn élé- 
ment de l'hyperboloide , et le point (Y, Y*), où cet élément perce le plan 
(DE, DF), sera un point de l'intei-seclion demandée. On voit par là qu'en 
construisant un nombre sullisant d'élémeus de la surface donnée on dé- 
terminera facilement cette intersection. 

as. . 
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1- 37. Ayant obtenu un point (Y, V) de (KYIS1% K'S') , on mènera par le point 

Y' la droite , perpendiculaire à DF ; on portera XY de^r én/" et de- 
jc en et Ton aura deux points^ et rabattement ky'i'siy. 

Les constructions que cette solution exige oQrent ravanlago de dessi- 
ner riijpcrboloiilc. Et lorsque les élemens dont elle nécessite la construc- 
tion aont aases rapprochés les uns des autres, ils détermiueut les branches 
de courbe B'FS'y TK'Q, qni fbnnent toat<»4*^i8 la méridienne prin- 
dpale de la snrfiu» donnée, et le contour de la projection verticde do 
cette surface. 

4^2. Exécution de l'épure. Afin que la partie supérieure de Thyper- 
boloïdc, et le rahsiittement ki'sr , ne se confoiideut pas, on a supposé que 
rhjperboloïde ne se prolongeait pas au-dessus du plan donné (DE, DF). 

D'après oela , ce plan occupe la partie aupérieure du système ; ainsi, 
en projection boriaontale , tout ce qu'il contient est vu , et il cache tout 
ce qu'il ne contient pas. Donc Ilntessectîon demandée et les droites 
DE, (iril", II), sont les seules grandeurs vues on projection horizontale. 

Eu projection verticale, toutes les parties dt's clcmens situées en avant 
du méridieu cB sont vues ; et toutes celles qui sont en arrière de ce 
méridien aont cadiées. Or , les points où ces élémens percent le plan 
cB sont les pomts de la méridienne B'P'S^ TK'Q, suivant lesquels les 
projections verticales de ces elémens touchent cette. mAme méridienne f 
donc les elémens de l'hyperboloïde cessent d'être vus, OU commencent . 
à être vus, en projection verticale, .lux points où ils touchent le contour 
B'P'S', TK'Q. Cette consé<juence suflîra pour déterminer toutes les parties 
pleines et ponctuées des lignes de la projection verticale (^). 

4 'i''). PkorlP.me gânémjl. Trouper rintersection dun ^an et dunt' 
swjucc qucLunque. 

De qoekiae manière qne'le plan donné et la snrÊM» donnée se troorent 
re p résentés , le moyen général de solution consiste à trouver les points où- 
un nombre sufTisant de positions de la génératrice de la surface courbe per- 
cent le plan coupant; car il est clair qu'en joignant ces points par une 
courbe , cette courbe sera l'intersection demandée. 



(' ) Le teelenr poam fM^lement démontrer que U méridienne de la snr&ce donnée 

jouit de U propriété expnst-c 11° 5&o, et qucn conséquence cette méridienne Mt ttoe I1J* 
perbolc 11 s'ensuivra que la «lé nomination d'h/JCrluJoide desAvolutioB i UM na|lfe ciS' 
d'accord avec ce qu'on a vu u" 209. * • ■ • 
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Les problèinet <pà précèdent ont Êiit voir que le choix des plans de 
projection pouvait quelquefois simplifier beaucoup les coii-structions. Mais 
il n'est pas toujoure possible de se donner ces plans : souvent ils sont lixà 
par les données du problème , et dans ce cas on est réduit à déterminer 
rmtnwctioa demandée par le moyen que noua Tenons d'exposer, à moina 
^ le eas parriodier qne Ton traite ne présente quelque procédé plna 
exact on plus simple qoe le procédé général. 

CHAPITRE IL 

Des intersections de surfaces courbes. 
454« P ROBLÈME i". Trouver l'ituersection commune de deux c/- 

Sopposona ces cjrfindrea donnés par leurs traoea homontales, et scnent 

(ABCD, B'DO ceUe du pvemiei , (El GH, FH') celle du second, (AI, MV) 
la génératrice du premier, et (EJ, E'J') la génc'ratricc du second. 

455. Nous remarquerons que si l'on mène dans Teapace une suite de 
plans à la fois parallèles aux deux génératrices (Al, AT), (EJ, E'J'); 
chacun de ces plans coupera en général le premier cylindre suivant deux 
éiémeml , le- second aOssi stiiTant deux élonena, et que œs quatre élé- 
mens auront quatre pointa oommuna» qui aeront des points de llnterseo- 
tion demandée. 

n résulte de là un procédé fort simple pour obtenir cette intersection : 
car les plans auxiliaires , étant à la fois parallèles aux deux génératrices , 
•ont nécessairement parallèles entre eux, en sorte qne lorsqu'on connaît 
«n de (Des plans, on en mAne aisément autant d^antres qn*oa en vent. 

456. Soit (K,KO quelconque de Fespaoe; menons par ce point 
deux droites, l'une (KL, KX'), parallèle à la génératrice (AI, AT); l'autre 
(KM , K"M'^ , parallèle à la génératrice (EJ, E'J'); la première de ces droites 
percera le plan horizontal en un point L ; la sei oiido le percera en un 
point M , et la droite LM sera la trace horizotitule d'uu des pians auxi-^ 
liaim en ^ttestion. Opérons an moyen de ce plan; il ne sera pas néoes-^ 
aaiva pour cda de conalmice aa tnce verticale. 
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Vt.'9. La trac« LU, dn plan auxiliaire que noas appelkpoos IJf , coupera tes 
tnoe» ABCD, EPGH, des deux cylindres donnés, en quatre points (N, n), 
(Of o)f C^f p)t (G> g)} par points menons ks âénens (NN% nN") , 
(W, oO"), OPP*» f^O» (GG'» gG") : il*^ seront dans le même plan LM ; 
donc ils se couperont en quatre points (Q , 7) , (R , r) , (S , j) , (T, t) , de 
l'intersection demandée. .En menant donc de nouvelles droites, parallèles à 
LM, que I on coiisidérei^ comme les traces de nouveaux plans auxiliaires, 
et car lesqaellM on exëcotera les opérations que noos venons de finresor 
LM, <m dâenainen d'snins poînis de le courbe dMiditfe (oeQSiisMfTllMf 
dq^sOroT) ; et lorsque ces poiots seront en nombre suffisant, on dëcriiu 

les projections de cette courbe. 

457. Pour que les conslruclions soient satisfaisantes, il sera bon de 
prendre eutre autres plans auxiliaires que l'on emploiera , 1° ceux comme 
AZ , dont la trace toucbera la base ABCD d'un des cylindres donnés, 
a* ceux, comme UV , qui contiennent un élément dont la pn^ctioa 
horizontale TU' sert de contour à la projection d'un des cylindres donnés| 
5* enfin , ceux comme IIY, qui contiennent un élément dont la jtrojt'ction 
verticale H'II'' sert de contour à la projection d'un de ces mêmes cylindres. 
On va voir, en eCfet, que ces plans auxiliaires donnent des points de la 
courbe cherchée qu il importe d'obtenir , parce qu'ils font comiailN iBW 
médiatemenft les deux projections , oa an moins iVme des deux proj^*^^^ * 
des tangentes à cette courbe suivant ces pointa. Opéiow pour cda sur Im 
plans auxiliaires AZ , UV, HY. 

458. Le plan AZ n'aura de commun avec le cylindre dont la base est 
ABCU, et que pour abréger nous nommerons le cylindre ABCD, que l'élé- 
ment (Ai, Al), qui passe par le point A. Le même plan coupera 1» 
cylindre EFGH suivant deux élémens (EJ, E'J ), (ZZT, Z'Z'^, leaqueb 
remcontrntmt l'élément (AI , Al') en deux points (a, «'), (s, sf), defi»- 
tersection demandée. Or, la droite AZ étant tangente en A au cercle 
ABCD, le plan auxiliaire AZ sera tangent au cylindre ABCD tout le long 
de l'elëment (AI, AI); donc ce plan contiendra les facettes infiniment 

^ petites de ce cylindre auxquelles appartiennent les points («, «'), (2 , i') : 
donc il contiendfa les élémens finéaiies infiniment petito.de la courbe cber- 
diée qui .oorraspondent à ces points. Mais ces -élémens linéaires sont naii 
sur des facettes du cylindre EFGH; de plus, ces facettes sont respecti- 
vement contenues dans les plans tangens à ce cylindre suivant les positions 
(ëJ^ E'J'), (ZZ', Z"Z'"), de la génératrice : donc ces élémens linéaires sont 
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à klbStdùisle planMoIlninAZ» et dans la plans tangens an cylindre Pi- 38, 
EFGH sniTant les droites (ES , VI',), (ZZ', Z' Z "). Donc ils font pulie de 
ces droites ; car elles sont les intersections des plans tangens dont il s'a- 
git : donc enfin les droites (EJ, E'J') , (ZZ',Z"Z'*), sont les tangentes en 
\a, a' ) et (z, z) à la courbe demandée. 

Cette conséquence repose évidemment sur ce théorème, que la tangente 
en un point de rinteneetion des dmiz wanhast esl llntetsection des plans 
tangeiiB à ces surfaces en ce poial (i5a). Et comme die xémlta de ce 
qne le plan auxiliaire AZ a pour trltoe «ne droite tangente à la base du 
cylindre ABCD,nou8 en conclurons que tout plan auxiliaire, dont la 
trace touche l'une des bases des deux cylindres donnés, a poiu' inter- 
section avec Tautre cylindre des droites tangentes a la courbe demandée 
suivant les points de cette courbe que le plan anxiliaire contient. 
/{Sg. Le plan auxiliaire UV ne donne pas^ comme AZ, les deux pro- 
^ jacâons delà tangente à rintersection dierebëe, il n'en donne* que la 
projection horizontale VU'. Ce plan VU coupe le cylindre EFGH suivant 
un élément dont la projection VU' sert de contour à celle de ce f vlindi-e ; 
il coupe le cylindre ABCD suivant les éléniens dont les pvoje( lions ho- 
rieoatales sont et Uu ; ces trois projections VU ', \id et Uu , se coupent 
at et t donc les p(^als ut/tv puoX les projections liorisontales de deux 
pointa de fSntenection («leQSMsipTllM, dt^xml), Gek postf , remar- 
quons que les éMooens linéaires infiniment petits , qui correspondent sur 
cette intersection aux dt-ux points u et f , sont dans le plan vertical VU', 
tangent au cylindre EFGH , et nous en conclurons que les tangentes à la 
courbe (odQSia... o'^j.*.) se projettent horizontalement suivant VU'; 
dtait4-dâre q«e le contoor VC, qui correspond au plan anxîfiaire 
touebe -la courbe oeQSia. . . suivant les points » et t», que le plan UV 
détenniae. 

460. Le troisième plan auxiliaire HY donne deux points de cette inter- 
section , auxquels correspondent des tangentes qui ont pour projection 
verticale le contour H'H", projection de l'élément qui passe par le point H. 
Bnefbl, ce plan HY ooupe le cylindre ABCD suivant deux élémens qui 
partent dcspoiiMs X et Y, et dont les projections Terticales sont X'x , Y^; 
ces projections rencontrent H'if ' en deux points x et r > et ces points sont 
évidemment les projections verticales de deux points de l'intersection de- 
mandée. Or, les élémens line'nires inlînimcnt petits qui correspondent 
aux poiats x ctj^, sont dans leplau li H', perpendiculaire au plan ver- 
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Pl. 38. tical; donc œs éUmem prdongà, c^est-è^diie la tangenlM à h coi^v 

(acQSuz. . . , n'fjsyz' suivant ces points, ont HW pour prajection 
verticale : donc cnlln cette droite H'H" touche en dPet^ bpflOjeCtHln TCf^ 
ticale a'qsyz'xtra' , de l'intersection demandée. 

4^1. Dans l'exemple que nous avons choisi , chacun des deux cylindres 
donnés a des élémens qui ne rencontrent pas l'autre cylindre : ou dit alors 
que ces çylindtes iamtchmt, et Ton donne à leur intersection **^ffnnw 
le nom de courbe ê^airachanaU, S'il arriveit an contraire que tons les 
ëtémens du plus petit rencontrassent le plus groe^ ce difrniw M trouverait 
percé par le premier de part en part; riiitcrsection se composerait de 
deux branches , l'une tl entrée du petit rvliiidre dans le grand , et l'autre 
de sortie , et l'on dirait qu'il y a pénétration entre ces deux cylindres. 

463. En général, une Brmdie de Fintcnection de deux 8ur£u%s est une 
bnmche de pitt&mtion , lorsque tontes les positions de la g^iéritrice d'âne 
de ces sur&oes ont nn point sur cette branche ; parce qu'il anxre alon 
qu'une de ces surfaces traverse entièrement l'autre. Dans le cas contraire » 
c'est-à-dire quand les gi-niiratriees de riaïc des surfaces n'ont pas toutes un 
point sur une branche de leur iutersecliou , cette brauchc est uue branche 
danachement; parce quelesdeuxsttrfiues, enliende présenter une pénétra- 
tion ,| ne fentque s'entamermntnellenient (*). On dût sentir d'apvès oéU, et 
nous en verrons des exemples, que l'intersectiondedeuxsurËicespeat se com- 
poser de plusieurs branches, lesunesde pénétra tion,etlesautresd'arrachement. 

/^C)'). Si l'on imagine que le cylindre KFGH soit sensiblement plus petit 
et plus rapproché du plan vertical qu'il ne l'est, il coupera évidemment 
le cylindre ÂBGD suivant deux branches de pénétration, l'une que l'on 
appelle la ewbe dentrée , et l'autre que Yen. appelle la Cùmbe de jorti». 

première sera le lien des pmntsoù les élémens dn p^ qrlindse mta^ 
ront dans le grand; et la seconde, celui des points où ces mêmes élémens 
sortiront du grand cylindre. Si l'on conçoit que le petit cylindre grossisse 
peu h peu , il arrivera bientôt qu un de ces cieraens, au lieu de jjcrccr le 
gros cylindre eu deux points, ue fera plus que le toucher en un point um~ 

1 . M 1 

(*) On pourrait objeclcr qu'iuir' surface étant suiceptible de plusieurs géoératioat, oa 
brandir (riiiterseclion de deux sur/aces jicui clr<^, ious 1c rapport d'une génération, une 
braucbe de |>ciiétraUoo, et, sous le rappuii d'une autre génération, uoe braoclie d'arraché- 
meut Cda at vrai imit oomme on n'entiiaee «ve tmrlkee qw wnt Je rapport a» 
ta géniT.^iionla plus simple, OU B*eat janiMS embarrasié poiir appliqur In nosudPom»» 
gktnunt eljle pénétration, • 1 - 
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que , qui ap|)afftisiidrti loiit-^bhlSMt à U courbe d*eiitréeetii odle de lortift; IL 
en aorlè que oes deux oourbes ne feront pins qn'nne mime branche, pré- 
sentant un point mal^ple. A{nè> un hotivoI accroissement da cylindre 
EFGH , les (-Icniens voisins du point multiplt: , et Iclémcnt qui donnait ce 
point , u'aurunt plus de points communs avec le cylindre APCI) ; larcunion 
des deux branches de riutersecliou en une seule sera tout-ù-fait opérée; 
les deux cjrlnidres 'S'arracheront mntnellement ^ et leur intereection sera 
de k forme de cdle-qne l'épure repnSaenle. 

464. n est ftcOe de vmr n les deux cylindres donnés se coupent par un 
«rrachenient, ou par une pe'no'tralion, sans construire lenr lîgnetfinterseo- 
tton. En effet , ponr qu'ils s'arrachent, il faut, d'après ce que nous avons 
dit , que chacun de ces cylindres ait des clemcns qui ne percent pas Taulre, 
ce qui exige que parmi tous les plans parallèles à leurs éli-inens il y eu ait 
^tti coupent le cylindre le plus gros sans' couper le plus petit, et' d'autres 
qui coupent le plus petit sans couper le plus gros. Pour qu'il y ait péné- - 
tratiori, au contraire, il faut qu^un des cylindres soit percé par tous les 
éléniens de l'autre , ce qui exige que tout plan auxiliaire qui cotipc le der-' 
nier, coupe aussi le premier. Or, la trace , d'un plan auxiliaire, coupe 
la base d'un des cylindres donnes, quand le plan et le cylindre se coupent ^ 
et réciproquement ; donc on devra condure de ce qu'il y a des parallèles 
«LM qui coupent la base EFGH, sans couper la basé ABCD, et d'autres qui 
coupent la base ABCD , sans couper EFGH , que oes cylindres s^arrachent. 
Et si toutes les parallèles à LM , qui coupent EFGH , coupaient ABCD , il 
y aurait pénétration du cylindre ^VliCD par le cylindre EFGH (/jGa). 

Dans ce dernier cas, et les deux cylindres ayant toujours , comme dans 
l'épure , des traces horizontales circulaires , chaque clément du cylindre 
SFGH peroemit le (^lindre ABCD en deux points, et l'inteiaection serait* 
composée , comme nous l'avons dit, de deux branches de pénétration , une 
branche d'entrée et nne brancbe de sortie ; c'est-à-dire qu'il y aurait pén^ 
tration double, de l'une des sui'faces données par l'autre. 

465. Execution ffc r (•pttiv. La distinction des parties vues et cachées 
de l'intersection demandée exige beaucoup d'attention, quoique les règles 
soivautes , d'après lesquelles ou détermine ces parties, soient d'une gi^ude 
simplicité. 

i" Aègle. Deux élémens vus des deux cj liruii'es donnés se coupent soi» 
çant un point vu de Pintenection de ces cjUndns. . • 
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a* Rtou. Deux Ornent, Iota dnut eadé» ou dont Vun est caché, se 
CQupent mbwHt un pobii caehé. 

Ces vèglMF ^ MBt fondées snr c« fa'il ftut ^'«goconB été lign» gui- 
passent par un point ne soit cachée , pour <p>e CBpoiatMitvw^s*i|iplMfai8ill 

à chaque projection, ainsi qu'on va le voir, 
pj. 38. Les élémcns qui partent des points A, E et Z, sont vus en projection 
horizontale; doue les points a eiz sont Yus. Les mêmes éiémens sont tus 
en projection Terticale ; donc les pMutoa' et / font tw. Des doux ^knta f- 
qui partent des points N et celui qui part de ce dernier: point est cnArf 
sur le cylindre EFGII, tant en projection liofizontale qu'en projection vei^ 
ticale, donc le point (Q, q) , où ils se coupent, n'est vu ni en projection 
horizontale, ni en projection verticale. Les deux élemens qui partent des 
points 0 et G ne sont vus ni en projection horizontale, ni en proj,ection 
verticale; donc le point (T, f), oii ils se coupent, a* ses deux projections 
csdite. 

Nous ne donnefons pas d'autre exemple; on sait, d'après ce <pi*oa a tu 
précédemment (170 — -i7'>), si un élément des cylindres donnés est vu ou; 
n'est pas vu ; ainsi , rloii ne pourra embarrasser le lecteur. Nous ferons 
seulement remarquer que les points de séparation des parties vues et ca- 
dides sont tonjoors sitnéi sor les conloan.dcs projections, des cylindras. 

4661 L*exëctttion de T^re edgefe encore qne Too détermine les par- 
ties des âiànens Tns d'un cylindre qui seront cachées pan raulre cylindve. 
On fera usage pour cela des plans auxiliaires. S'il s'agit, par exemple de*^ 
l'élément (AI, AT) du cylindre ABCD, on remarquera que le plan auxi- 
liaire ÂZ laisse au-dessous de lui toute la portion de surface q]ui s'appuie 
aor rase EFGHZ, mris qu'il est au'-dessons de la portion qui passe par l'an: 
IZ; et Ton en conclura que la projection honzootale AI de râéBMnt(Al> 
AT) est cachée de a en z, c'est-à-dire dans l'intervalle des deux éiémens- 
£J, ZZ', qui partent des extrémités £ et Z de l'arc EZ. Pour la projection ' 
verticale, on remarquera que la même portion de surface, qui passe par 
l'arc £Z, est en avant du plan AZ, et qu'elle cache par conséquent, de a' en 
y, la projection verticaife AT» ée râéœent (AI, AT) situé dans ce plan. 
Sli ^agit de l'élément (NN', situé èun le plan «nxiliàire LH, mi 
Terra que ce plan est au-dessous et derrière la surface cylindrique qui a 
pour base l'arc GUZEP , et l'on en conclura que l'élément en question est 
ca<:hé sur chaque projection dans la partie- où ii^tnaverse la prpieclion du 
cylindieEFGU. . . 
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467. Piioni.kxK ?.. Trouver l'inlersecluin d'un cône et d'un cylindre. 

Soient ADCD U trace borixouUle du c^lmdre donné, B£ la direction des élénens de P'* ^ 
m tifSmên m fi «je tli a u Iwrt i w« > 1b , AT leur <ii>ectiaa «n fwoiMtion TBHieik, GBOL 
la traoe horicontale du oAne donné , et (L, \f) le soniniRt dt; ce cdue. 

468. Il est iridoBt aï l'on mène, par le sommet (L, L') da oôati un tyitèine d« 
pbns parallHei MX HéaiMH dn cylindre , ils couperont les deux wrftoas dtmiléet aniviaft 
jdesdroites qui MNoeontreront suivant des points delà oommune intersection demandée. 
D^apris cola , menons par le point (L , L') la droite (LM , L'M') parallèle aux élémens da 
«yiindre; elle percera le plan boriaonUl ea un point (M , M'} , et toutes les droites 
«anal Miiéeaper» point M>imtdattneiid«flamdB^ilèBie«aqiKaiiaB. 

Soit 6MGI Fane de ces traoea; elle coupera li 1 lui ir 11 fliM iniif iurfanm iwitol «■hnMt 
les points B,N,G, I. Le plan correspondant à cette trace coupera ces aorfaoessaÏTant des 
élémens dontlcs pro)ections horiaontales seront, pour le cylindre, lesdroites B£, Ne, et 
.IMOT k oAm, les droites GIS, ILQ.Or, CMéMmwM, eiliilt duMim ném flen, se v«»> 
rontrenont en un même point, dont les projections horizontales seront néces?<rtircTncnt en 
£, Q, O et P ; et comme ces points appartiendront à l'interseotioa cherchée , leurs pro- 
jartions £, Q, O, P, appMrtieadrairt ftiHeMiMiif mx prajeelioasMmtale* QRE, SPO, 
9m hnadies de cette intersection. 

On construira de la même manière les points des projections verticales des mêmes bran- 
ches. Ainsi , ayant mené la trace AMU d'un plan aiuiliaire, on aura les points A, C, 
ofaWAémeM coRCipandsiw des eorftees doanées pereevMt k plui tioriKMlai,o»«a 
dédidcm les projections verticales A' F, CU et HX', de ces 4MtMiM; ces projections se 
«reiseront snirant des pointa U et F, et il est clair que ces points eppertiendront «ax pro- 
•'feodoiii verticales FXY, UVT,des branches de l'interseoliMideaasndfe. 

menant do«ic un BOHlmfliilIsMrt de pUasanfliuNiytdiqwBMl «t AMII,tn 
lesquels on exécutera les constmctiom fort simples qui TÎeniipnt dVMrc (î( crites , on troti- 
▼enaatant de points qu'on en voudra des deux projections de cette intersection, etl'oa 
poom WcBtflt trader tm deux Imachas (QR£, XTF), (SPO , UYT). 

4S9. Hoar opérer avec intoUigaBW) fl Caudra que l'on preniia parmi les plans auxiliaire* 
qvi'on emploiera, I*. les plans, comme AMH, dont les traces toncberont une des bases 
des deux snrfacee données; a*, oeux , comme J3MI , dont les traces passeront par un point, 
tei y» le pomt'N , oè la cen l enrile de fa proiaotion lioriaontale d'âne des snrfkees don- 
nées touche la base ABCD de cette surface; 3'. enfin, ceux dont les traces passeront par 
un point, tel que 4e point d, qui est oomanua au oontour <f L' de la projection verticale 
^wie des mèasee surfaocs, «ti fa base GBKda oalle sarboe. Ces plans auxiliaires, loai 
à fait analogues 3 ceux dont il est question ■(* l^,9fiÊ»mnX, conne oes derniers* das 
points de 1» oourho < li(-rc1iée , et l'une des denx pwï ee U oBtj on hs danx pi ef a c t i on s * da fa 
tangente correspondante (4^7 — 4^0* 

Le plan AMH, par eicmpb, esttugCBt au otoe suivant l'âéaaeirt qni passe par fa 
point H , et il contient faapoblls de fa OOUllie demandée qui ont leurs projections verti- 
cales en F et U. Or, concevons par ces points des tangentes à celte courbe , elles seront 
dans le plan AMH \ mais elles seront aussi dans les plans tangens au cylindre suivant les 
Aénoa ^ parlant des point! A et G} done alfas •woathaiatamatfam da oes (fana tMr* 

a3.. 
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PL S0- pfii'' ot du plan AMII : cVst-à-<ltrf> qu'rlli-s W)'inci<lerritit nvrc l(;s élcnien» qui partent des 
points A et C ; car cet élémeiusont éTi<lemmcnt le* intersections dont il s'agit. Donc en- 
fin les projsoliwM hûnsMtslM 6t vcrttttln it ocê nêoux flémcos icfOBt dct IwigsutM 
à rintcrteetioo demandée, suivant les i>oints de cette intersection qui $e projettent en F 
et V. Pour ne pas rendre l'épate trop <9oafia«,o«i n'amené «pie ka projection» verticale* 
X'ï, eu , de ces tangentes. 

. Examîno|i«, pour le aeeMid exemple, le* résnltale qoe donne le pian aanliaira BMI. 

Te ptan coupe le cylindre suivant l'élément qui part du point N , rt dont la prc^eelioa 
sert de contour à la projection horizontale da cylindre ; or, le plan vertical qui oOfrâpond 
i cet élément eit tangent an cylindre; dono il ooàtieht l'élément linéaira i n l i n in i e ftt pe- 
.tit qui correspond au point P de l'intersection « situé dans le plan BMl: donclepianHP 

contient la tangnitc h cette intorsoclion , menée par celui de ses points qui se projette en 
P. Mais tout ce que ce plou contient est projeté borisontalement suivant sa traœ ; donc 
enfin la droiteMP cat tangente en P à la ligne SPO. 

• Ces denx exemples sudiront pour montrer lepavtî qw Ton pent tirer de* plana tfuu» 
. liaire* dont il vient d'cHrc question. 

470. Dana le caa que l'épure traite, le sommet du c6ne est danaRntfriMrdn cylindre» 
en .S4^rte (|iie tous les élémens du cdne ont un point sur cliacane des branchet (QUE» AXV)» 
(SPC , 1 VT) , de l'intersection demandée. Os brancbea aaallf ^apvès CC que nona avoni 
prccédemmeot dit (46a), des brancbes de pénétration. 

. 47** I>onqv!il 7 a pénétration, on loraqu'il y a arraelienient, entre lea denx aurfiMee 

données , il est facile de le reconnaître aao* oonatroire leur intersection : le simple examen 
de la disposition de* plans auxiliaires suffit pour cela. En elTnt, menons par le point M 
lea traces MH , Mb , tangentes à la base lilfi3 du cône ; et faisons remarquer que dans nft 
système de projection* sUiqnea» bitea «er le plan horizontal de telle manière que la 
point M soit la prdjection du somiurt (L, L'), le cylindre donné aura pour ]»i()jncttim sa 
.trace ABCD, et le odne le* angles indéiinis ^MU, AAIr, que détermioeut les laugenles 
MH,H6. On tentîra qne ^nterÉeelion des surfiMes données ae travre repréaenlée, dans 
.«e ayilème de projections , par les arcs Cn , Ar, de la trace A13CD ; et comme le cdoc n'a 
, pas un élément dont la projection oblique BMNl ne traverse les arcs Ci» et Ar, on en 
, oouclara que les brancltcs Cn et Ard*: l'intersection sont des branches de pénétration. 
Si' lea pcotectiom oiUiqne* de» élément tta reneoiitraieiit pm tontta mwlimnolM fodp 

conque Ar de l'inlcrseclion , cette hmnclic scrnit uns branche d'arrachement (*). 

43-*- Kous fcioaa .observer en pa&sant qu'il peut y avoir arrachement entre un cylindre 
. «t nn oftne dontlta basea «ont «ranlairca on elliptiques , quoique «et aurfecM aient pdnr 
. interseetioa une oontlie oompoaéerde densbcandiei, «e qvi nf«vraitpat lien pourdeOK 



(*) Citie eoasidciation d« {mÎNlioas obli^urs, sppliquifa à riatencction de deux cylindm, rera anni 
CMMhra latatëdtsuaMnt si ««■ iatentciian c|i nn arrsebcnKot ^alm* plnctniioi». Om gB i y i ii f a q*al« 
pfojiedaBi atiicnt faiur* parallèlemeni nnx cicaum da Tnn de* ejfindie*; sa fMjfNfion aa aasa «MM chos* 

que la trace, rt rintericcii<in chcrclice ayant pour projection oblique In arcs lia cMte Iran comprit enCi* 
le» plans aiixili.iir. . ( < V. Il rrm ri'nl I i it.icc <i[i ii rond tyliiiilre, un 1 1 ■ [ -i ■ "s arr-» m ■:)! u ii' . ,:ilr i s p.ii fc» 

• projection* obliqiu.'i tte tou* les tlimcoa de ce dernier cjriindie. S'iia 1« •ont , l'iniciMciiuo «cra uite |i«R«ua>- 

..tisB,.it»1batl«sont^,«aiMaBaain«4MaMéL. /■ j 
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cylindres. CeU tient à ce que chaque nappe du otee p0Ot renoontNr le cjlindre kiiiveAt Pi. 3g> 
we Imaclw poiîoiiliire da Imir ioterMClloD. 

il-l. Pour décrire facilement celle intersection, cl pour l'trc l)icti sûr de ne patftîn 
i|MMer uoe br^ucbe par ua point.qui ne lai apparlieaue pa«, il faut, pour chaque bratMiie« 
pirtnr «n Tvntu le» pwntt obteum , n. wmiiiiiiint wigifeaeeineiit ks démam mir Icaqueb 
ce«poinU sont situt et en suivantipoarcdat l'ordre où ces uièiaM flémcnt MAt présen- 
tés par l'une des l>ases des ileux surfaces données. Dans re\eni|)le f|iie nous avonadioisi, 
il faudra procéder en suivant la hase du cdoe, pluUtlt^u'ua suivuul la base du cylindre» par 
•lu raiiM ^ toos las €Um»méa cAne perçant le «yliodre, Veiaman à Jhira ae préMitara 

aucune (liscuntiniiité. Siip|H)NOiiâ que l'on parle du plan auxiliaire extrénM.AHf PétéaiCOt 
part du point il donnera un point de la courhe d'entrée} oc)«i part du point I 
deiiBcniiiiaâlKpfrint de la même courbe; ceux qui partent des po{iitiB.,c, b, ê,G,tt, 
.joi^as point de départ II , en donneront d^autrea, et tous ces points se présenteront, suc- 
Oessivement, dans le uii'iue ordre <jui' si l'on suivait la Ijrnnchc d'entrée en partant de 
,1'élénient LH pour revenir à cet clcuicul, ce qui indiquera, d une manière sûre, comment 
le trait qui date réimir ces pointa dem être nesi. Cet esainen, apiplfa^ 
et à chaque prcj««Uoii,pffiiTieBdim le» errennqoBkmultipIidlédea points oblenin^^ 
rait entraîner. 

474. Exécution dtl'ipur*. Une des principales conditions auxquelles on doit se pro- 
poser de aatil&ite dans PeiéeQtiondPane épaire, (tet qoe les données, les constructions 

et les résultats , s'y montrent clairement, et sans qu'une partie de l'épure soit chargée de 
lignea tandis qu'une auirt; en serait vide. Cest pour nous assujettir à cette cundition que 
'nooa aroBS employé deux plans auxiliaires BI , AH , l'un pour détemiiier les projectiona 
Lorizontales P et Q, de deux points de rinter5ection cherchée; l'antre» ponr avoir lea 
points T et F de la projection rcrticale de cette intersection. Dans le ca? rpii nous oc- 
cupe, les données ne permettaient pas que les élûmens d'intersection d'un même plan 
aaxfliaire, arec lea snrftoes données, passent étrepsoyatésliorisontalenievt et T«rtiea« 
■lement sans rendre l'épure confuse. 

* Cest aussi par celte raison que nons oPavona pas oonstrait les traces dea svriwes don- 
nées sar le plan v^icaL 

* 47^- Occupon»4U>as maintenant de la mise an trait des lignas do FépÉme. Il est évi- 
dent, d'ahord, que la portion TJDW de la trace du cylindre est cachée par les élémens de 
la partie NZW; et que la partie WZ de cette même trace est cachée par la nappe supé- 

'rienré dn eAne. Il est datr aossi qne l'are «Ae de la lisse de oe oAne a^erit pas vn. 

Quant aux parties vues et cachées de l'intersection demandéei elles se déterminent par 
■les mêmes règles que dans le cas de deui cylindres ( ((ï.^),en aypnt soin de faire nttcntion 
que les élémens ù'un c<^ne qui sont vus sur l'une de ses nappes nu I élant pas sur l'autre (190], 
on doit, lociqno Pinlerseotîoa /étend anr le» dan nappe», consid^«r eea danx nappea 
chacune en particulier. 

D'après oda» anr chaque ni^pe du cOne, deux élémens vus des surfaces données se ren- 
contrent en vn point vu de Finterseelion ; et deux élémens cadiés, on nn élément «âdw et 
' nn élément 'vn, se rencontrent en un point caché de la même mteneetMMk- 
*. Appliquons cnsiègiea à cbacnna des projections de Féptm, et «on^^ 
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M. 3». dérer U nappe inférieure ëa cûne. Les ôlémens qui ont pour projectkmt fcorîtonlales \ei 
ériAtM IL, WP, élont rat tiir k plan hovisoutal, lonqw r«n«iipptMediaqtie surface isolée, 
le poÎDl P, projection Iioriiontale du point où secoapent ces deux élimeot, doit ail|Nrto> 
«M* k m arc plein de l'intersection demandée. De même , l« «ilémcns H'U, Cl) , étant rm 
cor 1» plan «artical, te point U,<m ils se ooupoit, appartiendra à un arc t« de la prqott 
tion verticale de «ette jaineelioB. 

Pour la iinyif>e sup(^rif iirp , l'élément LQ, prolonfrpmpnt de LI, sera oaoW}«lwi h 
point Q de l'iutericction , situé à la renoontrede LQ et de BQ , sera caché. En pr«)eoUoB 
fvfktk» râénent A'F mm va, et rW w uut VF, pnOengemeut de H'L', sera caché } dose 
le point F sera cadiA 

En contlnvent aioiit^n détemiaen eitémaat 1m pMlÎM v«m«I miihio» it nat^nM» 
tioD demandée^ 

476. n noQSmterait k fndiqMr eouMeit détermine les parties de chaque éléaieat 
dft l'une des surfaces dounées Mot cidiéMpirfatiIre; mais comme cette détcnniiue 
tion n'offre aucune diflicullé, nous ne nous y arrêterons pas. Nous préviendrons seulement 
que les élémens qui servent de contour aux projections de ces aurfaoes commencent en 
eMnd à étievof »-oa OMMOt d*élxe vnSfMtt pointo oà Bt Mat I 



tion commune. 

Pl. 4o. Prenons pour exemple deux corfaca coniques à.baMi^ cirçHlair^f «l r^t ^i^wit m * Ifi pUi^ 
mttàttÊÏ de Miaifareqi^il Mit àb mIom di^Mioe dM defoi mpUMli^ fyftrpf^ Tfa- 
frk» cela , soient OJgf nsd, U V) la base de la première da .0|e |n<lw|li wt^m, IV^ 
wmunet, (XcaVi, X'V) la base de la seconde, et (t, »') son sommet 

Jloua remai-querons que si l'on ooupe les deux surfaces données par VUH i^ysbbne d^ 

flwmOirâw MMite pw iMMMMrti Of on •<!>« pOWiMlkM»^^^ 

M6DSde ou aurfaoes qui. se rencontreront suivant des points de l'intersection ^ffmandéff- 
-Or , tom CM plan* pMMront par k droite (« , «'Oi <i«>ot la truoe liorixaotale est le point 
(m, m') ; donoilienroBt potar tracMliorisonUlM dMdrottei pm^wt yar le point m. 

Soit en la mes f un de ces pliuu ; elle conpec» Im Iiwm dMdeuK mf&Mt dMMàM «»■ 
vant les points c,g, k, ».et le plan auxiliaire corrc'pondnnt coupera ces surfaces suivant 
quatre éiémens «*, it«, ^,<i», qui se çoup^ont suivait les quatre poinUj», iir,9, de ïfi. 
projectioa iMMriMotalede l'mlMwetimi iUnmiAèn. fw «vptrlM projertioM TcrfiaftlM 
■B^nwipiMdeiitM mut pwqectMWt p , g > r , o , on mettra les poiotsc,^,^, n,en projection 
wrticalcenc', g', ft','n'; on mènera les élémens ci, ^V^#«i»'«V4tjc91)PV4»J7^f^f l'^^ft^à 
. .ib s^ couperont , seront les projections diercbées. 

•fkaAiMit denmndlH tVMM de plana atmUaim.jtrfbi ^mcm, iKHiniinnn 4i 
nouveaux points de l'intersection demandée: il ne s'agira plus, pour décrire les branchas 
de cette iotersectioa , que de bien difUnguer tes poioU devro«l être jointe lo ans 



478. Vebofd «B Tem AôlonMBt , par 

■M Cfk jO (f t «Ol» (r, (o, O» 
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l'intenecftkmdtf leurs nappes supérieures. Mais oomine deux nappes (par exemple iei ht' 
detwiMppefiMffriedrw) peuvent se couper suirant deux branches de courbes, il faudra 
Mmfalalifi tea poiali #iiianootM>n de ce» nappes appartienneot à une seule brancbef^oa 



i'plusieurs brandiea, «t, éÊmaU imtSufm» «MfsMMttr» iMpoiats qui appwtieaaeat à 

wle aiéme branclie. 

Po«r cela, oo examinera de proche en proclie les résuluts obtenus par le moyen des 
AwnflMlr «HiUdffMV on «fttoTCft ^ Mlai d«eas phni qoi vianCapris cm, a des 
points analogues aux points c,g,k,n,et qu'il détermine un point d'intmeetioB Ti nJiipKi 
au point p, un point analogue au point 9, un point analogue au point r, et un point ana- 
logue au point o. On marquera d'un même signe tous les poinU liés entre eux mx la 
lei d'analogie, el U est évident qu'Os ap|Mrtiendrant k m»mèmm hnùàié de 
ysi l'on multipliait à l'inilni les plans auxiliafact» k» jiniiiti UM^rifed'im 
I M aaivraient sans solution de oonlinnitÀ 
iMiqiifoa «n arrifé imn-iilaa'MiiiliaiN mh , Ungent à l'une des bases des deu» aur- 
£icc» données en un cerUin point d, en remarquera que les pointa n et^ , o& là tratfé ees 
OMipela base^/'/u/, sont réunit en tw aeol point d- et que les i^ints i ,1 c sont siluéÉ, 
r«a en/, ei l'antre en b. On en oeniBlura que le point r a pour analogue le point A ; que 
k point 0 a aun pour analogae le point A ; «t, pw conséquent, qm la branche de courbe 
91» passe par ks poinU analogues au point r, se réunit en A avec la bmoli^do COOftfce 
fpû'paaae par les points analogues au point o. C'est-à-dire que les points rcio soHtawdo*- 
9MS«niM enii et appartiennent i une seule et même branclie. 

l«nién».aol«rv.tienen»«ai^ 
formée des po.hts analogues au point p; l'autre formée de points analogues entre eux 
qu» ne sont fournis que par les plans auxiliaires très Toiùs de m& U iBranarli nlnl- 
Mndo ess deraier^peinis (486). ^ 

47(vApr^ l'iBMMn que MNis mkm» dë fiAe, «n ssnaqne rintemcllendi«Nnidè««« 
ÏÏÎSÎT' j !« prU poor exemple, i«. d'une l„ancl,c d'intorset^tion (h.7^r 
Kff/) des deuK nappes aopéri«,l>es : ce sera une brancbe d'arracbement (462) ; car elle 
naura de jH>inUq«e.nrnne p.rtkdesaé«n.d.d^ 

l«incbe d'mtersccl.on (^mxA , v'/A',') des deux nappes inférieures : ce sera oni brMdie 
depénelration-} car elle aura un pointsur chaque élément du c<ine ,lont le sommet est 
<#>^S*. ^ dWjlwjd» dSnle«^ ("VB^, /B'/J des deux- nappes in- 
ferieures. ce«ra une branche d'arracLementj car elle ii?anwtdepointrqne sur uneLue 
des élemensde chacune des deux surfaces données. 

480. Gomme les nappes supérieures et inférieures des deux c£nes (*, . (i O se pro- 
longent jusjrfhîfalinî, a «.t as» prtwmuNeqnele. branches d'arrachement s cienLt 
anwia 1 infini. Pour nous en assurer, construisons les citraens patalliksdecescAMik 
mmTli**'* ' "'**^ "* aonné», celui ,Ionl le sommet est (i, t) , pu 

«MK^, W'ittm pttdlUttnenti lui-même, de manière que le sommet (/, n vienne 
comcder avec le sommet (.,.0. D«»catle po«tîo«, le. denx eône. annmt en giéraUn 
certain nombre d <^lémen, communs, et il est clair qu'en ramenant le côna^eMa-danSSn. 

première position, les éléaens i{ni«oïnotd«ient se trOMerant, après ltoMMttl','dei> 
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W. 4». Hémetia parall'cles. Dan» l'épure , les cônes donnés ont <lr» cerclet fonv hu» : el Gomiu 
les sections faites dan» uo cône , |»r de» plan» parallèles, wnt dw Otturbet ■enbbfalM 
ivoye* la Note 5) , lo «d«e(*, /) eit ooapé par b pin horbontJ US mùwl un cerde 
CDE facile à dclirminer; et lecùne (t, O. '«""«I"'' sommet e-il en (e, e'), est coupé 
,»ar le m.- me plan MN suivant le cercle FGHI ('). Ce» deux cerde» CDE, FGHl, se cou- 
pent en deux poinU K et L, et le» demeo» Kef, L*P, sont oeuK <ltt c*oe MOiqaeb 
«M«wpMiil,»rfccôw(i,/), dwélénieo. parallèles Rm,S.Q. Si Von veut trouver la 
praiaeHon Tcriic.i1c/*K' d'.m de (x<s éléweiis/'/K.ilnc^âgiraqneda mettre le ppiiït/' 
en projection verlicale en/*, et de menmfe'K.. 

De ce que fa» daaxsorfoca donnéef ont ëes éUmeas pwaUèlea , a d'ensvit évideaiMiit 
qaelw inleneâtHm mèt» point» à Tinfini. 

48t. Pour l>icn conccToir In situation de ce» point» et la forme générale de rintersccUon 
e. conoevons.que la génératrice du oûne (*, e) perte de h poattioB (et, <V)» 



qu'elle w mewe ea ««nçMit im le point n poor décrire ce oSoe» et lawwi»-]» dan» »on 

~ . . • j •_»_ -i- Jl^ — Il M i m t le 



BMaTement, en «semiaent k» poAîooi dM pointe oà elle penw» 

i ùm: (' , * • A» 1 i.mimJmi Am 

D'abord il est clair qu'elle ne cessera p«s de passer par nndei pomt» de !• hèéuma w 
irinétntiMi («BÀw, *VAV«/); ainsi, non» n'aw» * «wf «oenper, dnni PeiMnen *p» 

nOneeHontCMre. <l«e des brancliM d'arrachement. ■ 

Dans sa position initiale, la génératrice C", percera le cône («.•') au P^'"'Hf'fJ'» 
lorsqu'elle sera en (*» , /«') , die le pereen en (p , ff)î lewqrf^iera en (K./*, K » /"} » 
dleeen perallèlc ii Iclcment R.a . et die rWMOntrera cet clémrnl ,-1 V^n\]r^^ par deux 
extrémités : c'cst-à-dirc qu'cll.- donnera un point de la branche d'intewcction (V'^ , 
tpR ), situé à l'infini au-dessous du plan horizontal, et un point de le brandie (W^r 
vo'),8itaéàPnifciia«-diMM»daplanhori«)ntal. En continuant d'avancer, la généra- 
trice M lenoontNra plut k nappe inférieure du c.nw (i , /'), .nais elle percera sa nappa 
supérieure. Lorwju'dle sera eii (tg, eg) , le point d inlcrsect.on »era en (y, 9 ); 
n Jelie sera en («U, *'U') , il «îra en (Z.ZO- «nlînnankde laftiin mouvo.r , les mênie. 
oiMUMtances ae représenteront : car le plan vertical .i divise .^.idommcnl les deux oflOW 
donnés en deux parties sy.né(riq.«cs ; mai» ce sera dau. un ordre ajntra.re. 

A8a. Four construire avec exactitude l'intenodion qui fait Polijet de os pnHèBe,ii 
serTbon d'employer , parmi lee plans auwliabes. ceux comme md, qu, seront ^nge"»* 
UbutfmdV ; parce que ces plans donneront à la fois drs points de la courbe cbcrdiée, 
et le» tangentes à celle courbe suivant ce» poinU. Eu eflcl, le plan auxilUire mrfwt tan- 
cent au ^ne Çe, e') anifant râlément («rf, r'rf), U cenpe le cône (i. Q « want les élé- 
mw a^»<Ai'>»(*»^*^>»«' ««W«4>iHieleapoînlli(A,A';,CB, B'),dePiulwiwhoiidn- 

limki c«lf« He u.m». k» •Klioas pataUèl*. k «M« I».*. D'«p.« cela, « I oq «une i-ar le po.ul («, e j 
h dmi«(.'. e'.-), r"«nM« k (W. *'i').«aepww« l« pl»« MN «. un point (x. y*}, qu. «r. I. ccn.r. 
Aa ccrcWr FGHI. P . r k r i r « cmle, U Cradra encore n1,tc..ir ott de ■» fWM»; w»t » on «tu a par te 
—8^. («. «T) nm dioiu (c/ , e'/') , piwlMIa à on «ànani qocli.on«i«* f iw , iT) , esHsdcoile «en MMt 
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iMOidée : or j 1m tangentM k cette înlariBctitm suivant ces point» «mt sitoéei, «hme'pnt » FI. 4a. 

dans le plan auxiliaire md, d'autre part, dans les plans tangcns au cône ((', î') suivant 
les clétncns (i/, t'y), (.'b,fb'); et comme ces clémeos «ont les iutenections de ces plans' 
tan^ieus et du plan md, 3 m «foilte que oei mène» tiémeiis jKmt la* tangente! chardiéM. 

483. Lei^phu auûliaint menéiparlai poiaita «, V, U, X, par letqueU pastent les élé- 
mens qui serrent de contours aux projections verticales de ces cônes , donnent à la 
fois des poiuU de la courbe cherchée, et les projections verticales des. tangente^ qui 
eoiTM|idiiiieotà on yèmta. Hait, dans le cas 'choisi pour escmple , tons ces plans'ie 
confondent dans le plan vertical wX , en sorte que pour un point quelconque (f , ♦■') , ol>-' 
tenu par le mojeii du plan mX, la tangente correspondante est comprise dans deux plans ^ 
c'U', v'*", perpendiculaires au plan vertical : d'oii l'on voit que cette tangente est perpeu- 
diodaize an pian mX, etqu'elle se projette verticalenient en On tronrerdt.deaslline 
que les courbes «//AV, fï^f ,Z'^y fWat leurs taniBeDlBseD/,/ ctZ^,perpeadtcahîr^ 

au plan mX. 

Cette partieularilé provient de ce qu'on a pris pour plan vertical un plan également 
distant des sommets (<■ , c), (/ , t'); car il en résulte que le plan ei, ou mX , divise les deux 
surfaces données , clun utio ou «li-ux parties synuHriques , et que la partie de l'intersection, 
située en avant du plan /nX, a même projection verticale que celle située en arrière de 
ce plan i en sorte que la prcgection -verûc^ de.oeUe inteneetion sPartéte court n 
et ZT. On verr* cependant (Sai) nn procédé qui donne ks tangentes correqpmdentes & 
ces points. ' 

484. Si les plans mX , mU , niW, m* , diSfaraientles uns des autres , les points de l'inter-' 
aectîon fournis par ces plans auraient des tangientes dont les projections verticales se- 
raient les droites eV, rW', di\ peroB qna ces plans sont les plans analognes du 
plan auxiliaire employé n" 460. 

485. Âtles sommets des câMi M se projetaient pas horîiontalenient dans rintérîeur de 
leurs bases, ou ce qui revient an même, si les projections horizontales de ces cônes, n'étant' 
pas indéfraies dans tous \n sens, se trouvaient Ixtriiccs à des contours , les plans auxi- 
liaires qui passeraient par les poiuts de contact de ces contours et des bases donneraient 
des pointa de Pinteraeetion diereliée , auxquels co r re s p o ndraient des tangentes dont ces 

■ilnies contours 5;(:-rairnt les projections horizontales. II sera aisé d'en Sentir lanÔSOn, si 
Fou a bien compris ce que nous avons dit précédemment (4^)> 

486L 'Avant de passer à Peiécntioa de Fépur e , nous lèrons remarquer que les plans aaxi> 
liaîfes compris entre les plans </m et PQm donneront des points de la liranche d'arradie- 
ment des nappes inférieures, situés sur l'arc Di', entre le point B et l'innui. Ces points, qui ^ 
n^OBt pas d'analogues parmi les points/», q,T, o, forment une brandie particidière qui s'u- 
nit k la Iwandw Bljp suivant le point B. U était nécessaire d'en parler pour que Ton sét dé* 
terminer les points de l'arc Bs'. 

48^. S»iemtion dé l'êpure.'fin suppose que les cônes donnés soient tenninés,d'unc part, 
en plam liorîsoutal de projection, d'autre part, au plan AIN. Ce dernier plan coupe le 
oéne (e, suivant le cerdê C6S, et le'oéne (iy O mivint le cierdè RSTV. Ces deux ' 

cercles occupant la partie supérieure du syslfeme sont néce<tairereent vus , en projection 
horizontale, ainsi que U projection iwZqV, de la courbe d'arrachement des deux nappes 
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PL 40. sapérieurc*. Les aulrea bntadiei de FÎDtënection , et la bue fnedU Au cône (« , «') , «ont 
MdeauMnt cmMm en prajeetfoo borixontale. Quant à k bise aY&X du otoe 
il est dair fo^dle B*at qas dent 1m den •■«§ âtaés te debm de« «Mde» cbs, 

BSYY'. 

ru [Il II) rîîiTii Tirrt'ïïiTr. rirT'-r nm nt iriilif ni in«t ftrilni t JfjTrrMhii 

On a indiqué sur l'épure dÎTen élémeos , dont il a été ^neitioB précéd«MMliftf an lir 

pncs pleines et ponctuées , st'lon que leurs partios sont rues ou sont cactiécs. 

CoQuue ou a supposé ^ue les deux cônes ne s'étendaiAnt pas au-delà des plans XL'i»', 

llir,o«iniiidifadflrkpÉojeeliteborMoirtde,teU^ mmÊitmlStm^lm 

par des zu, d^,yJ%]^J, de rintatMotite émtmii», f«i M te iiwow;H in imm 

de ces plans. 

488. Problèxb 4- Deux surfaces de rcvoîutiun dont lêt 03U9 9nttM plaint CttMldlg^^ 
, étant doniuetj on demandé leur iftUrstciion commune. 

prenons ponr exemple un l^petboloïde et no pwâboleide de révolntioii. fit pomr 
lee oonstnictiolu ment les plus simples posilblea, dwûissons les plans de projection à» 
manière que le plan liorisontal soit perpendiculaire à l'un des axes de rcvolutiou, et que 
le plan vertical leur soit parall^ à l'an et à l'autre, ce qui éridemment sera toujours 
poïnble^ 

H. ^f. D'après cela , soient (A, A' A') l'aTc (^p riiyj^crboloïde, B'CDE la méridienne principale 
de cet hyperboloïde , (GF, G'F) l'axe du parabobide, et (GF« HIKJJ^II!4'j sa méridienne 
parallèle au plan TerticaL Le point (A, O) aeneelaioà •erteeootmrofiA le* dwitedlj» 
idioIntiM* 

48^ Pour oonitrttire leipeisUde Piatanaction demandée, il faut d'abord cboisir «n 
système de surfaces auxiliaires qvî détermiaentf sur les surfaces données, une suite àe sec- 
tions les plus simples possibles. Or, aprèa un peu de réllexion , on reconnaîtra facilenunt 

ces surfaces auxiliaires sont les spbères concentriques dont le centre est en (A, O). 
. Soit DCRM le grand cercle d'une de ces sphères situé dans le méridien GF. Il est clair 
^qe si l'on fait tourner ce cercle autour de l'axe (Au , A' A') , en mime temps que Tbjper- 
bole B^CnOE I fl engendxere k ^iUn à laqadle il appartient, et qw h oevifa 
yn d wr tyiiTperbolotde donné , en /orte que les points C et D, coVteteS aux génératrices 
DCKM, B'CDE , décriront des cercles liorizontaox C'P, DN, communs à la spb^ et à 
rhyperboloïde. En ima^naut de même que le cercle DCKM \wTa« autour dq J'axe 
(GF,GT^,»n<«tenp^kp«NlNkHII£iiar, «eeMde enftednam k «4tei 
sphère auxiliaire, la paraliotc engendrera le parabotoîde , et les points I et K en^ndre— 
rpnt deux cercles IQ , KM , communs à ces deux surfaces. Il suit de là que les quatre ■o^tr* 
cIm ÙBi , Cr, IQ, KM, dont les plsuos sont perpendionkires an plan vertàeal , et qui «Mteih 
tknDMit, kl deux pramkn àVhjperiiokïde, les deux derqian au paraboloïde» ileilt .li. 
taés sur une mèna^ifUM, at otepteM^ M^wit dfs posite t/^jiMk aiatiaatolMM m,* » 
te s' et en u . 

n emteikde cetetrdrekon ptojeotkte Ma(HoAA» Pew: afoir eèCat^jeai^eaUa 

qui sont projetés en s', par exemple, on construira la proiaotion 1u>rizontaU«i&d«'«aMk 
ÇV i on aaeaera dyoija pafpwidiffiilaira à>kii^:da tam, et ki 
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«ill«liBH»«Hi|Nntll«>Mle«C«i «nmt hi prujectioni boriiontab» dwrchén , «t Nrta FL 41 J 

que le» deux pointi (*, (•> O» »«ront deux points de l'inlcrsectitm demandée. 

fa iiMBABt de nouvelles sphèrw auxiliaires, on obtiendra de nooTeaux points de eett* 
inlwMflliMi, «t Utmt on povRm «owirain ki Mm toehn /m*) , ininm , 

^go. Ssicution de Pépurt, On suppose que les deux surr^iccs données soient terminées 
au plan horizontal £E', qui ooupe rhyperboloïde suivant le cercle vu (,RR'R% ££') , et le 
paraboloïde suirant la oourbe anwi Toe (VXT, VM'). 

L'intersection demandée a ses deux brandies vues en projection verticale. En projec- 
tion horizontale , la branche inférieure est entièrement cachée, et la branche supt rieure 
n'est voe que dans la partie sy**, qui est au-dessus de la gorge x'Zi' de llijrperboloide. 

Ileat dair qiwk> «rn ^jftjf^t ^ aiMdtait des gurfiMes donaén, Hront 

compris dans l'intérieur deœt mrfaces. Ils devront par conséquent être ponctués. 

Pour Ique lYpurc soit bien complète , il faudra construire le contour TUT* de la projec- 
tion horizontale du parabulotde (38^). La partie de ce fionlonr comprise dans le cercle 
ItRlKT Mra Milennent dAbée, et U«st cbir quefare ZV,de h tnce ZÛE'S'S de fkf 
pcrboloïde, sert aoMt cachée. 

Nous laisseroDS an lecteur le soin de construire les deux lignes VXT, TVT. 

491. PROBr.àKB cinijLâL. Étant do an é êê deux êmfiÊUê faêteaiguet S et on dt- 
jçandë Uur interaction commantk 

jfenrréeoodreeeprobliMyOBclioimd'alMidnasjwtifaM qw 
aient pour intersections avec les surfaces S et s des lignes faciles à détermiDer. Si la na- 
ture particulière des surfaces données n'indiqve.pas j parmi les surfaces courbes, de telle* 
Htrfart» MiziUaircs, on prendra ponr aaiÂoei avuliaiiei des phiw. Et li anam ijt- 
time de plant ne présentait «n matage remarquable , iOna b «mpporl de k conitt u c l kn 
des intersections de ces plans avee les serfaces S et «, on prendrait pour plana auxi- 
liaires , ainsi que nous l'avons supposé a" i/^, des plans boriumtaux. Dans tous lea cas , on 
pourra prendre 4««iiAoaapIaqNpoi|Fnir&ceaaiiziliaife«,^ ponrnmpli> 
fier les constructions qu'il sera quelquefois nécessaire de recourir k des surboM oouribea. 

Ce système dioisi, on mènera une suite de surfaces auxiliaires X, ces surfaces 

oonperont la surface S suivant «ne suite de courbes H , M', M*. . . , et la surface « sui- 
fiailiiBeanite^aatni€iMnAeiaiyiHr,iii^... Les sectioasM et niytf et a/fBT et a»',tlc^ 
étant deux ii deut tm mène surfncc ntiiiliaire, se rencontreront en général sâiailt 
des points a, e. ,aitaia sur U surface a\ i', «'..., sitoés sur la surface £'^«^,1^ 
«^.*., flituéi sarhivfMaS^; etc. Et ceuim cet pointi «eroatconiiiimfl nadaîafH*- 
£aces S et «, il ne s'agira que de les joindre oeofoiablement par des lignes pour obtenir 
toutes les branches oa'a' . . . , bb'b' cc'c', . . , etc. , de l'intersection cherchée. 

49^ "f*^ mener ces lignes, il iàodra soigneusement classer les pointa 

eibleinua, S,c. ..,</, b', t^. . ., a', b', c*. . . , etc., selm kt hÛÊ dPcnalogie qui les lieront 
katuM aux antres. Sans cda, on serait exposé à joindre entre eux des points de branchai 
dificrcntc; de l'intersection demandée, et les arcs deoniffteqaienepéNBaklltk}ODetka 
n'appartiendraient pas à cette iatenection. • 
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• Le cUasement des points obtenus préKnte qudqadbii de h diflicoUé; wtaSt, lorsq ne le» 

MCtions au-^ iliaires sont pr(M,-lics l<^s unrs dos autrcii , chaque couple de sections correspOD- 
dtntcs, M et m , M' etm'f M" et m", clc. diHêre peu de la oonple saÎTinte et de la couple 
précédente , ce qui rend Ftntlogie des pointa obtennt facile h recoonaitré. 

493. SouTcnt deoK brandiea te céonissent , i t Ips surfaces auxiliaires qai eoBt d'im.cdté 
du point de réunion ne contiennent pas de points «le ces brnnclies, tandis que le? surfac<'S 
auxiliaires qui sont de l'autre côté donnent un point de chacune d'elles. Dans ce cas, il 
&*t de FKabitade, «a de la ngaotté» pour ne pas s'emluroniller dans lea résoitati «btemu , 
bien que le rapprachement sucoeNif des poiaÀs dei deux Imnchef indiqoe d'oidinaira lenr 
réunion. 

494- l-'C choix des surfaces auxiliaires, pour que les constructions soient les plus simples 
poMiUefl, est un obfet bien impiHrtanl. Et comme il peut 7 avoir des peaîtions particulièfef 

de ces surrncc-^ 'pii ilonncnt des points singuliers de l'intersection, oo doit Battre beau- 
coup de soin à employer ces positions de préférence à d'autres. 
lÂ construction afes întenections de surfaces est certainement un* des partiea les pins 

diflicilcs de la Géométrie dcscriptiTC Mous pensons qu'au mnyf n de la solution générale 
qu'on vietU (lu Toir, cl des pr-iblrmes qui préci-dctit , clans lesquels nous aTOns tâclié d'é- 
claircir toutes les dii&cultcs, on pourra déterminer ces intersections dans tous les ca» 
pesilMe». 

CHÀP1IK£ 111. 

Des tangentes. aux intersection^ de surfaces, 

/f(y}. Nous avons vu précédemment (iSa) <jue la tangente en un point de 
lintci^cction de deux soi&oM est Tiiitenectioa de deox pkus tangëm à oes 
siolaceseiicepoiiit: il résidte de là impranuer procédé fmnrcoiMtraiie les 
tantales aux intenectioiis de surfaces. 

496. On peut remarquer aussi que la tangente est perpendiculaire aux 
normales des deux surfaces , et consequenimrnt au plan que ces normales 
déterminent , ce qui fournit un second procédé , qui n'est à la rigueur 
qu'une modification du premier, mais qui doit être préféré lorsque les plans 
tangens se dédUiisent des normales y parce qall évite la oonstmctioa de ces 
|lans^ et<|ii*alonil est plus simple. Nous le nommerons le procédé du plan 
normal. On rappliquera plus loin (5i8-53i)à des exemples pinirlesqiieb 
il présente des avantagesparticuliers. 

4^ . ifOrsqu'uue des deux surfaces données est développahle,. l'interiecf» 
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lion ; sar le* déroloppeitient ide cette mu&cc , est une courbe particulière , 
ip» nous avons nommée (4^) tnms/brmée de rintenecthn, et à laquelle 

on va voir que l'on sait aussi nirncr tics tingentcs. 

Soit k un point de cette intei-section , e l'clcracnt indéfiui de la surface 
développaLle sur lequel est le point A, et m Tare infiniment petit de l'inter- 
section auijnel appartient le même point k, L^âânent e et Farc m dtflép- 
mineront mie s6ne infiniment étroite de la surface développaUe ; et n Fon 
conçoit qn*<m développe cette aurface , il est évident que cette petite zone 
se trouvera, sur le développement, ahsolument telle qu'elle était sur la 
surface : donc l'angle de l are m et de l'élément c ne changera pas quand on 
fera ce développcnieul. Mais 1 arc m est dirige, sur la surface dcvcloppable, 
suivant la tangente à rinteisectiony et snr le développedient, soirant la 
tutgente à latransionnée; donc lies angles de ces tangentes et des éléinens 
indéfinis qui leur correspondent sont égaux. 

n suit de là que si l'on sait mener une tangente à l'intersection, il ne 
S^agira que de construire l'angle de cette tangente avec Tcnément de la 
surface développable sur lequel sera le point de contact , et de rapporter 
cet angle sur le déreloppemeut, pour constmin la tangente à la traus- 
fiinuée* 

.498/ Les moyens de mener des tangentes à Tintersection de deux sw^ 
fitoes, et à la transformée qui résulte de cette intersection, si l'une de ces 
surfaces cit développable, s'appliquent , quel que soit l'angle sous lequd se 
coupent les s\irtaces, pourvu que cet angle ne soit pas nul. 

Mais lorsqu'il est nul, le plan tangent à l une de ces surfaces se confond 
arec le ^n tangent à l'antre; ces deux plans n'ont pas, par conséquent, 
d'mtersecjdoa commune, ouplnt6t, ils ont à la fois pour intenecUon toutes 
les droites qui se croisent par le point de conbct sur la surfaccde l'un d'eux , 
et la tangente demandée , qui est une de ces droites , reste indéterminée. 
Et comme les normales aux deux surfaces se trouvent confondues quand 
les plans tangens se confondent, le procédé du u" 496 ne donne rien de 
pins qoe'celni dn n* 49^* 

' 499. n résulte de là que lorsque denx surfiices se tonclient suivant une 
ligne , ce qui est la même chose que si elles se coupaient snimnit les points 

de cède ligne sous un angle zéro , on ne sait pas mener de tangentes à cette 
même ligne par le moyen des plans tangens à ces surfaces. 

Ces. lignes portent, comme on sait, le nom dé C€>urbes de contact y elles 
fiiniifflBtdiaukQéi»BétKie descriptive nne grande de ooodws/aux^ 
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qnellM fin M «ait isanor d«f tançmte» qiw par ie moyen qtCoKvmsn. n* 7^, 
5oo. Lorsqu'one branche de courbe est infinie , moavn» on eu a V9.pc^ 
cëdemmeat des exemples (4^7 et 480), la tangente qwiaaoïi point 4#c)»f||iiç| 

à l'infini est ce qa'oa appelle une asj mptotc (877). 

Parmi les courbes que nous connaissous le mieux , l'hjper}x>le ut la pa^ 
rabole nous préseatent, par rapport «ttragjroaptotes , ce qu'oflreut le^i listes 
0Qiiffh«8 6n igiakiiL Four les nnes, btugenl» tml tntàkf^ pawe k rinfim 
quand ]« point de contact s'éloifne à lliifini i toUe «it la parabole (88$) : 
telle (Bit Aussi rhélicc. Ces courbes, et toutes celles qui sont dans le mAÎie 
cas , ne pre'sentent pas d'as^Tiiptotus. Pour les autres , re'loignement du point 
de contact à l'iafiai n'cntraiue pas tous les points de la tangente aussi à 
rin∋ cette taugeute preud alors uue situatiou particulière > et , (jl^us cette 
ntiwliim > clk est ra»ympU)te de k «mrlie : c*e>t 00 qm « ^ 
, per]M]e(876et877). 

£01. IluMtoaskeeas, lateogeMtoàwM ligM d*iiitanead(m itant 

tersection des deux plans tangens correspondans , il amrera, lorsque le 
point de contact pa.ssera à l'infini , que les plans tangens seront à l'infini, f 
on seront parallèles, si la courbe n'a pas d'asymptote, ou qu'ils se oonpe* 
ronty si elle eu a une. D'où l'on voit que la question de mener des asym* 
ploies snx mtersêctâoiisdê RÛfrbn te ÏMm nuBMaSe à k vedbercbe 4» 
^ais taageiiB ^ lODdient les snr&eei àosanên à l'infini. 
Les pivlilAmes emyans acbeverant d'tfdbûrcir e^ pvéoède. 

n.S{. 5oa. PxoBLiks i*'. Par un point donné (B,F^, de l!inienêefio» 
(ADGK; A'G') d'un cxUndn vertical ABCD^ . et etun plan ÀV» mener 
une tangente à cette intersection. 

Menons par le point F la droite Yq, lanGjente à la base ABCD. ... du 
cylindre ; la tangente demandée sera dans le plan vertical Yq : mais elle 
sera aussi dans le plan Â'G' de l'intersection ; donc cette tangente sera la 
droite (F^fFQ). 

503. D sen fiuôle de la rapporter sur le rabattement MCy^, j car il 

<»t clair quelorsqu'on fait tourner le plan A'Q, autour de la droite (MjEV^A'Q)^ 

le point [Uf n') de la tangente (F<j , F'Q), situe' sur la cliaruière, ne prend 
aucun niouvcmeul : donc il est lui-même son rabattement. Or le pçint 
(F , F') se rabattant en <p , la tangente (F^ , F'Q) se rabattra eu n'tp. 

504. PjiOBLÈME a. fitnnt donnée j sur le dévekfpement a'a'ja: du 
(^lindre ABCD la transformée A'BHI' de l'intertection 
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CH. m. Dm TàMHEHT» JLV% imsB».. jm lUaFACXS. :iga 
(AJBCD. .«K, à/GOt K^'* ^ ^ o"*» Uaigtàm kmiu Iran»- a 34. 

Oft connaifra sur riiitanMli«k(ABCD.. A'CO, le pomt (F, 
dftns le développeraient «fevient Y ; on menert , par le procwié du prablème 
précédent, la tangente (Fr/, F'Q) , et comme l'angle de cette tangente et 
de l'élément (Y ,JV') m Tarie pas quand ou développe k cylindre (497)» 
il ne s agira que OMtftniîre, sur le d^eloppeuMut, le triangle rectangte 
qte fenMBt 1m poiMto (F, F^r (^rA (?r Ô)r VoU fûtàmém le «ui^ 
gtotc demandéev. Of, on « déjà /F /F', l'angle Vf 4^ est à»ci», 
donc al Ton pread^feQ* Fq , et que l'on mène 7'F'', 1c triaa^ Mt!^ 
leteM4glediei«hi^ 1 1> dreitar j^F la tengpnU c W— n< lég. 

5d5. PnoBLÈxE S. Étant donnés le cône {(A, A% (BCDE » E'Q^};, R. 35. 
(FL,FD'), c/ fef ^mncfter (BMC, FMO, (DGF, D'ô^/ 

de leur intersection , on demande les m^^mgiotet de cette intersection, 

U s'agira de trouver lespjaRS tangensau cône à l'infini (Soi), et pour 
cala il faudra chercher d'alwrd l^sélémens sur lesquels se trouvent les points 
dtô branches (JBMC, FM ), (DG£, D'G ), situes à linikji. Four obtenir ces 
éle^Mot, BoeBons par I9 «Mtn (A , A') ds la wutStm tmàtpnà dumiéB 
un plan («C^» tUd), {«iattUa M plan 49oil|i«Di(FL>.FD^f M pï* eo^tai 
le cône suivant délOt éUmam (Ck, «à^r (^À , mAJ), ptftUHea au plan 
^L, FD'), lesquels, par conséquent, ne pourronl rencontrer ce dernier 
plan que suivant quatre points situtt^à l'iafiat.: {fiékp (j^Ai, aA% 
seront donc les élémens cliercUe*. 

, 5o6. Si ion veut savoir ccHinnient les points sitvés à Tintini se licoat aua 
daaft hiÊSidhtvd» Via U m mA m, am inagiaera qw l'éMment (RA, R'A') se 
lanwpow afegeiiclm la iiAtie4 Danrsa posiUonhiitialv, HpanevaleplaB 

«Bnpanten (M, M'); l«mqw le point H sera en H',. Ifr peint dflaletBectioli 
MM. m^', 1); il Tiendra ensuite en (B, F); poisà mcBOM <jae 1er point R 

approchera du point le point d'intersection s'é!oi^i»ert , sur la nrrppe 
Mittaricnre du cône, des points (M, M), (f, I), (R , F). Enfin ce point 
d'«iterse<AioA sera à rinfini , au-dessous du pian horizonrlal, quand le 
fMBl^fl OTidnieMr «ter k p»tiic /; mt «ion le généivtinee 0ee«|fera- la 
poahkMr<4r&, <iA')pai«llt» «I piaircMpaBft. A paftir â««elte position, la 
dtwie mobile d0ii&erade»peittti-del« bvancive sapéritiure de TintersectlMi; 
et d'abord l'élément (/"A , «rA') devuntperrrr le plan coupant, arassi bienper 
son extrémité ioférieurequepoursonextrémitésupérieiire, eet'éléiueAt^^ 
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. 3S. liera un point de la branche (P^ , PD') , situé à l'infini au-dessus du plan 
b<MnMmtal. Ensuite , à mesure que ]e point R «Taiicera ven le point Q » le 
p(nnt d'intersection s'abaissera, en parcourant la brandie '(DPG, lyGO» 

et quand le point R sera en le point d'intersection sera en (G , G'). Eti 
continuant tic faire mouvoir le point R sur le domi-cerclc QDCR , les 
circonstances qu'on \icut d'examiner se reproduiront dana nn ordre 
contraire. 

507. Blaintenant noos remaiiqnerons que la tangente en on point (!', I), 
de nnteEsection donnée, est la droite suivant laquelle le plan tangent au 

cône suivant (!', I) , ou , ce qui revient au même, tout le long de l'éle'ment 
(All', A'A), coupcie plan (LF , FD'j. près cela, l'asymptote à la branche 
(I B, IF) sera Tintersection du plau coupant et du plan tangent an c6ne 
suivant rclémeat(Acr, A'a). 

508. Pour GOnstmire cette intersêctioii , nous remarquerons qu'elle est 
- néoessaiiemîent parallèle à la droite «(AJ^» A'tt); mènerons par lé 

point <f la droite «Té, tangente au coideBCDE; cette droite sera la trace 
horizontale du plan lritif:;<Mit au cône suivant l'élf-mcnt (Acf , A'a), elle 
coupera la trace horizontale FL, du plan coupant, en un point ^ qui 
appartiendra a l'asyniptote parallèle à (AJ^, A'a) : donc en menant par ce 
point la droite (Ç6 , FD') , cette droite soa Tasy mptote cherchée. 

Sil^n Toubut mener Tasymptote de la brandie (P^, Pl>7,'on serait 
conduit au même résultat par les mêmes constructions : donc la droit» 
(^6 , FD') est l'asymptote de deux branches de l'intersection donnée. 

En menant un plan tangent au cône suivant rélement (^A , «A'), il 
aura pour trace liori/ontale la droite ffé, tangente tu Q au cercle BCDE, 
et il coupera le plan (FL, FD ) suiTknt l'asymptote {r.q», FD'), des deok 
autres branché (1"C, IF), (P^, PD'), de l'intenection. D'oà ïim'Taà 
que les parties (BMC, MT), (DGE, G'DO, de cette intersection, qui est 
une hyperbole (583), sont conjuguées entreielles an moyeu de leus.asjn»- 
ptotes(Çe,FD'), fTTî), FD). 

5or). Si l'on veut avoir ces asymptotes sur le rabattement de l'inter- 
section , il ne s agira que de ooDStruire dette p<MQtts de chacune d'elfes 
sur ce rabattement Qr, il est dair que si Ton prend W sa Egr> 'et 
Yt^^f}^, les points V et Ç'. seront les rabatteiaens dcx- et Ç j'en diiai^ 
diant donc, par le même moyen, les rabattemens de deux autres pcnnts 
tels quo ^ et ip , on pourra measr.les ^syaqOQles is-y, 4'd',.doniMtlt^ 
4^ l'iule riiecLion. .1., "y. .'^--i 
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510. Si le plan' cpttptnt ne rencontrait ^nàe'des àeùx nappes du 
cône , l'intersection n'aurait pas d'as_ymptotcs , quoiqu'cUe pût ayoir de» 
points à l'infini. En clVet , prenons pour plan coupant le plan «4 , per- 
pendiculaire au plan vertical et parallèle à l'élément (RQ , A'U) ; il est 
^ir ^'il ne ptnitra rancoiilrar qba ^ nappe infiSrieure du eône. Or, 
chiq^ âéfÊtiA'pmemsd pltp «n «n point, et U nûte de oas pointe for* 
mera une ooorbe qui , à partiir da point X , s'étendra jusqu'au point oâ^ 
rélément ATI' et le plan at-\, se rencontreront , c'est-à-dire jusqu'à rin- 
fini. Mais la tangente à l'infini , ou , ce qui revient au même, l'asymptote, 
$era l'intersection du plan R'A , tangent au cùne et perpendiculaire au 
plan vertical , avec le plan ùt-\ ; et comme ces plans fKmt parallèles , Us 
ne <e ooiq^ent qu'à Tinfini : donc notenection dont il a^t , «pu eat me 
parabole (586), n'a pas d'asjrmplolea (5oo). i 

511. Nous ferons remarquer qne les droites (^6, FD'), (-ir^, FIK), ont 
leurs projections horizontales ponctuées dans l'intérieur du cerdtf BCDB» 
La raison en est que ces droites sont situées au-dessous de la nappe su- 
périeure du cône , et qu'elles ne sont vues , en projection horizontale 
qu'au dehors de la projection de cette nappe. ■ . : 

5 13. P ROBLÈM E /». On demande sur le développement du cône ^ 
{(A, AQ , (BODË, R'Q')} , les asj mptpteji de la transformée . . .cmb, . . , pj'jj^ 
• • ti^f^ • • 'S^^* * * *• 

iBM g in o n a qon k développement du cône aoit fait sur le plan tangent 
aMmpînidaut à V êkimA (^k, mAf), plan dont k 4ncn est A, et qui 
oonlMnt l'aajmplote ((8 , m). Q ieat dair ^ daite VùfénOim dn dén^ 
loppement , la petite zône commune à ce plan et an cône n'éprouvera 
aucun changement ; et comme cette zône confient les extrémités des 
branches de l'intersection suivant lesquelles cette intersection est ton-* 
çbée par l'asymptote (ffl, FD')j il s'ensuit que cette asymptote, en con- 
aamot aa. position par rapport à F-âitent («TA, «A'), sera l'aajn^itole 
de k tran8foraiée..lillis k défelflpptucttt eM ionjonp k aafcne, qnel 
que soit le plan tangent sur lequel on le suppose fait) : done les asyflv 
ptotesde la transformée sont des droites parallèles à ce que deviennent 
les élémens (J^A, «A'), (CA, «A'), lorsqu'on développe le cône. De plus, 
ces droites sont éloignées de leurs pai-allclcs des distances cfÇ , C'X , qui 
•ëpaivnt les asymptotes (ÇÔ, FD';. (ïr^>, FD ), des élémens («fA, «A'), 
(^A, àAf). ; . , 
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PL» n«tttde Ik qoe n l'onpovte'leB «rcs R/» RC, de ren^, etde r 
Pi^jg^ miC, snr le de>reIop|mnent , poar avoir les ëlémons J*a, Ca, qui ne 
Fig. I. sont mitre chose que les positions qu'occupent («TA , «A'), (^A, «A'), sur 
ce développement , et qu'ensuite on prenne sur les droites ef^'C', C'yr^f 
tangentes au cercle q'C'rS'q, les grandeurs J'^' = J'Ç, €V = C7r; puis, 
que Ton mène , |>ar les pointe olilBnnt et les droites ("6", ^'(p', ree- 
peclivèinentpenUèlMinx^UnMM J^ttr, Ca, oesdroilieB «eront les asym* 
ptotes denendé». 

5i5. -8i le développement du cône était complet y cfesl-li-dire n les 

circonvolutions infinies du cercle BCDE étaient toutes rapportées sur le , 
cercle rqs'u.ui' , la transformée aurait une infinité de brandies, conjuguées 
entre elles deux à deux, au moyen d'une infinité de droites, dont cba- 
cnne serait l'asymptote de deux branches. 

5 14. Problème 5. Étant donnée l'intersection cFim plan et dune « 
surface de révolution , mener, jpar un point de cette intersection, tme 

droite qui lui soit tangente. 

Far le point de contact donné, on mènera un plan tangent à la surface 
de Ttf?olntion , il foonpem le pian domië suivant nne droite ^ et cette 
droite Éèrik ht tangente deinandée. 

Noos laîasenins an lecteur le soin d*appliqner cette solution à Yégmn 
de la planche 57. . . . 

Pl. 38. ; 5ij|. F.XQBL^jf 6. MtmU Sonnét datk eySmini, et unpoint (T, t) 
4e iBitrmi0Wçiion ,'on digfMWid^ie tengente en. ee pùimt, à ceiie infer- 

Par les â6nen8'(0T, ot) , (GT, dont l'intersection est le point 
(T, /), on mènera des plans respectivement tangens aux deux cylindres 
auxquels ces élémens appartiennent ; iJs auront pour traces horizontales 
des droites Oô, Gfl, taugeules aux bases ABCD, EFGH ; ces traces se 
raupcyront en nn point )6 dtt (htt boKîioiita] / et le dnrife 'ineoée par os 
point, et par -lr.]kimt(1V*f>,«ieM -U l^^ 

• IVonà kf^Mbs meAé'la 'projecli<m lior&ontaie OT de cette tangente. Si l'on 
>Mttt avoif sa projéel&ta VCTÛcale, il ne s'agira que d'abeiSBer par le point 0 • 

une perpendiculaire sur la ligne de terre , et de mener par le pied de 
cette {>( rpciidiculaire, et par le point t, une droite, qui sera la projection 
cherchée. * »• • 
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516. PnOBuàmx 7. Etant donné» l'intersection de deux cônes j obtenus pL ^'fOadÊ^ 
mande lee t^ymptoUs dea di^'enee bfanche» de cette utterseciion. 

^ W Ooatrcnt à l'îafiaî wÛTWtdopoiatt rintcrsectîon donner; ainsi, il ne s'n^Itque 
de mener des plan* Ungens «us oAms donnés saivant «• éiémtnSj el les intersections de 
ces plans seront les asjai|)totes demandées (5oi). 

Or p Im éUnaM furuff^f sont «m dont les projectîéns horizontales sont K/* et Ba Pl. ^. 
d'une part, cl d'autre part LP et SQ; donc si l'on mène, par les point*/* et a, les droites 
ftf 6a, respectivement tangentes aux bases des deux cônes, ces droites,qniseront les traces 
iMriMirtalesdas pbaw tangens —« ctow aiiiwt lenrs iMain pMallilM , le couperont 
un point 6 de l'une des asj-mptotes. Et comme cette aijwptote est nécessair^nent pa« 
rollèle à la droite (K K'/"j , il ne s'agira que de mener jKir le point 0 une parallèle à la 
ligne (Ky'f et cette parallèle, dont la projection borisontale sera bv, sera, paf 

«MCKtarénité, PatfMfloto d« k ImBdwjNis, et par Pntre extrémité, HtymfMaâmh 

n ferait facile de construire la projection Tcrticale de cette première asjmptote, niaip 
MQsne la ooostnaisonspas, afindenepASCBlwmflln'la figure. Quantà IaMeoi^,doiit 
là projection horitontale est 0»^, elle sera Cfniétrîquedela première par rapport au plaB 
mX, et elle ^ebUendrait d'aillea» |Mr im qpératkas pareUlM k «tUes qae l'«a yteat 

d'exposer. 

517. PmoBLÂma 8. Étant donné un pointât, /) dê fkttenection de Jeu» tnrface* d$ KL 41. 
livoltttionf obtÊHue pl. 4i , on demande la tangente en Ce point à cette inteneelion. 

D*cprèa le procédé du n" cette tangents sera Pfaitenectkli des ^eoz pliitttMigeBi 

en (*, »') aux deux surfaces de rérolotîon; donc elle percera le plan lioi izontaî de projcc- 
tioa au point où se couperont les traces de ces deux plans. Donc si l'on construit œs 
Iraoes, et qu'on mène par leur point de reneoirtre et par le point (s , a) une droite, cette 
dieile aera la tangente demandée. On voit par là qu'il sera aisé de la construire. 

Ramenons le plan méridien As de l'hyperboloïde en AC; le point (s, s') viendra en 
(C, C'}, et la tangente à la méridienne As se trouvera la droite (G», Cm), tangente en 
^ , GT) à VlijpeHMile VCDE. Cette tangente percera le plan Wicoatal en («, ^) , etlor^ 
qa'<Mi ramènera le plan AC en A«, le point («, •) viendra en S; d'oii nous concluront 
que !a tangente en {s, a"), h la méridienne As , perce le plan liorizontid en ». Or, cette 
tangente est dans le plan tangent en (a, »') à l'b)'perboloïde} donc la trace de ce plan passe 
par le {wnit C Mab OB Mk, dPteprIi ee * f« |ré«id«Miil 

est perpendiculaire au méridien As ; dose tÊÊ^f ceHe MêM Ineseitla droite Ctf per* 
peadiculaire au point C sur la droite A?. 

Cherclions maintenant la trace horizontale da plan tangent au paraholoïde en (« , «'). 
Itowr cela, concevoa e qtfen ÉMaatonmar le plan méridien qui correspond an point (s, s'), 
autour de Paxe (GF , CF*) , jusqu'à ce que ce méridien soit devenu vertical; le point (.v , «') 
décrira dans le mouvement un cercle IQ *, ce poiat viendra s'abattre en 1-, la tangente cor> 
' n90adaale.au point (s, «') se tw aft rn coïneider ameladrattel/y et fl «it cSair ^ ai 
rea floartrdt la feiat ek ortte tai^arte (QF»U) fMatn Paît (GF, GT), et «m 

a$.. 
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Fl> 4t. |f«a iBboe pmr w point et par le point (t, «') nné^raite (GF, «'a), oéUb droilb âera 

la tangente en («, «') à la méridienne qui passe par le point (s, «'). 

Menons par le point I la droite Ii', perpendiculaire à I/; cotte droite rencontrera l'axe 
(GF,G'F') au point (t, 1'), et oe point sera éridemment cdoi où concourront toutes lot 
mmMief dn pwdwWU* oomtpMda^ 

et par !e point « la droite «i, cette dwH* aew h pJojeitioM WbMiafc ■d» 1> «owalé m. 

(ê, «') h la surface du parabolotde. 

Or, le plan tangent à oMe sor£sce en (s , s') passera par la tangeiHe (OF, s'a) , et mm 
ipvpABdiealaîn Mranb («s,/iO} dwe il IW osnrtrait le péhrt o& le droite (GF,Ya) 

perce le plan liorizontal, et que l'on mène par ce point la droite perpendiceilewe 4 
stf cette droite «t sera la trace borisontale du plan tangent au paraboloïde. 

Ayeat Iw tnam'Ci, mt, on eoMbraiitt le projectioB da point (i, Oi o& «H» 
frt, et le dtoile (»» <^a6» q»> pewef > im ce poî«t et per le fàatt (a , Q » eere k te>- 
gente daeendée. 

5i& Le praoèdé de plan noroul (496) , dû. k M. J. Binet (*), sera d'un emploi beeli- 
œopf las efenfegenz. 

lyaprki ce peeeldé, il Vafgin de mener per le point («, «O deux droites respective- 
ment normale» aux surfaces données; on construira le plan qu'elles détermineront, et 
en menant par le point donné («, s') une droite perpendiculaire à ce plan , cette droite 
eere le tennente dmnendfe- 

Foor cpérer le plus simplement possible , on prendra le plan GF, des axes de xévo- 
Intion, pour plan vertical de projection. La normale (tk , à l'hyperboloi'de s'ap- 
puiera sur un point (A, s*) de l'axe (A, A' A") , et elle percera le plan borisontel en 
(m, m'). La nonnele (sa, sV) en perabeldide i^appeîere eor le poial (s, t) de Feie (GF, 
G'F'),.et elle percera le plan horizontal en t. Les points (A , /) , (<, 0 ■ étant tris fa» 
ciles à déterminer, et ks normales (.«A, a'i), (M,*V},^ensaiTant, les traces it«ui», s'wt', 
du plan qu'elles détemiaeNnt, se cenetnûront fort eieéieat » et le» dfoîle» <t , l'a\ me- 
nées par les points s' , perpendiculairement aux tneei leepeetivei bititt s'ie', aetcat 
les projections de la tangente demandée C»*», !«'). 

On remarquera surtout que dès que l'on a construit les deux points • et i, où i^s 
nomaelee i^cppoient nr ht asee de révolalioii« le projeetioii vettiede ^f» perpendlcn^ 
leire à ^i, te troave dAlermiaée. 

Sig. Si l'on voulait connaître les tangentes aux courts ysa' , suivant le! points 

s^ig{iUers r, f',y et a, analogues k ceux que nous avons examinés n" 4^3, il serait tout 
gftmrd d'appliquer aux points (r, r), (v,**'), Cy./). («f pi««îer dci deoK pre- 
tsédife que noos lenons d'exposer, et l'on trouverait que les tangentes en ces derniers 
points sont d^ perpendiculaires au plan vertical. D'où il faut conclure que les tangentes 
en /fv',yft/t eux courbes r'tv,ysaf sont les points r, t>' ,y' euxHnémes : c'^^- 
dive fae œiconrliee, cooine pfojçoUoae de Vkl«naatieftdoiuHk,ifoBtpee-4« Iwifl e» 
au poiiito /, 4/,y et<^,oà<Uw^an;lleiit. 



(*) yayea la CnrrsspsnduBcs ser fÉeste felmchiiHpui, «o». III, ps|. ifl^ 
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'* ' iioi. lidt on remarquera que les oourljes //' f^', y'zà, considérée» indiptàlaniiiient Pk |i. 

la fonction, qu'elles remplissant sur l'épure, d'être les projections de l'inler8e*;tion d'un 
hyperboloide à une nappe et d'un paraboloïde dliptique, ne i^arrétent pas ea r', c , j' et ai. 
-Bn dfc», 1m Avltas lUi cl DR , «n^dMerHiiiele code IKM 

la branclte ta prolongée; et les points de la même branche, situés eotre d et W, sont 
donnes par d'antres cercle» pins petits que DCKM. Le cercle VLcd, tangent au Mtninet L 
de la parabole UIKLMQN', et le» «rdes compris entre DC'ILM et ULcd^ délermincnt des 
■cercle» analogwei^CTP et à KM,q« do — iit d«»yi»t»Jel»J»readie inaqnes et 

au-delà du point ^. Enfin , tons les cercles possibles , plus grands que EK^KM, iliHerminenl 
des droites analogues* CP,ON et IQ, qui donnent jusqu'à l'infini des points des liraaches 

/sV,syC). • . . ^ 

5a I . Or , puisque les courbes r'{ v, y ta', se proloagint «n-delà de» points jr' et a'f 
dies ont nécessairement des tangentes en ces points. 

Imaginons que le point(«,<')se meuve sur l'intersection donnée : àcbacunedesesposilious 
il «sRHfondni mm pontîoB diapoiat «ae poaition du point s, et une position de le 
droite i'i, qui passe par ces points. Lorsqoo le point mobile ava dépassé le point (r, r), il 
se trouvera sur la branche (rru, r sY) ; il occupera raccessivement sur la projection Ter* 
ticale l'a Y, toutes les position» qu'il j aura dé)à occupées, et la droite l's reprendra aussi 
MB pfeaûires poaitiooa. Cela posé, considérOM ce peint dane k pontion (r, /) : la droîln 

COITespondante t'i étant la trace du plan nomal sur K- plan CF, el ces deux plans se 
trouTaut confondu» pour cette position, il semblerait qu'on dût eu conclure que, pour le 
]N>>ot (r, , la droite ii n'eatiite pas : mais, en y véOédiiMant « on en «onèhira «aolsment 
qne aoos le rapport de la cmaddenee d« plan normal et dn plan GF elle est indé« 
terminée. 

Et par un examen plus approfondi , on verra qu'il j a des conditions particulières qui 
la déterminent Effixtivement, il cstcktrqnPeBe est la limite des positions que prend <'(, 
lorsque le point («,»') ae ment sor (arvu,/«Y), et qu'elle passe,par conséquent, par les 
points oii les normales correspondantes au point / s'appuirnt sur les axes de révolution; 
car ces normales «ont aussi les limites de celles qui correspondent aux diverses positions 



(•) L« cireoiMtoiieMfrflso «liM d'omadarr ifaumu i el qn* h conMraeiiMi ^1 ion»» Im pahit des 

l<6a**''(''''t/'ad',aSI|llH gménk qttth ddhiliottlkocilt^c mmmr prninrtioiii Ae\a liisnr (l'iniTti^ 
lioa. 11 faut arrtm «neofc qne la loiipri S* las pointt ils ect ligms soii plm Rrne'rale qac crllc qui rt^ulu 
lie la con«lrucli<in de Icurt p--in[», tl <iusc« CIS, k plus fofle rai»nj, , , < s nirnu-. li-ri< s, au lii u (lesWur 
aux point! donne» par le cercle bLcd, te prplon^ront au-dcUi. C'est ce ^ a lica effecÙTameDt poor h fignra 
rn qucition \ c»r Wnûjwc fait Totr qoa les deu hnacbasda eouilia r'I't/f appaMhaami k naa Blae 
kjfcrtiait. Ceci va B'MaHdr an wapm d'an «naaple fort aimpie. 

Sni'puMtua qae ks saifoccs daiui4iasoimtdMsaphèreB^alea,Ienriniertrci)un «era nncrrcle Aont le plan 
aer» pcipeaHicuIaiie «ar le œilieo île U droile qù {dilMin feara centrai, ci ce cer. Je nur.i nnr porilon J« 
ligne droite ponr projection tur on plan qacIcomfDa nené par ccaorntrn. Or, un p<.urrait coaitruire k 
portion (le ligne •Iroliecloot il t'agil par cette prapriéU des pcMlla de rîaurseciion , qii'itt sont, en projecdaa' 
les iaiMMctioaada dnaceidcs^toana dont an ftkvanwls ssjmi.'eeqid donaetait la tfaitiejn^dfipia, tout 
«Mih«, douons puis «ealemem «ai la |i i at »ti iu n da wwle. Oa «oiipar là qwai ieadeax tpli*Ra doaaecs 
aa M coupaient pas,U consimi M'ih pcncrale n'm donnerait pai moini lu projection il<' Imi niu rwc lion. 
• LaOMiiiradecatwaoïoe»! utte du TniU propriété» pro}4«ti¥«i Jm^.Vitoodti, tou. l'*,.eiï.il. 
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Tontes J« fois que les deux iurfacci données sont deux surfaces de rérolation , oette 
rtgle d«ttne bs tangnitei vaa. point* tds que v\y , et a, o& se terniiie leur interseo- 
tlon, sur le plan de projection paralIUaàlennaaH. 

On pourrait demander aussi les tangentes aux arcs de» courbes rY»/, y'%a, qui, ainsi 
que //> et o'W, se trouvent au-delà des points /, v\ y et a \ mais le moyen que fourait 
k ligne wwUb s't nei^appliqiiepM àoevaies, parceqa'il n'j a pu, pour kâut peiat«« 
deiK>rmale»a»akgaeii//<l/iiI<idar«ikwdecMaotM«kiMiitcBÙMq«i 
m point r . 

foi. PROBiJtMX oàwiitÂL. Étant donnée l'intersection de deux surfaces j tt'tuppoai que 
etite intersection ait une branche iadJJinie qui ait une asyn^tole^ trouver, i", cette a^ymi' 
ptote; 2'. n Fttne deedeum tutfaceaetl divehppable ,trmivertur mm dit>etoppment, 

symploU de la tranêjbrmée de la branche indéfinie. 

Pour rc^soudre la première question, on cberclicra d'abord les génératrices des deux 
surfaces données qui se rencontreat à l'iniini ; on mènera ensuite les plass tangeos qui 
toodieDft en •iirfite8i& Fiafini, et riaiflneet^ 
mandée (5oi). 

57.3. Pour résoudre la seconde question , imaginons que le développement soit fait tor 
le plan Ungent qui contient l'asjrmptote; il est clair (4g7) que rien de ceqoî sera oOBlenv 
déni «epkn ne dwi i giiT e «n CiiMot ce d&fekppemeDl: donc la poeition de cette êMjmr 
ptote , par rapport à l'élément qui contient kfOintdecOIltatIt iitllé à l'infini» MM tork 
- développement la même que dans l'espace. 

U foit de là que pour avoir l'asymptote denundée, 0 ne iFsgira qne de ooiuiniîre une 
droite qui ait, par rapport à l'éléflMnt qui sur le déTeloppement passe par Pextrémité de 
la branche donnée , la position oonnoe qfM l'aqmptote présentait avant k dévekppencnt 
par rapport au mémo élément 



CHAPITRE IV. 

Des Sedhiu coniques, 

5a4. Of appelle MCtûuu coniques les fignes d'intetiedioa des plu» et 

des cônes à bases circalaircs. 

Avant d'étudier les propriétés de ces lignes, noat «Uons -tlcfaer éi 
donner des idées générales de leurs formes. 

Sa5. Soit ASB U projectioa d'an cène ({uekx)ni|ue k base circulaire , . 
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et soit G la fNrojection d'uue droite que nous supposerons menée au tra- Pi- 36. 
wm èa G&oe. Gonoevons par oette drâita nn plan; imaginons qu'il tonrira 
amloar de la droits G, et TOjroos quelles aectioliB il dimnera dans ses 
diverses positions. 

Par le point G , menons les droites GP , GP*, respectivement parallèle» 
aux contours SA, SB, de la projection du cône. Il est clair que dans ■ 
toutes les positions pq , p'<^f f V' coupant , comprises dans l'an- 

gle Q'GP, il reiMXWtBsrm tous las «flémem dHine même nappe, et qu'il' 
dooners des sections fermées. H est dur également que dans toutes les 
poôtioiis mn, mW, ni'wP, comprises dans l'an^PCF, il coupera les deux 
nappes, mais sans rencontrer tous lesélémens, et qu'il donnera des sec- 
tions à deux branches , situécs y l'une sur la nappe inférieure, et Tautre 
sur la nappe supérieure. 

Quant aux sections PQ, P'Q', qui sépareront les sections fermées des 
sections à deux brandies « il est érident que ce seront des sections ou- 
vertes à mie seule branche infinie. Le caractère de ces sections PQ, FQ^, 
est que leurs plans sont parallèles à des plans tangens SA, SB, du 
cône ; et l'on voit qu'elles sont tout-à-la-fois , on des courbes fermées , 
comme p"q", infiniment alongees à l'opposé du point ou ries courbes 
à deux branches, comme m/i, dont la branche n serait passée à l'infini. 

K le plan coupent mn, d'une sectidn à deux brandies, s*approdie du 
sommet S, Fîntervalle eonqMns-enlre ces branobes diminuera déplus en 
plus; et si le plan mn contient ce sommet, les deux brandies se troa- 
veront réunies , et formées par le système de deux droites. 
- 5a6. Si le point G vient peu à peu en g, la section PG, ouverte à 
l'opposé du point se resserrera de plus en plus contre cUe-uièine, 
et lorsqne le point G sera en g, oette section aura la position AÂ' ; elle 
se trouvera donc Ibnnëe par une seule ligne droite. Cette ligne sera too^ih* 
k-fiMs, I*. une section à deux branches, infiniment étroite; a*, le système 
de deux sections ouvertes, comme GP, AR, dont la réunion aura été 
opérée par le rapprochement des points et A, et qui, l'une et l'antre, 
seront aussi infiniment étroites. Si le point G, au lieu de suivre la lijjne 
Gg, parallèle à BS, suit une autre ligne GA, de façon qu'en s'appro- 
cbant du plan AS à s^âoigne du plan BS, la section P'Q', ouverte à 
l'opposé du .point g, s'ouTrira de pins en pins ; e^si le point G vient sur 
SA, ànne distance infime au-desBonsdupOÏnt A, la section , en continuant 
toujours de s'ouyrir, se changera enone en une droite. Ainsi, soit qoe 
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Fig.^ la section non fermée à une branche se resseniî ou s'ou^Te , elle tend 
toujours vers une droite > seulement, il faut remarquer que dans le pre- 
mier en la «boile eit tangente k la courbe , tandis qu'elle la coupe dans 
le second. 

Si le plan coupant est un pian n, passant par le soi|inie!t S» la sectkm 
sera une courbe fermée contractée en un seul poin^. 

fi^y. Si l'on imagine que le point S s'éloigne à une distnnce infinie de 
la base cii'culaire du cône , ce cône se cbaugera eu un cylindre, et le plan 
coupant donnera en général une section fermée , qui, comme cas par- 
ticnlicr , ap|iartiendra au genre de ôonilies nommées sections coniques. 
Si le plan coupant devient parallèle aux élémens du cylindre, cette sec- 
tion se changera en deux droites parallèles plus ou moins écartées, qui 96 
réuniront en une seule dans le cas où la droite. 0» au lien de tmvecser 
la surface , ne ferait que la toucher. , . : . 

5a8. Il suffit de ce qui précède pour montrer que les sections ooniqves 
ont la plus grande analogie aTOC les courbes 4ja*on nomme ellipses , hj^ 
peràples et panboks (855 — 898). On Terra pins lom (58i — > 586) qnn 
cette analogie est une identité : mais ayant de le démontrer, il est néoe^ 
saire d'étudier les principales propriétés des sections coniques. Nom Ifls 
considérerons comme formées de trois espèces, 1°. les sections fermées ; 
u", les sections à deux branches ; 3*^. les sections ouvertes à une seule 
brancbe. Qaaot aux cas w^;alien eiaminés tont^éTheviiey îIb rentrait 
dans ces tfOBS eqièoes. 

539. DES SECTIONS CIRCULAIRES DU CONE. Imaginons dans l'es- 
pace un cône à base circulaire ; concevons par le centre de cette base 
deux droites, l'uuc perpendiculaire à son plan, l'autre menée au sommet, 
et par ces deux droites laisanB pasier nn plan ; Il ^hr&era le cAne en dtoK 
parties symétrifpies ; nons le nommerone pkm psmaipàl dn cône , et 
il sera celui de la prqjection que nous allons tracer, 
'•s* 4- 53o. Soit SA , SB , les élémens suivant lesquels ce plan coupera la sur- 
face conique, et soit AB le diamètre suivant lequel le même plan coupera 
la base circulaire. Le plan de cette base et le plan ASB étant pcrpendi- 



(*} On verra daiu la suite (SgS) qu'il y a d'autres plans du c6|ie qu'on nomme plan» 
frùntipaus; inais comme on le» désigne d'«rdiMii««alIaBti*aMBt» h dAm n in a l ioa de 
plan priBci|iftl, appliquée k va ml pUa, wtdbin «neme A|tti«o||mt> 
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colairM entre «nz , la base dont il s'a^t se projettera snr le plan de k k. 
figove snivant la droite AB , et Ton sût (898) que tons les plans psml- ^ 
lèles au plan AB couperont le cùne suivant des cercles. 

Cela pose , considérons le plan principal ASB comme horizontal ; por- 
tons SA en Sa, SB en S^, et menons ab. Il est clair que l'intersection du 
càne et dn plan Terdcsl ab sera nne oonrl» ftnnëe dont lea tangentes 
en A et ^ seront -Terlicales , comme celles en A et B de la secdon AB ; 
que la droite ab, qui joint les points de contact a et b ^ sera égale à la 
droite AB , qui joint les points de contact A et B , et que les deux sections 
ah, AB, se couperont dans la verticale /n , telle que hm = Jim, en sorte 
que pour des abscisses égales bm, BM, elles auront , dans cette verticale, 
des ordonnées ^ples.. 

Cette aoalope entre «s denx oomlies AS^ ab , conduit à penser que 
la demiire cet nn cercle comme la première : cela est effectivement. Pour 
le prouver, menons entre les deux points a et b un plan quelconque A'B', 
parallèle à AB ; il coupera le cône suivant un cercle (898), et l'ordonnée 
en P, que nous nommerons tt, sera commune au cercle et à la courbe 
ab, Or, oetle ordonnds iftut moyenne proportiommeile' entre les deox 
segmens cotreqxmdans AT, FB', on anra : 

îT-riz AT X PB'; 

mais les triangles semblables AT^ , B'Pa , donnent 

AT : aP :: P6 : fW, 

du 

ATxPFaaPxP»; 

dimc on a 

TT* » oP X P^. 

Ce qui montre que Tordonnée en P est aussi moyenne proportionnelle 
entre les deux segmens «P, tb , quelle que soit la position dn point P 
entre a et h : donc la section ab est un cercle égal à AB. 

55 1 . il suit de là que les plans parallèles à , de même que ceux 
païaUUes à AB , coupent le e6ne anhant des cerdes. 

On donne à osa deinc systèmes de plans, AB, A'B', etc. , d'nne paît, 
iA, dlf, etc., d'autre part , qui , sans être parallèles , forment dans le 
cône des sections circulaires , le nom de phins antipdmllèles ; et aux sec- 
tions qu'ils déterminent celui de sections ou de cercles antiparallèles. 

Nom verrons plus loin (596) qu'il n'y a pas d'autres plans, que ceux 

2& 
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Pl. 3a. éaai il Tient d'Atre qnwt i o n , qui porâtant couper le cône nùvsnt des 

cercles. 

55'.?. Une SL'ttion circulaire fib étant Jonnt'e , ainsi «jue !o plan princi- 
pal ^b(i , il est clair que les sections \B, A'JJ , autiparalleles à ab, seront 
telJtis (jpu les auglcs SAB , SA'ir, des plaiis de ces sections et de l'élémeut 
Sè, soient ^nx à l'angle SaZ>, du plain a6 et de râéaBeut Sa. 

De même les anc^i SBA, SB'A', sont k Sba. 

Ces e'galMl ^wnffiM caractcrisent les jJans aatîparallèles : il fimt toute- 
fois bien remarquer qne les élëinen.s , Sti , avec lesquels ils se tro u vent 
formés , sont les intersections du ci)ne et du plan principal. 

535. On remarquer:! aussi que les centres de toutes les sections circu- 
laires parallèles à AB, sont sur une droite SC, qui divise AB en deux 
perties ^les, et qui est dans le plan principal ASB. Les œntves des sec^ 
fions circulaires parallèles ii etb^ sont de même sur «ne droite SC', corah- 
prise dans le plaît principal. D'où il suit que ce plan est caractérise par 
la propriété de contenir les centres des sections antiparallèles AB, A'B', 
etc. , (d> , n'h' , etc. 

Un va voir découler de ce qui précède une suite de propriétés fort 
intéressantes dont jouissent les cordes du oerde. 

5^/\. DES POLES COiNJUGUÉS, rt des ronlcs conjuguées, tles cônes et des 
cercles Concevons dans lespace un c6ue quelconque à base ciixmlaire, 
et imaginons qu'une droite le perce en deux points ; la portion de cette 
droite comprise entre ces points sera ce qu'on nmnme une corde du oAne. 
Nous appeUerons une telle cocdca cwde iniérieun, lorsqu'elle aura ses 
extrémités sur une même nappe, parce qu'elle sera eflectivement dans 
l'intérieur du cône ; et nous la nommerons, corde extérieure ^ lorsque ses 
extrémités seront sur les deux nappes opposées du cùne , parce qu'elle 
sera dans ce cas au dehors du ce cùue. 

Sni?ant l'usage , nous donnerons souvent à la droite entière, dont une 
partie servira de corde à un oftne, le même nom de corde <ftaLk cette 



(*) La presque totalité dt ce paragraphB et dc« doux falruis est dm: ;iu Mémoin de 
Briancluin sur Us lignée du lêcond ordre j et surtout an TmiU des propriétés pn>/ee- 
tives de iM. Poacelet. K oua aTOoa dA adopter pour ce chapitre la marche que nous suivoiu 
dans le reste de Fouvrage,- œ qoi douM nne phyniDinoBiîe neuve aux paragraphet dont' 
ïli/a^l ", mnis te ftnnd nVn appartient pn<; moins ntix (îpiix autctirs qac nous venons de 
ell^', eV à M. Garaot, qui leur a ouvert la canrièro pu- U Géométrie dt position. 
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partie , et touta les droitis purallte qui le rencontrerant, même cdles 
qni ne fewat 4]ue k ftmdiér» s'appéDeRiot par oette raison dct corâet 

parallèles. 

555. Soit S 1p sommot d'un cône , et "NTNPQ lo cercle qui lui sert de PI. 4». 
base; menons par !<• sommet S une droite SO, parallèle à un sysicme 

de cordes parallèles <|uelconques , et soit 0 le point où cette droite pcr- 
œra le pittn MNFQ. H est dair que tons les plans menéi par le même 
sommet, et par les covdes en qaestîoii , passeront par la droite SO; d*oà 
Ton -voit que leurs traces Vd, HO» VO, etc. , snr le phn MNFQ, cou- 
coarront au point 0. 

Nous donnerons à ce point le nom de jx)lc des cordes parallèles à 
SO (*). Il est évident que si ces coitles sont des cordes intérieures , le 
pôle 0 sera situe à l'extérieur de la base MNPQ , et qu'au contraire , si 
ce sont des ondes extârienres , le pôle 0 sera dans llntérienr de BINFQ. 

556. Parmi tontes les traces possÔiles TO, MO» VO, elc.^ il y en aura 
deox OT, qui seront tangentes au cercle MNPQ, et qui détermine- 
ront, parleurs points de contact T et R , la corde TR de ce cercle. On 
donne à cette corde le nom de ronic polaire , ou simplement de polaire 
du point 0, et ce point prend par rapport à cette polaire , le même nom de 
pâte que nous lui donnons réliïtiTemettt «nx ccndespaiallUes & SO. 

557. Cela posé , soit mnpq un œrde anliparalièle^ HNFQ ; coupons 
ce cercle par un système de droites parallèles mh, tr, etc. , menées dans 
son plan ; par le sommet S, menons une droite SO', paraDèle aux droites 
de ce système, et par ce sommet et ces droites menons une suite de plans* 
Leurs traces sur M.NPQ seront , comme on vient de le voir (B^B) , une suite 
de droites V'R', MN , TR, etc. , concourantes au p<!)le 0', oii la droite SO', 
parallèle à f/H, mn , tr, etc. , perce le plan MNFQ ; et la droite VU , menée 
par les points dn contact Y et U des tangentes TO', UO', sera Je polairé 
du point 0'. 



0 I«stnMdM iiIamiiMijtfar lepontS cCparl««oi4c»fwdUfe>«^ 

«Mf appelle les perapectU fs de ers cordes , sur le plan MNPQ, pour le point de TUe 5} Si le 

point O est ce qu'ua nomme U point de concours de ces perspecthret. 

Tout oe qai va suivra daaf ce c&apître e.st principalement Ibndé nr ce principe : que 
1m perspectives des droitet perailHes concourent, et que des perspectives parallèles ré- 
pondent & des droites oaaéoarentfls (.^«yn i* Traité dê ia fimsiM» d» dasun, Vt. Il, 
citap.lU). 

a6.. 
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K^*' Sil«idBoii8i«//, etc., vmtnt-de dii wclio n , gtrtmt pmil- 
Vi»!. iiies etoonprisesdnttfeplanjini^, lepAkO^Tarien 

pu du plan mené' par le sommet S, paraU^emoatà myf y puisque ce plan 
contient toutes les droites parallèles au plan mnpq menées par le point S : 
donc si la droite SO est parallèle aux cordes mq, vu, np, etc., ce pôle se 
mouvra sur la droite 00', intersection du plan MNPQ et du {^an mené par 
le «MnoMt parallèlement à mnpq. 

Noos donncromà cette drâàe 00' le nom dVixe de$ pàUt de la aeo- 
tioa. 0 est évident qaH sera le mAme poor toutes les aedioos pantllèV» 
à mnpq» 

558. Supposons que deux systèmes de droites mn , tr , qp, etc. , d'une 
part, ntqf vu, np, etc. , d'autre part, fassent entre eux un aogle droit, 
les tangentes aux extrémités des diamètres <r, vu, seront respectiTemeot 
parallèles à ce» d iamèt re s ^ et feront mnmtipiemment partie des sjatftnies de 
droites dont il s'agit ; àTob il snit qoe les tangentes aux extrémitÀ des 
cordes TR , VU , concoorront respectÎTenient vers les pAles 0 «t O'» de 
mq , vu, np, etc. , mn , tr , qp , etc. 

Nous donnerons aux cordes TR , VU , liées par cette condition , le nom 
de cordes conjuguées , et aux trois points 0, 0' et 0', correspondans à ces 
cocdcs , celni de pôies cmifuguA. 

559. Si Ton inscrit dans le cefde m«pq on rectangle quelconque mnpq , 
dont les côtés soient parallèles eux ^amëtres rectangulaires <r, ««, les 
pinns menés par les côtés de ce rectangle, et par le sommet S, c oup eront le 
plan MNPQ suivant des droites MN et PQ, MQ etNP, respectivement concou- 
rantes en 0 et en 0', et formant un quadrilatère MNPQ inscrit dans le 
cerde TURT. 

Si le eM mn du rectangle mnpq , au lien de couper le cerde en deux 
points m et n y le toudie comme «/r'^le rectan^ f/iVl', an Ùeu d*Atre 

inscrit comme mr^ , se trouvera circonscrit , et le quadrilatère correspon- 
dant T'U'R'V se trouvera formé par les tangentes aux extrémités des cordes 
conjuguées TR, VU, lesquelles tangentes concourront aussi en 0 et en 0'. 

EuLiu les diagonales de tous les rectangles inscrits, comme mnj>q, et 
cdles' du rectangle ctrconscrit fuft'ii^ , se coupant toutes au centre c , les 
^agonales des quadrilatères inscrits cmnme MNPQ , et du quadrilatère 
circonscrit TCR'V, dont les côtés concourront en 0 et enO', auront pour 
point de concours de tontes leurs diagonales le p(Hnt 0", où la droite Se , 
lieu des centres des sections parallèles à mnpq , rencontre le plan MNPQ. 
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OnTOit donc que pour le qaMMn TWK'V', ék pour lM<|iiadvililèKs n 4>- 
teb «pie MNPQ , les pôles conjugué 0 y et 0", sont trois points où ctNl- *' 
courent, i*. les côlndtrigBi ikotimasiii, 3% kBcMë» dirigé» dam Tai^ 

3°. les diagonales. 

540. Ces propriétés du cercle MiSPQ s'étendeat , de la façon qu'on va 
voir, à un cercle quelconque TURV. . Fl|.». 

Praions aribkninnMiit im point 0 duKlaplin de ce oarde; par.oepoiiit 
nenoM 1m tengemn OT^OIl; ceait raM O M k polake TR da poiiilO; 

snr cette polaire prenons «n point quelconque 0'; par ce point menons Itt 
tangentes O'V, O'U; enfin menons la polaire VU du point 0'. Les droites 
TR et y\j , aiusi déterminées, seront deux cordes conjuguées, et les pro- 
priétés dont il s'agit auront lieu par rapport aux trois points 0 , 0', et 0", 
qui «root des pôles oonjugnés. 

54t. PovdënioiitrercM|irapQntioD,ilsii£bredetnmTards^ 
on dîne, ayant pour bese le cercle TURV, et tel que les droites menées par ' 
son sommet, et par les points 0 et 0', soient rectangulaires entre elles, et 
parallèles aux cercles de ce ccjiie antiparallèles à TURV j car il s'ensuivra 
que le cercle TURV sera , par rapport à l'un quelconque de ces cercles anti» 
puralièles, ce que le cercle MNPQ est par rapport à mnjpf . 1s> *• 

54a. Cioncéf on s qœ le centre C; dn ceidè TORV, soit celnî d'nne qphère n§-»- 
engendrée par ce cerde , et iaip{iortons cette sphère à deux plans rectangu- 
laires de projection , l'un snptposé horizontal , qui sera le plan du gnuid 
cercle TURV , l'autreaY, perpendiculaire à la droite 00'. 

Par cette droite menons un plan langent az a la sphère ; il la touchera 
en uu point (0", o), dont la projection horizontale 0" sera sm- la droite CO* 
perpe ndic o l ai r e à 00^. Or, ce plan tangent m» tondiera tons les oAnes 
qui amont leoi» somnieti snr lâ draile (00^^ «) et qni aérant droonsorits 
à la sphère ; et tous ces oônes toucheront la sphère suivant des cercles ver- 
ticaux dont les plans passeront par la verticale (0*, o'o). Il suit de là, en 
premier lieu , que le plan az sei'a tangent aux cùnes cireonscrits à la sphère, 
qui ont leurs sommets en 0 et en O', suivant les élémens (00', vz) , 
(CC, uz)i en second lieu, que le point 0" sera situé dans les plans verti- 
caox des oerdes TR, VU, qui serrent de bases à ces oônes , on , ce qui 
revient au même, que le point 0*, projection horisontale dn p<rint de 
contact o , sera Fintenection des cordes TR , VU. 

On remarquera aussi que les mêmes cônes dont 0 et iï sont les som- 
mets, étant des cùues droits, et la droite (00% etz)^ étant tangente en 
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'Ma- (0", o) a lu hase de celui dont lu sommet est eu O, cette droite est ne- 
^'^ ** œuairament perpendicdaiw à FâénMnt (00'', «2) : c'est^~dLre que les 
droites ((yCf, m), ÇOOf, m)> soat reetangnlairet entre eUee. 

Cela pose , considérons le cône qui a son sommet dans le plan SO"C , 
au point projeté verticalement à l'intersection S' des droites Yo , o'X , 
ef dont la ]m^c est le f^rand cercle (TURV, XY). Ce cône coupera la 
sphère -suivant un second cercle, auquel appartiendront les points o 
et o' , et ce cercle sera situé symétriquement par rapport au plau 0"S. 
Mtn les ari-^k-s S'YX, oo'S', ont pour mesure k nxntïë d» Pwe o\} êoac 
ib sont ^ox; donc les pkns oef et XY ioat aotipiranties (SSa) : donc 
le cercle o'n est à la fois sur la sphère et sur le cône (*). Donc enfin ce 
cercle n'a, dont jlw' est la projectioa liorûoatâle» est one ligne d'inAer» 

section de ces deux surfaces. 

Concevons que le point (S, où se coupent CO" et 00 , soit le som- 
iiMt dW cône drconserit à h sphère ; il h to w Eh era «livaBt le cerde 
«n question (m^, *fù), et les piâiis hx, 8«^» soront t ou t h k fa is tan- 
gens en {jc , K) et en (j/, K) , an cône Sxaf, k la sphère , et an c6m 
S'XY. Or, ces plans tangens contiennent les sommets (S, (ti) et S' de ces 
cônes, et ils se couperont évidemment suivant la verticale elcvce par le 
sommet (S, eo) ; donc cette verticale contiendra le sommet S'; doucle poiut S 
sera la proJectioD horiaontale dn sonmeC 8' : ce qui monlie qne tiSf et 
ê^o sont dent droites peraUèies. 

Il s'ensuit que les angles «S^o , KoY , sont égaux. Et comme langle 
ttoS' é^^ale zo\, lequel a pour mesure la moitié de l'arc onY, ou la moi- 
tié de o'mY , qui est aussi k mesure de l'angk &o\, on KoY , on veit 
qu'on a 

D'où nous conclurons que le triangle ù>S'o est isoscèle, et que «0 = «S'. 

11 résulte de là que si l'on fait tourner le triangle (00'^', oto) , rectan^ 
gle en (0% o), autour de l'hypoténuse (0(y, »), le sommet (0% o) de ce 
triangle décrira un arc de cerde (CS, 08% passant par le point (S« S^. 
Si donc ce triangle s*arrèle dans son mourement va ]âan Tcràcal «8', âss 



C) 11 suit de là, 1°. qup tout cône qui entre dans une spbère par un cercle XY , en 
tort par uu autre cercle oo', aatiparaUële au premier i 2". que deux cercles d'une même 
•phtee, lonqne lents plans sont perpeadicdairsi à'cdai dHm ntee gnmi 08rcle> déicr- 
mhwat va «6ae dmt n* MBt den loetioM «ntîiianllUeik 
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côtés loajout*s rectingahifw entre eux, passeront par le semmet (S, S') pi. 4a. 

du cône S'XY , et ils seront parallèles à la seclion o'o , antiparallèle à XY, * 
en sorte que le cône 8 \Y st^i-a celui qu'il s'agissait de trouver pour dé- 
montrer la propriété qui iidus occape. 

543. TLJIV étant donc un cercle quelconque, 0 un point pris arbitrât- 
Nmeot 90» MU plan , 0' un point choisi comme on voôdrs' sur la pdaîve 
TR du point 0, on peut poser en principe » i". que la pdaire' VU du 

point 0' passe par le point 0 ; a", que TR et VU sont des cordes conju- 
guées ; 3°. que les points O, 0' et 0", sont des pôles conjugués; 4*- 
le quadrilatère circonscrit T'U'R'\'', formé par les tant^entes aux extrémités 
des cordes conjuguées TR , VU , a ses côtés respectivement dirigés sur 
les pôles extérieurs 0 et 0' ; 5*". que si d'nn point M de TURV , on mène 
aux pôles Oet 0' les droiles'lfO» pois, que des peints N et Q, déter- 
minés par ces ^^dà», on mène d'antres droites NO, QO^, ces Ornières 
se couperont sur le cercle TURV, en nn point P qui adiàvera le quadri- 
latère inscrit MÎNPQ, dont les côtés respectifs concourront en 0 et en O*; 
6°. enfin, que les diagonales du quadrilatère circonscrit T'I R'V, et «elles 
des quadrilatèi-es inscrits, tels que MNFQ, se coupent suivant le pôle in- 
térieur 0" (*). 

On re m s rq n em en passant qoe si les pôles O et (XTaiiaient sur la droite 
00', le pôle 0" ne changerait pas de position. De même si les pôles Ot et 
0 " variaient sur la droite (TO*, on que O et 0^ varissBcnt sur la droite 

00", les pôles rcspet*ti£s 0 et O' conserveraient une position fixe. 

544- l'CS cordes conjuguées TR , VU , ayant pour caractère (|ue les tan- 
gentes à leurs extrémités se coupent suivant les pôles respectifs 0 et ()', il 



^*), Cette belle propriété àe» corde* polaire» du cercle Uoane pour la «ptière !« «orol- 
laimsairam: 

1°. TR étant le plan de la base d'un cône circonscrit à la sphère Tl IIV , tout cAot» 
■Usi circonscrit à cette sphère , (\oni It; sonmirt O' tcra dans le planTfi, aurt^ pour 
fim de sa base sur la splière un plau contenant le sommet O. 

9i*.8i k'aanMNt O dfm «Om dttameât à 1» •nMveae hmuI mr h toiîeite O , qui 
att me droite quelconque située hors do la tp1>ère , le* plant de tous les cercles qui ser- 
Tîrottt *uMaanT«fiiMit de baie au êtes mobile, se w yeriMrt fshwt k poUk« TA di» 
point O. 

3*. Si le MmoMi O ae ■eut daa* un plan qael.omMim 0V, «oopant la ifdiin, im 

plans de VniU:^ les hases passeront par le sommet, dn oôiAe quia pour base le eerde 
TU, intcriection de la sphère et du plan OV. 
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s'entait que deux diamètres rectangulaires sont deux ooides conjuguées 
puisque les tangentes aux extrémités de ces diamètres se coupent en des 
points , situes à l'inlini , qui sont Justement leurs p61es respectif. Oa 
nomme ces diamètres des diofnètres cortjugués. 

Chaque oerde a par oooséqaent une in&ûttf de gynhne e de diamèlKs 
oQpjttpiM. Noos filons voir, que- tonte l« eeclîoiw oooiqiies ont bm pr»- 
priÂë analogue. 

545. DES DIAMÈTRES CONJUGUÉS des sections coniques. Concevons 
dans lespace un cône à base circulaire coupé par un plan suivant une courbe 
fermée , et rapportons ce cône et ce ^an à deux, plans rectangulaires de 
project&oa, Yvok supposé liociaontal , qui sera odni de la Iteee, et l'antre 

PI- {3. perpendiculaire au plan coupant. D'après ctàtL, soît ^ S*) le tonumet du 
^'^ ^ cône , TURY sa base, (AB , BD) le plu coupant, et (nv^, SF) la lec- 
tioo du CLine et du plan donnés. 

546. Par le sommet (S, S') menons un plan (a'a», «S'), parallèle au 
plan (AB , BD). Sa trace horizontale e»'ût sera (537), sur le plan de la 
base TURY, l'axe des pôles de tonte les oocdes inKrîenNt âuvône si- 
tuées dans des plans panllèles à (AB, BD). 

Sur cet axe (o'u prenons arbitrairement un pôle 0 ; menons les tangentes 
OT, OR, qui déterminent la polaire TR du point 0; par le point 0', où 
cette polaire coupe la droite menons les tangentes O'V, O'U, et par 
les points de contact V et U de ces tangentes, menons la droite \X^0. 
Les cordes TR, VU, ainsi construites, seront deux cordes conjuguées , 
et les points 0, 0^ «t Of', fbnneront co qne nous appelons vn système de 
pôles coiqugnés (54S). 

547- Cela pose' , imaginons des pkns passant par le sommet (S, S') et 
par les droites T U', TR, V'R', qui concourent en 0'. Ces plans contien- 
dront la droite (SO', S'a), parallèle au plan (AB, BD); donc ils couperont 
ce plan suivant des parallèles à cette droite. Donc, si par les points jc\ k', 
h/, 0& k diotte AB est coupée par TV, TR et VU', on mène parallèfe- 
nient k Sff, les droite^ «y, l^t» w^^» ces droites seront les projections 
horizontales des intersections («'l', BD), (kt, BD), (w'v, BD), du plan 
(AB, BD) , et des plans menés par le sommet (S, S') et par. les droites 
T'U', TR , V'R'. De même , les intersections du plan (AB, BD) , et de% 
plans menés par (S, S) et par les droites V'T', VU, R'U', concourantes 
en 0, seront des drcHles BD), Çkv, BD), (wr', BD), dont les projec- 
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lions horizontales passent par les points x, k, w, et sont parallèles à SO. •*{■ 43- 

Il suit de là que sur le plan (AB , RD) , de la section (mnpq , EK) , le qua- 
drilatère circonscrit T'U'R'V donne un parallélogramme (t'u'r'v' , BD) 
dfooiisont à cette tectioii, «t tel que ks dvoiles (tr, BD), (vu, fiD) con- 
tîenMiit -let poiirii êé contact pirojeléi en r et des eôlà'.de oe 
parallélogramme. Mais les diagonales du quadrilatère TUH'V' se coupent ' 
enO", à l'intersection de TR et VU (54?); donc celles du parallélograquntf 
(tfu'r^i'', BD) st; coupent au point (c, c') projeté horizontalement en c, 
à l'intersection de tr et vu. D'où nous conclurons que ce point est le 
centre du parallélogramme (t'u'r'v', BD), et que les droites (tr, BD)^ (vu, 
9D) se diTÎsent en ce même point respectiyenienk en denx porties ^alis. 

548. Sa|iposons que le pèle 0 varie sur Taxe des pôles OCy , le pôle 
Tariera aussi ; mais le pôle 0^ ne Tariem pas (54S) : donc le pointée, 
ne variera pas non plus ; car il est l'intersection du plan (AB, H))'el de 
la droite menée par les points (S , S') et 0". Donc enfin les nouvelles 
droites, analogues à (fr, BU), ''vu, BD), présenteront autour dtt point (c, c") 
toutes les circonstances qui viennent d'être détaillées. 

Si Ton imagine que le pdnt T parcoure tout le ceide TORY, et qu'il 
emmàne avec lui le pôle 0 sitnë sur la tangente TO, et le pôle (X «itnë 
sur la ( orde TO" , il ert dair que le point i décrira la éaaAB nu^Ç*)^ 
et que la droite tr aura successivement autour du point c toutes les po- 
sitions possibles , sans cesser d être divisée en deux parties égales par ce 
point. La section conique fermée (mnpq , EF) a donc, au point (c, cf), 
ce que Ton nomme un centre (d5g), et toutes les droites menées par oe 
centre» dans le plan (AB, BD), sont ce qu'on appelle des duaniUns* 

549. De plus, la section (mnpq , EF) est telle que les tangentes i/^^ 
tit^f aux extrémité de diaque diamètre tr, sont parallèles entre elles et 
à un autre diamètre vu, qui, réciproquement» jouit de la propriété que 
les tangentes à ses extrémités sont parallèles au premier. Qa nomme ces 
diamètres tr et vu des diamcircs conjuiîues. 

550. Prenons un point quelconque M sur la base TURV ; par ce point 
menons les droites MO» MO'; par les points N et Q, où eBes xvncontrent 



O ^Ponr tbri^, Il noaa arrifera, dant ee <tepitra, iit citar dai gnodemrt'ntoées' 

dans l'csp.ice , sans indiquer autre chose que leur projection horitontalc. Cest ainsi que' 
nous disons le point t, la courbe mnpq^ , etc. , au lieu de dire U point du plan (AB, Û))- 
projeté «n t, ia courbe (mnpq, EF), etc. 

»1 
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R.4S. léffewb TIHtV»in<aw»sN(yctQQtc»Jeff Mk <»Jfoitai«<coiq^ ^ 
^ ^ QirfDiiikFde TURV (543); Ainsi le quadrilatère HNFQ se Irontem b- 
éâfli «Un» la hase daoàae donné. Par les c6té» de ce quadrilatère et par ie 
sommet (S, S') îrftàgînons des plans : ils couperont le plan (AB , BI>), de 
U .section, suivant les droites mn, np , p<j , qm, faciles à construire, et 
respectivement parallèles ktr %t kvUf ce qui montre que la figut« mnpq , 
Juiêfite dmKk sMtloa , tac» tm ituaBAngnaiiM. Et oomme les diagonales 
dft MNIQ M éo^pmlt ili point (r(S^, celtes de mnpq se coupeitaVétf c$ 
d'où il suit que 1m qottre cordes muet pq, mqetpn, wep ei cUveftlelU p»* 
ràllèles àux ^amètres conjugués <reC vu, aelit dnriaén|M csMdinaètres, 
chacune en deux partieségales. 

Or le point M étant pris arbitrairement sur la base, le point m est uu 
peint qoekonqae de k sectitm j donc toute corde mn, parallèle à un dia- 
alètre m, eftf dWiide «s parties égales pef le diamàtre <r ooiiiagiié à vui 
m4t ceqaiMfTÎelliatt même , chaque diamètre est Ito lien de* wilieiii- d* 
fbute^ lés coràes parallèles à son conjugué. 
V}g. f. 55 1 . Par cela seul qu'un diamètre <r, de la section qui nous occupe, divise 
én dettx parties égales un système de cordes parallèles nm , m'n', etc. , il 
prend par rapport à ces coi'des le nom de diamètre conjugue, parce que le 
diiaiiln <w * qui letaveMpIrallèfe, et dételfin^ 
tien f ett MéflMweieiilMnt le dieMitre conjugué de tr, 

Fonr démontrer cette phifriélé, on temarquera d'abord qne 1» pqwfWik 
ni^OoMes mn , m'n', etc., menée par une extrémité r de tr, est tangente 
h la section : car , si elle la coupait ou un autre point r', le diamètre (r ne 
passerait pas par le milieu de rr', ce qui est contre l'hypothèse. Cela 
posé , par le centre de la sectKin m/ipq, menens lt:droiae MipersHUe 
àiwii iifnf,9/te,} cMeànMeaBsaiTptséliàe aux tangenlss en f et en r. Ftar 
kpolntn4<|uest un pointqueloonque de la même section jnn{p|,nienonft la 
dcoitenjp, parall^ à /r; puis, parle point p, nwnone/içpsMjlèle à fim 
sera divisée en deux parties égales par et si l'on joint les points matq par 
la droite nuj , elle sera jiarallèle a itp, et la liguru ftmp(^ sera un parallélo- 
gramme. Or , si l'on mène par le point 72 un diamètre, il coupéra la courbe ^ 
à r<qiposë de R , en un point éloigné du point c de la distance en ; donc 
il la coupera justement en q. De même, le diamètre mené per le pmnt m 
sera mp ; donc le parallélogramme mnprj sera Uà qne la corde qndceoquç 
np » parallèle à fr , soit divisée en parties égales par vu : donc Us tugentes 
aux extrémités v et u, de vu, seront paraHèlef k Ir. .Donc», etc. 
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SSa. Parmi les difittreus systèmes de diamètres conjv^oos > il y eu a uu Pi. 43- 
où ces diamètres sont rectangulaires. En effet le pMe O étant pris à l'iniiDi , ^ 
en deçà du plan vertical , le p6le 0' sera en à l intej'scctioa de la per- 
pendiculaire ÇJf'ùi', abaissée par le point O* sur ot'« ; et les deux diamètres 
udognes à {tr, VB),(vu, BB), doot l'angle est eeloiits diokes (SO, SV) , 
(Ky, if»)t feront entre eux vn »x»^ mfA, dtfleraniié, pMouynwnent, 
par la droite ca's, qui joint le point et le rabattement s de (S, S*) autour 
de at'u; secondement, parla droite menée par le point s parallèlemeitf 
à ûù'a. Si le pôle 0 vient en le p<Me O' s'en ira à l'infiui au-delà du ^ao 
vertical , et l'angle des diamètres analogues à [tr, liD), (va , BD), sera celui 
«f^, de la même droite o»'s, et dn prolougementt ^ de if8.. Mais quelle 
qjoe eoit la pontion du sommet (S, S^, per rapport à la baie TURY , 
les deux angles idéf, seront toujours supplémcns Fun de lautre :d'où 
il suit que dans le mouvement dn pôle O sur la ligne <à'o« , depuis rionoi 
en deçà du plan vertical, jusqu'à l'infini au-delà, l'angle des deux dia- 
mètres conjugues {ir , lîD) , (vu, lîD), aigu d'abord, deviendra olttus , 
ou bien, obtus d'abord , il deviendra aigu, et jamais il ne sera nul ; car il 
finijlnttt pour cda qne les pôles 0 et C se tronvanent «tfnms, oe qui «est 
inposiSble. Doncil j aura me position des p61eB O et <X .on â*an^ des 
diamètres conjugués sera droit (617). 

553. On donne le nom d'axes à ces diamètres particuliers rectangu- Fig.5. 
laires A'A, B'B, et l'on nomme sorrunets de la section, îles <|uat}re pOÎnÉS 
A', B', A, B, où elle est coupée par les axes. 

«oit des propriétés qu'on vient de démontrer pour les disawtres conjor 
|nés, qne les tangentes ans sommeto sont perpeodicnlaiiifs anx deux aaMS 
'AA%<B9 , et qne œs axesdivisent'la sectioaA'VAB en-^nalm paities^jdes. 

'554- Supposons maintenant que leplancoupant rencontre les deux nappes 
du cône : c'est-à-dire que la .section conique ait deux branches. JEn suivant 
^ur cette section la marche que nous venons de suivse pour la section 
^Kmëe,,nous allons être conduits à dcn rMiato 4oal-è<4Ût «nslognesn 
oenx qne nous Tenons d'obtenir. 

Le cône étant toujours rapporté à deux plans rectangplairss ( l'un snp- 
posé liorîzontal, qui soit celui delà base TURV , l'autre perpendiculaire au pi. 44. 
plan de la section)^ soit (S , S') son sommet , r\B , fiB)ile plan OQnpant^-^t •• 
{p*y*j 'nivHf BDj la section conique dont il s agit. 
' -m, Par'leeoimnet (8, S')menMi» nn pbn .«S^, paialUle au.plan 

«7- 
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Pi 44. coupant, îl aura pour trace liorizontale unedroltc cJ(a^ parallèle à AB, elcefte 
** droite , qui rencontrera la base TLlVV , puisque le plan coupant rencontre 
les deux aappes , sera laxe des pôles (537) ^ sectious parallèles (AB, BD). 

Gonstnittom le p61e 0* de TR, et prenopt sur un point qu^ooo- 
que (y. Lapolnn WdeœpointptnerapwlepôkO^llnâMiAtiT^^ 
seront deux cordes conjuguées, et les trois points 0 , (X et 0^, ,sefM|ttrQM 
pôles conjugués (545). Enfin , après avoir formé le quadrilatère circonscrit 
T'U'R'V, prenons arbitrairement uti point M sur TURV ; menons les 
droites MO', MO', puis iNO* et QO', et nous formerons le quadiilatère in- 
acrit MNFQ^ dont le* diagonales MF, NQ, ainsi que celles TK, VÙ', se 
coaperont au point 0 (543). 

556. Par les côtes de ces quadrilatères , parleurs diagonales , et par le 
droite O'O*, menons des plans passant par le sommet (S , S') , et voyons com- 
ment ils couperont le plan (AJi , BD). Ceux qui passeront par les droites qui 
concourent en 0 contiendront la droite (SO , S'«) ; donc ils couperont le 
plan(AB, BD)suivantde8 droites (w/ï, BD),(zr', BD),(Av, BD), ()V,BD}, 
(orm, BD) parallte k (SO» S^}. Ceux qui passeront par les dentés qui 
concourent en Qf contiendront la droite (SO' , S'en) ; donc ils couperont 
le plan f AB , BD^ suivant des droites (tv'n, BD), (sV, BD) , (A'c, BD), 
(j't' , BD) , (■^■ '/j 15f*) parallèles à (SO', S'«). Ceux enfin qui passeront par 
les droites qui concourent en O* contiendront la di'oite menée par le 
point (S , S') et par le point 0' ; mais cette droite perce le plan (AB , BD) 
•au point (c , t'j, projeté en c, oà se coupent les droites SOT et Vc : 
donc les intefsections (/l', BD), {fU, BD), (m?, BD), (/ip BD), de . 
ces plans et du plan (AB , BD), se couperont au point (c, c'). 

Il soit de là que les figures {t'iiv'r' , BD), {mtiqp, BD) seront des paral- 
lélogrammes dont les diagonales se couperont au point [c , c') ; que les 
figures MNPQ, TU'R'V, de la l>ase, répondront à des doubles triangles 
mncjxicm , t'u'ci^v'clf, opposéspar le «nmnet et à bases paralliies ; et que k 
droite (kc , BD) , qui détermine sur O^v , BD) et (/», BD) les pomts pro- 
jeta en et en u, suivant lesquels les tangentes (i'V, BD), («V, BD) 
louclieiit la section, divise en deux parties égales toutes les cordes, telles 
que (inn , BD) , (qp , BD) , parallèles à ces tangentes. 

Imaginons que le point 0' varie sur a>'e»i le point 0' ne variera 
pas (543), et quoique le point 0 change alors de position sur tt'ùi, le point 
(c, c') ne changera pas; car il sera constamment l'intersection du plan 
(AB , BD) et de le droite menée par les points (S, et 0* : lês.pro- 
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priétes qu'on vient de voir subsisteront donc pour toute^ les positions que P'- 44- 
prendront les pôles 0,0' et 0*. 

558. Supposons que le point U parcoure le oerde TURV , et que le 
pAle.O M meuve «vec lui ; il est dair que le point u parcourra la section 
toat entière, et que, dans chacune des positions du point u, la droite 
{yUt BD) , qui est une droite quelconque menée par le point {c, c') et ter- 
minée de part et d'autre à la section, sera divisée en deux parties éj^ales 
projetées horizontalement en uc et cv. C cst-à-dire que cette section a un 
centre (c, c'), et que toute droite oomme (vu, BD) estttndeflesdKaiRé/ref. 

559. £t chaque ^damètre vu divisant en parties égales, ^nn qu'oïl viént 
* de le voir (556), les cordes parall^es aux tangentes u't', en v et u, 

il est ce qu'on nomme , par analogie avec ce qui airive à la section fer- 
mée ('j5i)7 un duimètrc conjugué a celui qui serait mené par le centre c 
parallèlement à ces cordes. Quant à ce dernier, il est évideut qu'il ne ren< 
contre pas la courbe ; on le ncnnme par cette raison dSamàtit imaginaire , 
et l'on donne k duque diamètre, tel que vu, le nom de dlamitn réel» 

560. Si par le sommet (S, S') on mène un plan perpendiculaire à la 
drmte qui -joint ce sommet et le pâle O", ce plan coupera Taxe des pôles 
ût'ct en un point, et ce point, pris pour pôle en place du point 0', don- 
nera un système de diamètres (Oiijunrués rectangulaires. 

561. Ces diamètres, qui d'après cela se consb uiront tacilcmeut , sont 

ce qa'on appdle les a«et de la section mm. . ./ju^. 

Celui AfA qm la conpeest son axe réel; l'autre 83 est «maxe imagh Rg. s. 
noire , et les extrémités A' et A se nomment les sommets de cette section. 

562. L'axe des pMes «'a» rencontrant la base en deux points R et T, il «§• »- 
en résulte une propriété bien remarquable que nous allons exposer. Pre- 
nons le point R pour pôle : les points V et U se trouveront réunis en R, 

et les points f et u, de la odorlie, se trouveront à l'iafini aux deux ex- 
trémités de la droite r^cr menée par le centrée et par le points. Déplus, les 
tangentes analogues h \fi*,Uif coïncideront avec cette droite, d'où l'on 
voit qu'elle sera tont-à-la-ftis un diamètre de la section, et l'asymptote à 
ses deux parties vn, upm. 

De même le pôle 0' étant pris en T, le diamètre vu sera la droite f rÔ, 
menée par le centrée et par le point G, droite qui sera l'asymptote des deux 
parties vm^, uq\, 

565. Passons au cas de la section conique ouverte à une seule liraoG^ 
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PL 4s. On sût (5a5) que le plan de oette seetkm «st panUèle à f un des jAm 
Kg. 4. 

tangens du cône. D'après cela , ayant pris pour pkn vertical un plan per- 
pendiculaire au plan coupant et au plan de la base, soit M'ON'V cette base, 
(S, S ) le sommet, (AC, BD) le plan coupant, et (ami>nb, BD) la section. 

564- Par le «Miimet (S, S'j menons «n plan {ot'et, «S'), paraÛUswiplHi 
ooiqMmt ; il sera tangenlt ani <oâae (SaS) snÎTflnft «n fanent (80,Wm\ et 
la traco m^» sera Taxe -des pMes des sections parallèles à BD {55 j). 

Ayant pris arbitrairement an point 0' snr «n'ai, constmisom la pe4ttire 
VO de ce point (556). U est clair que la polaii-e du point 0 sera ce point 
lui-même; qu'il sera , comme corde , la conjuguée de \ 0; qu'il sera la 
réuniou des deux pôles , l'an intérieur , l'autre extmeur , ^ue présente 
, DKààukemoït dba^-conde, et que laséeoqc ponilsO' et 0, dontleder- 
viar est censé imMo, ta m me nuil «a «jilfaBe de pMescoiqngnés^S^). 

565. Si nons p^ u o as sor la base M'ON'V' un point ^konque M; xfÊt 
pour ce point new construisions (545) le quadrilatère dont les côtés con- 
courent en O et en (y , ce qiiadrilatère aura un de ses côtés contracté en 
O, et il se réduira au ti-iangle MKO. Quant au quadrilatère circonscrit 
dont il a été question dans ie css^ taseeiioii fermée, et dnis«Mdela 
SMlioa4 denx hnadm, B. m ttovfm «édnit«nxdenxdrtâlcsO^,'0'Oy 
comprises entie le -pOMlt C et l'infini an-dessous de ee point. 

566. Cela posé , concevons par les droites MO , ^'0 , NO , d'une part , 
VO' et MO', d'autre part , une suite de plaii*^ jjassant par le sommet du 
ctmCf et voyons comment ils couperont le plan (AB, BD). Ceux dont les 
traces MO, VO, NO, concourent en 0 , le couperait samdtdes droite» 
(arm, BD), (Av, W)), (/n, BD), panUèlesè (80, S'sf).; et cenciknt les 
InMXft «oneooietft.ea-O', le 'CMperont «nivant ides droites {zm, 
BD), W), parallèles à (SO', S'a»). L'analogienvec le cas de la section 
lamée, et «vec celui <le la section à deux branches, se trouvera conservée , 
«K4)e que les droites MO, VO, NO , qui concourent en O, donneirt un 
ayrtènie de droites parallèles (xm, BD), (Av, BD), 0^, BD); en ce.^ue 
les Mtes VO', MO', conconrtrtes en 0', donnent tm stirtre système -de 
droites panHèlcs (iw, BD), («m, BD); en ce qne la «droite (sw, 
tsnjaiitii il k flt«li»B à'restcéÏRHté v de la droite (i», Ml); -enfin, comme 
4m va le voir, «n ce ^que cette dernière droite , qui correspond à 3a corde 
polaire OV , coupe toute corde (m/i, BD) , correspondante à une corde 
MN, dirigée au pôle 0' de OV , et parallèle à la tangente (vw, BD), eu 
deux poi tioâ égales fm, in. 
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56f . Vioar liétiiwiHfnr ooMe «fenuira pvofiriéléy Mnons pur k centra Pl. 45. 

G ês la base, k droite (XN'CM'; et par les points N' et M', où elle coupe ^ ^ 
le cercle M'ON'V, menom les droites N'O, M'O, et la droite N'EFG, pa- 
rallèle à OCy. Les arcs OiM' et MT seront égaux , ainsi que \T>î', N'O et 
OG. Or, l'angle GN'O aura pour mesure la moitié de Tare GO, ou la moitié 
de sott éffl \K, il sera donc qgal à l'angle VOK'; donc le triangle ÎS'EO 
MMkoiaèle, c« qui ckMneMXtBsEO. Oa aanni: 

a a a^a a~af 

donc le triangle EFO est Lsoscèlc ; donc EO = EF. Donc enfin EF = EN'. 

Actuellement, faisons sur la droite M'O' les constructions <}ue nous avous 
faites mr MO'; nômolilîeiMlnMisleepoiirtsin^elii'^ 
deksectioA, et kdMil» M pmllèlehMn. BtoonmieBFsENV 
on ÉnM hïf ses kf, ce qui donne im' = îrl. 

Menons par les points M et la droite MAF; elle détcrmineFa sur VO 
un point H , dont la polaire sera conjuguée à VO ; donc si Ion mènepar 
le point N' la droite NU , elle coupera MO' jostement au point N d'in- 
tersection de MO' et du cercle M'(WV, puisque le quadrilatère MM'iS'iM 
davn élva Iiitcfll dans oe ottidc : Aqm ka dfràaallllfty N'N, wiflntVn par 
lea points M et M', N et N'y coacoarwint an mlHie point H de VO. 

n suit de là que si par les dfevdioâ MU, NU, et par le sommet du 
cône, on m^nc des plans, ils conperont le plan (AB, BD) suivant des 
droites dont les projections m'mh, n'nfi, se rencontreront en un point h 
de kv. Mais puisque i^m' ^^ntn', et qne mn est parallde à m'n'j il s'ensuit 
<faéihi^in'.e6 qttU ftllait démontrer. 

568. SI Vcû fint pareoarir an point V le eercfe entier WONy, le pôfe 
0^ pÊetumtL tcmtt» la section ; toutes les droites telle» qne (k», BD) se- 
ront parallèles entre elles et à la droite (SO, &t»), et pour toutes les posi- 
tions de la ligne (kv, BD), cette li^e divî^era en parties égales les cordes, 
telles que (mn, BD), parallèles à la tangente (ut, BD) au point, profeté 
en i>, où se rencontreront la droite (kv, BD) et la setlion. 

Cm» propriété, analogM è €iéOm qu'on a tocs n«* SSt et 55g, fait 
dMflMmK]i|pi«tdk»q«t(«4r^BD) le nom «iiamàtrt$ eot^'uguét, oU 
fimplemettt de diamètres. 

569. Ces diamètres étant parallèles ne se rencontrent qu'à l'infini; ainsi 
le point analogne au centre de la section fermée et de la section à deux 
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m. 4s. branches est à l'infini : c'est-4-di«e que h teelioii «Mmnrte àniw Imàdie 
<• jj*^ pas ^ ^ proprement parler , ce qu'on appelle un centre. Par la même 
raison U conjugué d'un diamètre (kv, N>) n'existe pas. 

570. Si par le sommet: (S, S') on mène un plan perpendiculaire à la 
droite (SO, S'a), il coiipcra l'axe des pôles ce' eu en un point, et il est 
€!vident que ce point étant pris pour pôle , le diamètre analogue à (kv, 
BD), et la tangente convspondante (uv, BD), se trouveront à angle droit. 
Ce diamètre coupera par conséquent les cordes qui lui sei-ont perpendicu- 
laires en deux parties égales. 

On donne à ce diamètre , qull sera très frcile de déterminer , le nom 
d'iure de la section , et on appelle sommet de cette section le point, anar 
logne au pcnnt projeté en » où il la coupe. 

571. n nous reste encore «n cas fort important à examiner, c'est.odui 
ok le sommet du cône est à l'infini. Âlofs la sui&oe donnée est nu cylin- 

pi (lie à base circulaire TURV, dirigé d'une manière quelconque (Ce, Ce') 
dans l'espace ; la section, à moins qu'elle ne soit composée de lignes droi- 
tes, est une courbe fermée (/«n», BD), et l'axe des pôles est à rinlini, et 
parallèle à la trace horizonUle AB du plan coupant (^VB, BD). 

Or, diaque pôle situé sur étant à Finfini , les cofdes conjuguées, 
correspondantes à ces pôles, seront des diamètres rectangulaires TR, VU, 
de la base TURV. Les plans menés par ces diamètres , parallèlement au 
cylindre , auront pour traces les droites VÇ, T<p ; ils se couperont suivant 
la droite (Ce , Ce ) , et ils couperont le plan (AB, BD) de la section, sui- 
vant des droites (Ce, BD) , {<pc, BD), qui aérant de TéritaUes «ffiomé^ras 
conjugués de cette section (549) , et qui se couperont suivant son centre 
(c, c')..Bn effet, au carré TUTIV, formé par les tangentes et RB, 
UîT et V4 , menées aux extrémités de TR et VU , il correspondra un pa- 
nllélogrammc t'u'r\'' , formé par les droites M et 6r, ttu et 4^*, inter- 
sections des plans parallèles au c_) lindre menés par les tangentes T'A et R8, 
Utt et V-4/; donc ces droites Kt et Gr, vu et 4*'> «eront tangentes aux exr 
trémités de et w t donc etc. 

57a. n est aisé de s'assurer que si le- point T se meut tout aulonr-de 
TURV , le point t se mouvra tout anlonr de twv, et que toutes les droites 
comme tr et vu ne cesseront pas d*Atre des diamètres conjugué. En ap- 
pliquant d'aill uis à la figure qui nous occupe les raisonnemens du n" 552, 
on reconnaîtra qu'il y a toujours un système de ces diamètres d#ns lexfoei 
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ils font enta«'«nz vu «ng^ droit (619) , ^oii il suit «pe les propriM 
des diamètres' conjugua y des axes, ete. , dÀnontrés ^iis haut (549 — 
55^ pour la «ecrîon fermée du oône, ont fiéa pour celle dn cylindre. 



573.CeqaipréoUI« nounetà mèafa de ùire qndiiiie» ranarqves utilM sor la 1 

nière dont la scctioa fermée, la section à deux brnnrlie.^ , et la section ouverte, qui soot 
trois modificationt de l'interiection da cône et du plan, se traiminieiit let unes duu les 
autres. 

Si h'nctkm est fenaée, 3a droite menée par le centre (c , c'), et par le'aoauDet (S, S'), p|^ ^ 

perce le plan <în la hase en un point O*. qui est un pôle in-rariablc appartenant à tous les Fig.||. 
tjstèmes de pôles conjugues qui correspondent à la section. Toutes les cordes de cette sec* 
tioa sont des cordes m téricure» da ctoe, et leurs pMetO et <y sont ntois a Fettjrieorde 
la base TURV, sur Paxe des pôles OO'. 

Si le plan coupant BD se meut autour tUi point E , de manière à devciiiij peu à j>cu 
. parallèle au plan tangent S'F, la section s'aiongcra , et le pOle O* s'approchera de la cir- 
oonfirenceTCJBY. $1 ee plan détient enfin pardlële an plan tangent', le centre (e,e') pas- 
aera à rinGni; le pôle correspondant à la droite mcncp par les points (S , S') , (c, t ') , soro 
aor la ligne TURV; tons les diamètres seront parallèles, et toutes les cordes parallèles 
à ces diamètres auront leur p61e réuni au pr^ëédeot mitant le ptnnt O, oh Paxe des pj. 
'pflbiOO' touchera la base TURV. De sorte que deux pôles étant confondus en O , chaque F%. 4. 
système de trois flUm QOB^iagQét M rédntra h deux pointa O et O', dont le dernier seul 
sera variable. 

& le' plan oonpant , en eontinnant de ae mouvoir , vient à couper les deux nap^^es , la pi. 43. 
BMtion aura deux branches ; Ica pOks qui s'étaient réunis dans la section ouverte se troor Kg. 
veront séparés-, celui C, quî correspondait au centre (<",£•'), et qui était dans l'intérieur 
de la base, passera à l'extérieur, parce que le centre (c, c ) , de la nouvelle section , «e PI 44. 
tnmwra entre aesdewxigancliBB, il re»tfeignrdactne}e>odniO, qui correspondra aux f%. i. 
diamètres rceb^ passera dans Pintérieur, attendu que ces diamètres seront tous des cordes 
extérieures. Ces mêmes diamètres étant compris dans l'angle projeté en 6c«-, et formé par 
les asymptotes (cô, c'D), (cr, ch), les diverses positions que pourra prendre le pôle O 
' seront situées sur la partie Ht» de Paxe des pdles , comprise dans le cercle TURV; les 
diamètres imafçînaircs étant compris dans ran;„'lc ?c/, supplément de frî-, les pAles cor- 
respondaiu è ces diamètres et aux cordes qui leur scrout parallèles seront situés, sur 
raie des pôles, an-ddKm de la partie lH, et de» tnia p^ImO, (X, le seul pAleO^ 



574. LES SECTIONS œNIQlTES sont des ellipses, des hyperboles , ou 
dés paraboles Lé cercle jooit , comme on le sait, de la propriété que 

(*) Nous avions Sabord démontré, au moyen d'un grand nombre de proportions, 

suivant la marche des anciens, les propriétés caractéristiques <le l'ellip-o. tle l'livperlx)!e 
et dfl la parabole : nous avons préféré suivre la marche de M. Poncelet j peut-être cst- 

a8 
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PJ. 43- s'il est coupé par trois sécantes FQ, QK, RP , absolument «jaelcomjues, 
on a, 

POxW = PM'xPM> 

X QN' = QO' X QO ; 
BM X RM' ss RM' X RN. 

DV>à IVm tiie, ea midripliint monfare à mmîlne, 

PO X PO' . QN X QN'.RM xRM'=PBI'xPM.RN'xRN .QO' x QO. . .(a), 

ce qui donne ce théorème : Le pmtluU des segmens PO, PO', QN, QIN', etc., 
(uljaccm aux sommets P, Q, R, dans h tau PQR, est égalàeeMdes 
segmens ¥Mt, PM, BN', RIT, etc. , a^acms aux mimes sommets^ dans 
le sens PRQ (*). 

S75. ConceTODS que le oerde OMN serve de base à un cône dont le 
sommet soit choisi arbitrairement; imaginons que ce même sommet soit 
celui d une pyramide dont le triangle PQR soit^labase, et supposons que 
ce côue et cette pyramide soient coupés par un plan quelconque. La aeo- 
Fit;, a, tien de ce plan en général, tdle qu'on la voit iig. 6, fig. 7» on 
''^^^ %. 8; car le cène seia coupé soivuit mie combe iennëe, inivant une 
courbe à deux branches , on suivant une courbe ouverte , et la pyramide 
suivant un triangle pqr. Or, quelle que soit cette section, on va voir que 
le tlié<»ème précédent s'y applique : cest-à-dirc qu'on a 

jioXfo'*çi»x <pi»Tmy(, rtaf ^pmfy^fm*nif X m. çi/xfo-** (A)- 

vig. 3. 576. Par le sommet S du cène 0^.4), et par le segment quelconque 
' PO de la base 5 et Jig. 4) , faisons passer un plan ; il contiendra le s^- 
** ment po (Jig. 4 , Jig- Q ,Jig' 7 ^fig- 8) , correspondant à PO (Jg. 5 et 
Kg. f fig. 4) , et les points S , P , /) , seront en ligne droite , ainsi que S, 0 et o. 

Les deux triangles SPC , Sjx>, auront donc 1 angle SPO commun, ce qui 

donnera, 

SPO : S/w :: SP X SO : S/» X So,^ 

ou 

SPO _ &po • 

SPxfio ^x&> ^ *' 



elle un pea plus dUSciie; mais elle est pins courte, moiiu fatigante, et cTuDe grande 
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D^ck mm-CÔDdarom que le rapport delà surface triangulaire SPO^ et dn 
i y < y »g li t SP X SO, des côtés qui compriment Tanf^lc S , est le même pour ^' 
le iiiginriiil fO de la hese, et pour le segmeut oonrespoudant po delà section. 

DàignoDSGe n|i|KKrtpar |y et ai^ekms f la peipendioilaire abaissée du 

point S sorlOi nous aurons» 

SPO _ i » X PO _ « f^r. 

ou 

Pu = a . 

n en sera de même pour tous les antres segmens QN, etc. ; mais la pi- h'- 
peqpendiculaire <p sera la même pour les quatre segmens PO , VfY, QQ , QO', 

dirigés suivant PQ, et les perpendiculaires tt et , abaissées du sommet 
du cône sur les droites QR et RP, appartiendront aussi au\ (jualre 
segmens dirigés suivant chacune de ces droites. Si donc ou (icsif^iit: 

P ^ \' V' ^ '^ppoi^^ analogues à celui que nous avons désigné 
par.^noQS anionSf 

jfo xr&^a^^b m^c i 

Ce qui donnera pour le premier memJue de la xelation (fi), 

aa'a' X bb'b ' ^ ^ SO X SQ\ SN XSN . SM X SM^ 

etponrlesecondy 

e€fd'>^dd!éP ^L^^^^Jâm X 8M.SN'x SN.SCK X SO: 

en réduisant il viendra donc 

oofifi^W^saci^yidiM (e). 

Relatioa qui est indépendante des grandeurs PO, ?Q', SP, SO, <p» sr, etc , 

18.. 
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PL 4>. etqainecoatieat absolument que lesqaaiititësnamériquesa,a'...6,6'..etc; 
" Or , d'après les relations (c) et (tf) , chacune de ces quanthn, tdle que a, est 
la même par rapport à la !>a.sc , et par rapporta la section; donc la rela- 
tion (e) est tout-à-la-lois équivalente à la relation (a) et à la relation (b)» 
Donc enfin , il résulte de ce que la relation (a) est vraie pour la base^ que 
la relation (b) , qui se rapporte à la section , est vraie aussi (*). 

577. Cette mé(ue relation (b) a lieu encore , comme on va le voir, lors- 
que le sommet du cène est à rinfini. En effet, dans ce cas la section n'est 
autie chose qu'une projection oUiqoe ou orUiogonale de la base, et les 
pandeurs qui sont sur une même droite PQ , QA ou RF, sont à leurs pro- 
jectbns dans un rapport constant a, 6,^, oc qui dxmn», 

PO X PO' = cL\ pox po'; QO' X QO = a\ qo' >: qo ^ 
QN X QN'= €\ fjn X qn'; RIS' X UN = /7i' X m ; 
RM X RM'= m X rm'i PM' x. ?M ^ y. pmf x pm , 

et par otmséqnent , 

•*€*y*. po'xptf, qn^qnf. rmycrm^sa*^^* pmfxpm. rr/y^m, 90^X90» 

ou , eu retraucbant le facteur. commun a'C'y*, la relation (6) elle-même. 
Fis. ^» 578. Cela posé, les trois droites pq , qr, rp, n'étant assujetties à ancnne 
' ** antre condition que d*étae des sécantes de la section, supposons que les. 

Fig- g, deux sommets et f appartiennent à un diamètre 00* de cette section , 
et que le troisième sommet s'éloigne à l'infini sur le conjugué de 00'. Soit 
que ce diamètre conjugué se trouve à une distance finie (Jig- 9 et fig, 10), 
soit qu il âc U'ouve lui-même à l'infini (Jî^. n), les droites m'm, i/n» 
cpoGônrantes au troisième sommet, seront des psraUèles an diamètre con- 
jugué à ot/; donc on anra (SSi^SSg et 568) 

piii ^ pm et qn = qn'». 
Ce qui réduira la relation (6) à celle-ci : 

po^pc^, yT! rmX rmf satpm ! x ns. X 90 
ou ■ ■ ' _^ 

pf» m' X m qn . 

p»xi^ rmXrm' ftfXqo " V/ /* 

Le troinème*i8ommet étant à llnGni, il iuA, poiir:6ive nsa^e de cette 



met II. 



(*) V«ySK 1» Traité dttpnpriéUs jw ^rf i ^w ^ piy & 
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. ▼<»rœ que devient le âdeiir pi-4*- 



m' X m 



TOCttt. 



579. Le plan mené par le sommet S du cAnc (Jîi^. .^), et par celle m'pm 3, 
des deux cordes m'pm, nqn' , qui se trouve la plus grande, passera par la 9. '» 
droite PR 5 et fig^ 5) de la base , droite sjir laquelle sont les points M' ' "* v 
et M, correspondens de et m, et le troinèiiie sommet, que nous dési- 
gnons par la lettre r, étant à l'infini» mm oomqioiideut R sem snr nne 
dioite SRy menée par le sommet S da cône, parallclernent à m'm. Par le 
point P, menons la droite xjr parallèle à m'm; les triantes semblables 
SMR, FMx, nous donneront 

SR:Par :: BM:PM. 
De même les trian^ semUaUes M'SR, MjP, nons donneront 

SR : Pr :: RM' : PM'. 

Et comme pm' = pm , on a Px = 1^ ; d'où il suit que les premiers rap- 
ports des deux proportions précédentes sont identiques, ce qui donne 

RM : PM :; RM' : PM', 

on 

RM PM 

BM' ~ PM * 

Égalité qui aura lieu entre les grandeurs mV etTTf*, mV et 7rf^', pour toute 
ligne droite m'R', m'ii", menée par le point M' et rencontrant les trois droites 
Sm', Sp, Sni. Or, supposons que la ligne droite /n'R' coupe successivement 
SR' en dcii pmntsR', R', etc , de plus en plus éloignés, et qu'enfin cette droite 
mH' pfenne la position mfm, ponr laquelle Kpoint R'y passé en r, est snp- 
poséà l'infini; la rdation précédente deriendn 

r m pïf\ 

rm' pm 

Ce qui montre qu'un point r étant à Vinfini sur nne droite m'm, les diih' 
tances infinies Je ce point à deux points m' et m de la intime droite , quoi- 
qu'elles aient une différence Jinie m'm , sont cependant rigoureusement 
égitdes, puisque leur rapport est l'unité 



(') Vojes fe TmUi dm prtpriétk pntftedms page il 



Digitized by Google 



m LIVHB IV. EXTBBSBCXtOni DB SDHFACjBS. 

PL 43- 58o. D'après cela, on voitque la qaantàtê 

nt X >w 



m aaan ^gritt àriiittf4».<^ le» dèmc infini» 

loogaflur.flHn'i ëtant ëgpnxy les infinis m , m', qui ne 

longueur nn', moindre que (579),.aevoat noov^ewIciMntirégan» entre 

eux, mais égaux aux deux premiers. 
Dom; 1% rdUtiou (/ ) sie réduit à 

po X. po i'> X 'I" 

d'où résulte ce théorème important : Çhc toute scctinn ptatu^ conique 
ou cj'lindrique f les quarrcs des ordonnées parallèles à un duunètre sont 

entre eux cfmmMs rectangks des segmer» oonrsp^ndans formés sur son 

cor^ugtté (584)' 

Les axes n e'tant autre chose que des dîaâièties conjugués , ce même 
théorème a donc lieu pour les axes. 11 va nous servir à démontrer l'iden- 
tité de la section fennec avec l'ellipse, de la section à deux branches avec 
1 hyperbole , de la section ouverte avec la parabole. Pour chaque section 
nous supposerons que cette identité aiC Hea f nous constraîions les foyers , 
et non» fisrons yoir qu'effectivement la sectioa peut être engendrée au 
moyen d'un fil attadié à ces foyers (855, 86 1 et 867). 
Pl. 0. 58i. Soit A'B'AB une section fermée, AA' et BB' ses axes, on sait (858) 
5 que si cette section est une ellipse, les petits .trcs l'i:, I- diu rifsdu pohxt 
B comme centre , avec un rayon égal à CA, couperont le grauii axe A A 
aux foyers F et F' de la courbe. 

Or» on aura, par le tkéorèmA dn 530, 

PM CB* S| 



Et comme PA' x PA = (CA-h OP) (CA — CP) = CA — CJP , il vient 

p5'swâ.(GÂ'-CP'); 
ou 
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Ma» 

et 

Donc 
ou 



BIF s FM + PF» 
PF = CF — (T, 

FF'= W 4- CF — aÇF X CP. 

MF s& CB CB H^CF-if-CP — aCF X CP» 

CA 



MF » CB 4- GP H- ^ <Cà —o') ^aCFxCP, 

GA. 

on, k cause deCDH-GPtabBF's»*^ ^ et de cir<<-^à]iF^GBs^) 
iff' «Â' -h ^^^ '^ aCF X »C3P. 

Etatlendn^hqitttriteiepiQpoftùiiiie^ domitfe par oette 

proportioni €A.i CP u CF l x , est plus petite CP , et par ooosé- 
qaent 'petite tpn'Ck, oki a 



on 



MF = CA - 2L><J*. 



On troufem, eu snÎTuit àKeolnawnt-la même naidbe^ 



MT* « 4- + âCF X CP, 

Ott 

MF*» CA + S^S. 

Otoeondonc 



poù Pon ^ qM k4«iite4Me Ai etee «t ^^lMe«t telle 

quen prenant les deux pointe Fet F' poorfojm, h imghw^ illdui 
vecteurs ÎVÏF , MF', d'un point quelconque M, est égale an grand axe AA' : 
ce qai prouve que cette section est «ne ellipse (â55). 
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Pl. 44- 58a. Pour la section k deux branches dont AA' est l'axe réel, on 
«an(58o) 

— t — • 

PM pm 

PA' X ~ f>A' X pL' 

Dn point 7» oomme centre , avec />A «xmime rayon, décnrom le demi- 
cercle AgA-; puis y sur S!k comme diamètre , construisons le demî-oerde 
h^hk , et prolongeons rordonne'e />m jusqu'au point h, OÙ elle ooupe ce 
dernier demi-cercle : nous aurons 

JÂ*= pAf X fk =s pA* pA, 
et Gonséquemmeiit, 

Ml ^ (PA' X PA). 

Et conuiie on.a PA' x PA :s (CP -|- CA) (CP — CA); il sTciiaiavra 

MI Bs-S» (Ô? — SX 
ph 

\ . • . • . . 

Portons pnt ttphea. Cm' et Ch' ; joîgnons.les points h' et A par la droite 
^'A ; menons m'b parallèle à h' A , et prenons CB =: , CB' = C^. Les 
triangles semblables ÇJi'A, Cm'b, donneront 

^ : CÂ'*ott /m': p&* :: C^'oa â*: GÂ'; 

d!oà Ton tira 

CB . • 

(hi aura donc 

m = ^. (ô' — cÂ*) » =. CB *- cb: 

GA. CA 

Maintenanti supposons que A'A et B'B soient les deux axes d'une hy- 
perbole ; pour avoir ses foyers F et F' (864) portons la distance A'B de 
C en F et de C en F' , et nous allons voir que cette hyperbole et la sec- 
tion qui nous occupe sont deux courbes identiques. 

S&i. fçnr le pnnnrer on remarquera que 

MF* 5=8 PM V ff; 
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ou 

Mais 
et 

donc 



CHJtP. nr. siBs SBcnatia conkiuss. asS-, 

PL 44. 

FF » rîg.s. 

ce qui doune 

rë*= CpV Ô"'— aCP X CF{ 
et par saite * 

— » 

CA 

as ff — CB 4- =1 (CB* -H CÂ') — aCP X CF. 

CA 

cr*— CB*=a âb'— câV 

> ' •■ < ...... 

= CÂ* H- SL^'- aCP X CF. 

EtcoDune la <iiiatrite pvoportmwUe ~— ^, aoinëepar la propos 
tkm Ck : CP CB : X, est plus grande que CA, on aura 

OU 

On trouvera , en suivant la même marche , 
cToù vénilten 

BIT — MF =s aCA s AA'. 

Ce*^ mootie que h diSéenoe des distances d'un point quelconque M, 

de la «ectioa» cnz points F* et F c«t oooslanle et égût k Tne nSâ : ' 

donc, etc. (86t). 

584- Passons au cas de la section ouverte. Ah étant un diamètre ; PM pi. 45. 
et pm étimt deux ordonnées quelconques parallèles à la tangente en A , 
les segmens correspondans seront d'une part PA et ^A, d'autre part les 

«9 
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PL 45. distance» infînies des points T et p a Tinfini au-delà de //. Nommons 
'* distances D et r/ : on sait ('"fjg^ que leur diflëreucc P/> étant une quantité 
finie, elles seront parfaitement égales. D après cela, le théorème; du u* 58o 
donnant . • • ' • • " . . 

PM* y 

PM _ 

I ■ * . 

1 ■ • • . • 

ce qui nous apprend que, pour b section ouverte , le théorème qui Tient 
d'être cité se réduit à crlul-<-i : Les carres (les onlnnnrrs parallèles (Uix cordes 
conju'^uces à un diarnètre. Ah , sonf entre eu.x: ormur les abscisses cotres^ 
pondantes j comptées à partir de l extrémité \ de ce diamètre, 

585. Gela posé , snppoMiu ^ la'dÉtMle AA , an lien «Télie tm simplç 
diamètre, soit Taxe de h 8ecti«m :1e point A sera son sommet. Par oe point 
et par l'extrémité m de rqrclonnëe ^eIconque/>/v, ûiscuia passer le demi- 
oerde AmÂ, dont le centre est en k sur AA. Nous annn» 

pm = \p X. ph ; 

ce qm donnera- 

ï5r= APçspft X Ap, 

CfQ , en prenant la distance AF égale an quart de p& ; 

PM*= 4AF X AP. 

Relation qui nonsappi'(^''idquesi la section était um parabole ^ la double 

ordonnée en F sernit (juadruplc delà distance ;\1 , et que , conséquent 
ment, cette double ordonnée serait le paramètre, et Fie foyer (871). 

586. Raisonnons dans cette supposition, et nouâ allons voir qu'elle est 
Traie. 

•Bn eil^^|Kff^f)« AF 4ib A«nD; .finPirw»illPki«jqt.D>'diaitoJ)Bf^ 
ou 
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«• *!••:{'. .1 . >j vtéiitttnq alo/- i ^ 

If' s*~ÀP 4- AF'+ aAF X AP s (AP + AFjV 

on enfin 

JW ea AP 4- Af . - j - 

. ' , . . i . • 

H^k .AP + AF ce Ak> 4- AD =^ PPj donc 

C est-a-dirc que la courbe a tous ses points a la même distance dtt point F 
et de la droite I^.^ïjettç coiiu^ iest dpnfc nnè |kaidbolc (867). 
."^{87. Qoanit aux' sectîoos' obdiques et cylindriques sing^^èes , qui set 
COUqpKkBçnt d'une ou de plusieurs lignes droites, elles sont ëvidemmeotideiin 
tiques avec les ellipses, les hyperboles et les paral)oles singulières qui se com- 
posent aussi de lignes dnjites, ef donl il est rjuestion ISotc I" (885 — 888) (*). \ 

D'après cela, toutes les sériions planes du cône à base circulaire [cône 
dont le cylindre de môme base n'est qu'un cas particulier (6o6)J sont 
des lignes elliptiques^ hyperboliques et paraboliques. On Terrà plus lom 
(607) qoe, ré^iroqipementy toutes, l|9| dli{»eB, toutes les hy^b<^^ 
et toutes ks panboles, sont des sections de plans et de cftnesàJbases «îx^ 
culaires. : . • 

588. La relation 

caractérisant, comme on vient de le voir , Tellipse , Hi^-perbolè et la pava- 
bole; de plus^ les cônes et cylindres, .qui tint ppnr lioses des eovriies 
jOQÎBsaat de ia p r oprié t é exprimée par cette relation , «te pouvant être cou- 
pés par des plans que suivant des courbes qiii jouissent de cette même 
propric'té, il s'en-^nit que tous les cônes qui ont pour bases des ellipses, 
des hyperboles et des paraboles , ne peuvent èti*c coupés par un plan que 
saivant une section elliptique, hyperbolique ou paialiolique. 

589. B suit de là| ,1*. que toutes les projediooa obliques et ortliqg»^ . . 



(*) Ôn rrauirquera peati>Sùfë~quc prmî lawiiBs ^ypcrbotëT, cellê sè ttSntpteÊt 
de deux piH-allilca ëloinkéfei d'aae <lisl«nce Soie (887), n'a point été retrouTée (Safi et 
627) {Mnni'Iet wtioakvMiquaKsUa esista Mrkisjrlieidvs khmkffnbâitmifiog^ 
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nales d'uae ellipse, d'une hyperbole ou d'une parabole, sout d'autrt» 
ellipses, iTaiitfes li/p«rboIes cm d'antres pinboles; a", que. les courbes 
CTstninées dans la Note pnniàre lonuent iMen on seul et même geme 
de lignes ,^). 

PL j3. 590. Des plans diamétraux des càyts. Le cercle quelconque TURV étant la base 
1^- 4- «l'un cûne, dont le sommet (S, S'} ait été choisi arbitrairement, on «ait (546— 55o , 555 «t 
5SS, 564'— 567) que le pU» mené pcr leMBunél «t' par U polaîrs TR 9m p(4iilO,aiTin 
toutes les cordes da cAoe, telles que {mn, BD) , parallèle* à la droite (SO , S'«) , en deux 
parties égales. Un plan qui jouit de la propriété de couper atnaî par moitiés tout on sjratème 
de cordes parallèles, est ce qu'on nomme un plan diamdtraL 

n est «Ur ipw tout pkn dïjniélNl pMse pv le Mniaet (S, 8% 

PI- 4»- 59 1. Lorsque les cordes correspondantes à un plan diamétral STR sont perpcndicu- 
Fig. I. laires à ce plan, il prend le nom de pian diamétral orthogonal. On Toit que, dans ce cas, 
le pâle O,oorrespoiulàlit'aa pUn'STR'f'M lel que ce pliui perpisodienlallM àk 

droite SO. 

Pl. 43. ^> ^' O", étant donc trois pôles coujuciu^s (5 (3) de la base TURV , le plan mené 

Fig. 4 pv le sommet, et par O'O', sera le plan diamétral correspondant aux cordes parallèles à 
b droite menée psr le tonmet et pur le pdie O. De même, le plan meeé par le sommet, 
etpv hdroîteCTO, sera le plan diamétral correspondant aux cordes parallèles à la droite 
moée par le sommet et parle pâle O'. Enfîn , le plan mené par le sommet, et par la droite 
ffOf sera pareillement le plan diamétral correspondant aux cordes qui ont le point O* 
piàarpdie(89o). 

Cest-à-dire que trois pâles conjugués O , O* et O*, déterminent trois plans dîamétnex 
passant par les droites O'O', O*0, OO", qui joignent ces trois pôles , et que les troia sys- 
tfaneadeoordet, coupées eu parties égales par cet trois plans, sont respeolivemeot penl- 
ttlaïutt droites maném par le sommet, et par les points 0,0',0', ou, œ qui revient au 
même , que ces cordes sont respectivement parallèles aux intersections de MS trois j^ans. 

On donne à ces plans le nom de plam diamétraux conjuguéi. 

SgS. Lorajoe trois plam diaméirms oonjugaés sont ton» tx6b à k fais dm (kns dk- 
mitraux orthogonaux, ils prennent k dénominatiast dephns iftwi/ftMwr prkc^pww.» en 

amplement celle de plins principaux. 

Les trois droites suivant lesquelles se coupent les pkns principaux m nomaaent les ««s 
do etee.Plmnl ees aies, celai qui passe par kpMeO* est dans fintériear de U sur&oe, 
il se nomme Vase réel; les deux autres sont au-dehors, on les nomme axes imaginaîrts. 
Pi. 3& 594. Si le cercle AB, dont le plan est supposé perpendiculaire au plan SAB de la figu» 
4- (53o), sert de base à un oftnedontksoaMset sott en S,|le plan 8^ oomew nffosl'afvoos dit 
préeédamnsnt (599),dtTiie» k eAneen deox pertks syméIriqM 



' O 1^ f Analyse affliv^ «> t« nemme UgHm tbttÊcond degré ou lignes du moud 
o»*w (i69«ote>. U liem de saelions ooMinm eit phs fortkrfkr à k Gisesétr^ 
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séquent en parties égales toutes les cordes qui lui seront perpendiculaire!. Il est dair qu'il ^ 
eu sera de même du plan SQ, tel que les angles ASQ, QSP, soient égaux; ainsi que du ^"V* ^ 
plan BST, perpendicnlaire k rintmeeikni de 8AB «t de SQ. VaU il mit qoe tMt «4m k 
1mm circulaire présente un système de plans principaux SAB, SQ, RST. 

SgS. Il est aisé de prouver aussi qu'un tel cône n'a jamaia qu'un seul tytXèoM de ces ' 
plans. Pour cela , nous rcmarqneroni d'abord que n ABD «t kliHi drcuhire d'an cAne, Pig. }. 
•t (S, S') Mm aonmety tout fï^i . principal, dont la trace Afi coups la baie, est fd que la 
droite menée par le sommet et par le pôle O de AG, lui soit perpendiculaire, en sorte 
que les angles de cette droite, et de celles qui passent par le sommet (S, S') et par les points 
AdB, iMtdMaaglaidniiti. 

Gela posé, aoit x un point du oerde ABD, et teppoaonsque ce point appartienbe i 
un plan principal. Menons par le point * la trace xt du plan tangent au cAne", et con- 
struisons la trace <, de k droite menée dans ce plau par le sommet (S, S'), perpendicu- 
lidNnait&C6lle^ioiiitl«spoiHto(8;5^)ets.9a7 • un pbn dknttnl «Hlmgoiiai 
passe par le point x , le pôle des cordes conjuguées k ce plan sera le point t\ donc 
si, par le point t, on mène la tangente tx' à la base, pour déterminer le point de contact x', 
la droite xs' sera la trace du plan orthogonal auquel le point x est supposé appartenir, ce 
q« «riggquekidroitatw— inpurle «MnBMt(^ S"), et par les points tei x', fassententre 
dles un angle droit, ou, ce qui revient au ro£mc, ce qui exige que le point t aoit dans le 
plan es. De là il suit que le point s ne peut avoir que quatre positions sur le cercle ABD, 
tmi^ : il peut ètn flB Z «k «B nr k droite es , et il peut lin «n c «t en duii la pl^ 
priaoipal S'it.Mais cetfuitnpoiitieMqppirtinDontaia plntpr^ 
k l'benrc (594); donc, etc. 

Si le cône pouvait être coupé suivant un cercle par d'autres plans que les plans paral- 
WesetautipenUèlMilalMteABDtOO eâoa aurait plaaieonqMitiinet de plana antipural* 
ttiMy etdaoBBde eee qntèmes donnerait um^nlinie de plans principaux. Or, pniaqu'il 
a qi^nn sjstinie de ees derniers, il n'y a aussi qu'un seul système de sections antipa- 
rallèles : donc il n'j a pas d'antres plans que les plans parallèles et autiparallcles à la base 
qui puissent i niipf r In nflno eiiiiml Jm Maïlei- 

597. Nous ferons remarquer en passant que les cercles des sections antiparullëles étant 
distribués sur les droites se, âC', menées par le sommet S, et par les centras C et C dedeux ^. 
ieeliou A'B', ai, l'an véd SQ dn ctee a^aa peut contenir aucun, aanf ceux det deux 
cercles qui se confondent avec le sonunet. 

598. Soit TURV une section conique quelconque , et soit S un point jit is .irhitraire- p|. ^ 
ment dans l'espace pour sommet d'un cône dont TURV boit la base. U étaut un point Fig- 
qnaleaoqna du phn TUET, menomper ce point ht tan^enlet OT, OR, k h hm-, 

puis menons la corde TR, que nous appelleroDs In p, luire du pôle O: car les ck-no- 
minations de polaires et de pôles s'appliquent à toutes les courbes planes , de la même 
«anifars qi^au oerde; La plan STR, mené par le sommet S et par la polaire TR, cou- 
pera en parties ^alei toutci les cordes dont le pôle est en O : c^eït4-dîrBque le plmSIK 
sera le plan diamétral correspondant à ces cordes. En effet , imaginons que le cône soit 
ooupé par desplanaperaUUesàSOj chaque section aura un diamètre dans leplan STR^ 
totMi9»tes.ani «KtrteUjedecedianèlKcoiMoarBoiitàniiMattp^^ 
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Pl. 40. SO iMfMbi le plaB de failte Mction , d'oà l'«a vdt que Im oocdei funSBlA» h SO Mtéti toi 
^S- *• cordes eonju.:;uétM r<- ftfnmèire} déos toulMleseorte pMiBMai k fiO tMOttl oMipéeièi 
partiel égales par le plan âXR. 

S nuinteiiaiit on prend mirïlt «A quelconque (ï; ai Poil MloMitae b polaire 
VU, et si l'on coupe le cône par un plan parallèle au plan OSO', la «ec t l on awa và dia- 
mètre dans le plan SVU; elle en aura un antre dans le plan STR ; les tangentes aux extré- 
mité du premier seront parallèles an second; donc ils seront deux diamètres coaingués; 
doBelottâi^Dtesavxéxtrjdiiités'dn Mcoèd aeront panlliletanprariiieridoBehdroile 
VU protoagéc passera par le pAte O : donc la base TURV, qui est une tHstion conique 
quelconque , jouit de toute* les pcoprUtés préoédemmeat démontrées (54^ les cordes 
polaires du cercle. 

n i^enaltfnelestroikptflei conîociièi 0,0* «10^» dPtae leelian eoiiitlte, dt- 
terminpnt trois fifama dialDièltan eoii)agnla OSO*i O'80^,Ô'80i^dti eéM anqwl appar- 
tient cette section. 

600. Snpposona la droite 80 perpendiculaire in plan STA , en , ce qai eK h UléMe 

chose (591), supposons que ce plan soit ortht^onal, et faisons mouvoir le pôle sur la 
droite indéfinie TR : le plan diamiitral SVU, passant par le polf O, et la droite SO', inter- 
section de SV U et de STA, se mouvront en même temps que le pôle (X. Concevons que cÉ 
pMe soit k l'infini i«n «bn k t'infiid vert a^: à cet denx péattieat ilMeèneapondtfa qtahihe 
seule position Si u du plan SVU; la droite SO^ se trourera en So*, et la droite SO', dcTcnue 
parallèle h TR , coïncidera avec U partieSo', on avec la partie So, d'une droite 00' menée 
par le somiucl S parallèlement à TR. La droite SO', dans ces deux positions, fera diOBft 
aveeSO'desaneIflao'SCV*, 0*&>, mpplénene rude ranlie:déMimdée«ÉliiflbtHfe* 
obtes. Si le point mobile O* passe de l'infini vers x h l'infini rers x' , en occupant successi- 
veBMnt tontes les posttiona intermédiaires , l'angle O'SO* variera gradodlemcnt : or le 
poi«tO' étant arrti^ eiiRottenT, le planSWiBrten ffiOev 8ID,«l1t AraiteSCKeB 
Sftou en 5T; donc l'angle O'SO* séra nul. Donc le pins grand des denx angle* èfBtfftFSùf 
d'oMas qu'il était , deviendra mil , rt ensuite égal an plus petit : donc il y aura une posi- 
tion du point O' pour laquelle ce plus grand an|^e sera droit. Dans cette position, que 
èem ittdii|ta»rim an «tojwft da point a de b igAré , b 

phn STR est OrtfaogeAal, ét trouve perpendiculaire i SO , aOndolie aoâri perpendieubirO 
à SO": donc elle sera poi-pendiculaire au plan SVU. Donc enfin le plan diamétral SVU 
sera orthogonal, ainsi que STR, en sorte qu'en faisant passer par les denx droites SO', SO, 
perpendienbiléi t «■ j^bCa j un troisiiàBêB pbn SOCK, on mm ba Imi* plana dbniitralis 
principaux STR. SVU, SOO', du cône donné STl'RV. 

601. On voit d'après cela que si nous pouvons prouver qu'un cône dont la base est unè 
seclîôn conique, a toujours un plan orthogonal 8Ill,i1 s'ensknTka â des plans pri nci paut . 

Supposons tfttt oe cône soit oonpé par un plan parallèle à fttn de ses pbns tangens; b 
yi, ^5, section t»M :i Muverte, et ce sera une paralwle Tl"'^RV. Prenons cette poritbole pour base; 
Ytg. 6. prenons sou plan pour plan horisontal de projection, et soit S la projection du sommet 
AnrceTbn.TarbfoifllS«lMB«ienabdMite aanontabneB* t b parriiAb; soh /y b 
tfltegénte «n n , et soit S' la protection verticale du sommet sur nh plan 6D p-rpcndiculaîre 
à pi}. Le» angles RSO,TSO(S déa%nantb soaomietetnonsa projeetiou), situés dMas te 
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fUu* UD(sic»s QJlS,OTS,iIeTantétn! tous deux droits pour un plm ordwgftniil 8XB , ^< 

il ya être lacile de instruire le p<Mc O correspondant à un tel plan. . '''S- . 

Far «m poiaâ quelconque m, de la parlie n&PV de la base TURV, menons vnUagmUt 
aiJ— iqn JiMtj vfis njMitavf Je fin tniginit Smlk Le «ommet S viendra en s ; Udioite 
Sm» viendra en sm, et si par le point : ou mène xk |>erpendiculaire à zm , Ir j oint t, tt un 
nondtre »uflîs«nt d'aulm poinU, dciermin^ ial». même manièrei donneront unecuurJbe 
yoOV, sur laquelieidarni M tioiiner le .dMndbiO, m ce pde «dils Mkmnt- 

Bei ooiHMMibM «nliiffM», lUlM pour Pare »UTQ de TVKV, donaeroBt «M Upe 
^OOf^i BeVvdM ^pCinls tels que ib, sàr laquelle derra aussi se trouver le p6te O. 

Ces deux lignes p'OCfr, yOO'q' , seront deux brauclics d'une mrnie courhc , jouissflnt de 
la propriété que si par un de tes points k on mène un plan tan^jeut au cône , l'angle de 
FiUaièiii de contact Sin, et de la droite Sà,icnitn angle droit H eataûé de voir qae cet . 
deasbranclies seront conjuguées entic elles par le< asjmptotcs menées par le point S, 
Pane xy, parallMemenl ii pq , l'auhe ♦''/, pcrpcndiculairtnicnt à l'axe AX de Tl'RV. 

6oa.' Il s'agit maintenant de démontrer que les deux lignes p iiOfr, vQO'^\ se reu- 
oontreroot toujours. Pour oda» nont alloiit bire loir que la branche p'OO'r, oorrespon- 
danle àPare nBFT delabaae, situt; du c4té S de l'axe âX de cette base, coupe cet axe 
en un point t , tel que sî l'on mène les tangentes tm , tin\ la dernière inî coupera l'antre 
branche »O0'j' en un point s, place au-delà du poiut t «le manière qu'on ait 

m'» > mt. 

La Lranche t OO'y' allant du point i toucher à l'infini l'asymptote Sy , tandis que la 
brançlie /> OQ'r ira du point t à l'infini touclier l'asjmptotc 5r', il s'eiuttirra que cet 
brandie» se coupent en un point O' situé entre < et s , d'une part , et Pinfint vers y lIL^, 
d'autre part. De même le point i étant à droite de t, il s'ciuuivra que la ligne iOv allitf 
joindre l'asymptote St' de la gauche, tandis que la ligne /0/»',qui part de la gauche, Ta 
joindre l'asymptote Sx de la droite, ces deux lignes iOv, tOp , se coupent en un pottot O. 
niesa.dimp prâvvdqaelei deubmidieede oonritefOO'j'.yûO V, se coupent en 
points O et O'- Et il faut bien remarquer que la démonstration ne Jvap^pM'ticulière au 
opSflelaSgwre, «ar de q4(;ique ^s^a qaiB M»it placé le commcl par ropinirt à la h*$t; 
TU]iy,1cedeax asymptotes 9e croîseroptt {«r ]e pointé, et «eront dirigées, coBunenoa^ 
Pefona ditjlns l|«tnt, l'une perpendiculairement è i^Tj Pentro pralMniiiml >let»itgr>1r 
/i^, menée par le pied n de la normale Sn , ce qvi, aTec les positions relatUes dea pointsi 
et »,éUhlil tou^ les cicoonstanoes sur let^pMdks 49eilte déHKWStrfttiou se troure fondée. 

Celeposé, t4ea9prlDiiBlespoi9t^.i9# 5, i,k}i^ fttff^ t^, afin d'éùU^ Ia«»u- 
fusion de ligne^quç nous doonerfutlg^lg^C^jfi» • 

L'angle des droites menées du sommet aux points m el <ét«at4b«4tf les trois points i», fi^, 
Setfaeront sur un demi-çercle 4ont iiu sera le dianètre; si donc nous rabattons le plan 
de «i trois pdali av b jim korieontal , mthi eers ce deBi'cerde , et la perpendiculaire 
Sh, abaissée da pomt S sur mt, donnera le rabaltemoMt AdB mamt/t fi TnaÎMliniiif on 
déontsor nh, comme diamètre , le derti cercle mh , rt (|u'on prenne la oordeTur égale à 
Sn_, il est clair qne la corde sh sera la hauteur du soumet au-dessus da plan boriaontal ^ 
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LXVBB IV, INTBRaBCnOHt DB 8UBFA0BS. 



PI 4*^ d^o& Ton Toit que la (eulfldiiimitiaBdetpoikliiKfiiifySatfiJMippoMkflanMtdicÉBe 

^'i- •• entièrement cL-terminé. 

Meoons par le poinl m la droite mQ perpendiculaire à mm, et prenons le pUn mQ 
|MNir pltB TsCietl. Si nom iMBOot k Ttiliêile (S,«8^,A 
le point (S, S') sera le sommet du «iMt 

La droite AX él«nt perpendiculatM à mi»' et pMsant par le point / , nous prendrons aor 
h draiteoS prabagfe «• «S; et ooêbêêb il ^*git de déoMntrer que le* angles sitaét dana 
l'espace mSt, m'Si, étant droits, m'test plus grand que mt, il revioMlim an même dstob- 
stituerl'angle m'Si k l'angle mSt, en remplaçant la pO«t(S, $')par(i»y fl')4«k d« Aif« 
V oir que m'i est plus grand que m' t. 

Étant ècn» connus les points (m% n») , (« , S') , (S , S*) ; et les dnitei manéet par les pointa 
C'f «t ^ (S, S") et t, étant respectivement perpendicnlaivesii («»'«, mS') et k (m'S, mS'), 
le théorime à démontrer sera que m't excède m'/, ou bien que si l'oa mène par les points 
($1 S'), des plans respectÏTement perpendiculaire» à (m's, mS'), (m'S, mS'), ils 
co up sgont la Âfoita mf/ an dans points < et », tels que le point iaetteavantearrespondae 

au plan mené par (S, S') on ait m' ml. 

Ces plans, respectivement perpendiculaires à (/n'<,mâ'),(/n' S, mS'}, passeront par les 
horiMOtales (<r, S'/), (Sr, S'r), dont les profections «r , Sr, sont perpendienlaina à m «et 
m'S; or ces horizontales perceront le plan Tertical au même point (r, car les angles 
m'.ir , m'Sr, mmr, étant tous droits , les points m', s, S,m et r, seront sur un même demi- 
cercle sous - tendu par le diamètre m'r, à l'extrémité r duquel se couperont les troisdroites 
. tr, SretQasr. Sidoncon mine parle point / ladroUe //, perpendienlaire à mS', cette 
droite sera la trace Yerttcale commune aux deux plans perpendictilaires en question -, et 
leurs tsaces horizontales seront les droites /b,fd, respectiTement perpendiculaires à m'i et 
à m'S. Les angles situés dans l'espace m'at, m'Si, étant droits, ces droites couperont m't, 
la prenUère an point «d^ connn, la seconde an point L 

Il suit de là qu'étant donnés les points m', m, s, S cl t, il ne s'ogira , pour avoir le 
point i, que de mener par le point t la droite /^perpendiculaire ii in's, puis, par le 
point/, oii tf rencontrera la droite mQ, perpendienlaire à nTii», d^deier nnenoïnelle 
droite fd , perpendiculaire à m'S , et cette droite coupera m't an point dtarché L 

6o3. Sachant construire )e point t d'une manière aussi simple, il sm Acîle de TOÎr 
que m i est toujours plus grand que m't. Distinguons plusieurs cas. 

i« Cas. Qnd que soit l'angle nUinf, ffnpposnna le point S dans Pintérienr de cet angle, et 

dn côté de m'm où se trouve le point t. I^i ligne //étant menée par lo point / pcrpendicu- 
lair«mentà m's,el la droite m'» étant nécessairemeal dans l'angle S/wf, puisque les poinU 
S et « sont placés symétriquement par rapport à AX, on anra êridediaunt m^i^ n^t 
if. a. S* Cbs. L'angio "**"*' ^ot toujours arbitraire, supposons le point S dans cet angle, i- 
Topposé du sommet par rapport à mm'. Le point projeté en S devant se rabattre sur le 
demt-cerde diamètre, il faudra que la projection â de ce point soit 

aitoéedaM oedMdHserdc, ce qui exigera que Tangle Smty en lan égd mftf aoit anplna on . 
mmj^ dratt II «'ensuit que la droite //, poi pendiculaire à m's , coupera la ligne de terre 
jbQ en un point / qui sera à droite du point d'intersection k de m't et de mQ. Or, le point 
i étant sur la perpendiculaire à m'S, menée par le point /, et cette perpendiculaire/'- 
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CHAP. IV. DBS SBCTIONS COIHQUBS. s55 
tentéfideiaiMmt «Ihdelkldb la portion de dvAite fw nfport m iwfart on «m 4S- 

encore m'i"^ irlt. 

3* Cas. Supposons le point S situé aa-defaon de l'an{;^ quelconque mtni , du même Fig. S. 
oMé de mni que le sommet de oat angle. Le point 5 devant se tronver dans le demi- 
œfole me^> il faudra que l'angle Smf = am't soit au plus égal à un droit. La droite tf^ 
pcrpendiculatrc .î m s, sera donc .n pauchc tle m t \ d'où l'on voit que le point d'intersectioa 
k àem'tf et de la ligne de terre, sera situé à droite du pointy^Mais puisque la ligne /t, per- 
pendiodaiMk )i^«,paan^b point la B^De/Z^ptidînM le point», et qatoit par- 
pandieAâfn i wlS» aera iyidemment au-ddà dn point/, par lappert an point a»', oe 
4|ai donnera conséquemment m'i > m t. 

4* Caa. Après avoir supposé le point S en dedans de l'angle mtm , et sucoessiTementdu Fig. 3. 
côté * do ma»' et dn «Mé oppoaé, pnia endelMro d« ««t «n|^ et dn oAté de f, il ne 

nous reste à eitaniînpr que le cas où le point ,'■ serait au-del:ors de l'angle mtm'fét à 
l'opposé du sommet de oet angle par rapport à mm. Ce cas ne peut eiiater, car le point 
6 dmt étw dtoé eif -dadant dn deauMiarefe me)'#, et leraît av-débo^ 

Donc, dans tous les cas possibles , on a m'i ^ m'i : ce qu'il fallait démontrer. 

6o4- Les courbes auxilinircj piMYr, i-OO'y', se coupant ca deux points O etO', il cor- Flg. 8. 
respond à ces points deux plans orthogonaux STR, SVU, qui coupent la base TURV. 
Ces plana ae eonpenteaz-nilïnaa rainant Fan tM (SO'j SV),at il anréanlle qne tout plan 
parpmdienldre k cet axe coupe le cône suivant une ellipse. £n eflet , Pexe des pôles d'une 
aaétionperpendicalairoà(SO*,S'o'') est la droite que déterminent les points Oet O'. < t ces 
points sont le* pâles des diamètres conjugués rectangulaires de la section j or, suppu^ouâ, 
gafaUo aatt p a f afcaiiqna t le» di a w fc li aa s en d a nt daa dreîtaa paa m U M as ^ni uoneoui i a ien t 
à l'infini avec l'élément de contact du cône et du plan tangent parallèle au plan coupant; 
celui des deux pâles O et O qui correspondrait à ces diamètres serait donc sur cet élé- 
mant, cfesfe-li-dire mr la ligne TURV ; a°. quVUe soit byperbolîqne : son axe réel serait 
«M oorde extérieure du conc; donc celui des deux pôles O et O' qui correspondrait à cet 
axe «erait (Inris l'intérieur de la base. Mais las dauL pAiaa O «t ns aolU ni.sur XU&V » 
ni en dedans de TURV; donc, etc. 

6o5. Maintenant il art fteila de proorer qv^nn tdoteepent toofooraétracoopé an^ n. ^ 
Tant un cercle. Pour cela prenons la Terticale (C, CS) pour l'axe dn cône : suivant ce qui Fjgi. 4> 
vient d'être déinontré , ce cône aura pour intersection avec le [dan horizontal une courbe 
elliptique. Supposons que le petit axe AB de cette conrbe soit dans le plan vertical, et soit 
CD,perpendienIaireà AB, iondont-grand axe. La demi-ellipse ADBfbnnanla moitié 4c 

la base du cône; il sera aplati dans le sens du plan CD", le plan AB le coupera suivant la* 
élémens SA, SB, et si npos portons CD en CJ/ , la droite SD" 8ei*a, sur le plan vertiod^ 
le rabatleaMnt d»la aaction CD «ntour de l'axe réel (C , CS). 

Cela posé, pranoni sor Pélément SB un point quelconque et nona allona £tire voir 
qti'onpeut mener par ce point une scetion circulaire. Par le point ù menons une suite de 
plans , tels que 6P, perpendiculaires au pian vertical , et opérons de la mèuic luaaière sur 
diBcan de ces plana. Détçnninooa le pointe miUsn de éP; inaginona qnace point soit le 
centrcd'un demi- cercle situé dans le planiP, et construisons le rabattement Pm^j de ce 
demi-cercle: son ordonnéa an « , dans le plan vertical CD, sera ^le à tm. Menons par le 

3o 
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s54 LIVAB IMTEBSBCTIONS DE SORFACBS. 



FL 44. poiot < L'borUontale tn , et praiioii««i>^<m>; il Art nbv i|im «i le tlenï-oerolc «pparte- 
1% 4* mit à la surÊioe daeflne, le point », rabattement , autour de (C, C5),du poiot deoe doû- 

imol c projcto en e , se trouverait sur SD': donc la suite des |K>ints tels qup fornirra' imp 

ewtbe AjdN , qui , ai eUe coupe SD' en ua point x ^eorrespoodant aapointXdcbC, délcr- 

«inen nneiwIiMi «ncohire 

Or, a6. étant une iMVÎlOBtale , la courbe /utN paasera par le point a, situé à droite de 

SD', et lorstjuc le point «-icrn on E sur la droite 6E parallèle àSA , le point x sern à l'infini. 

k gauche de SD',sur i' horizontale Eû , qui sera i as^ mptole de bi courbe : donc cette courbe 

ottiff eonperatoojoarv SIX. DeM^eto. 
Donc tout (^ne gai • pour baae mie eUipie, iwK lsjpBf b J pm p — dbo l e ,ert an géoe 

à bâte circulaire. 

606. Si le eommet du edne était \ riofiai , il y^attiait \ ttamincr plotiears cas : 
Vremitrenciit, snppoMnaqiifaB odue préaente ou aeotion dliplâi|n,-«t que oatts m» 

tioTi demeure inTariablc pendant que s')rrunc*t sV-loipnc à l'infini ; ce cOne w; chatif;t-ra «-n 
cjliudre elliptique. Imaginona qu'un tel cjlindre suit coupé par un plau perpendiculaire 
1 ndireotioii; kl wetioM «em vue dRpae( Sfti } 4 prenoof le pha i3e«alle dlipae pour 
|f|an horizontal dBpa|4*Ct^> «t pvflDOBs pour plan vertical un plan mené par le petit 
axe delà section perpendicolairement au plan bortxontal. il est cUir que le cylindre dont 
il s'agit se trouvera représenté , ainsi que le câne dun" précédent, par m trace horixontak 
Fi|.a. AID, dont wwa — reprfaeatept qqe h partie Tu^t^ p«r<e8 lw«» wlk whi Aa»-Bt. 

Or , si d'un point quelconque (B , de l'élément B&, eDBHM eaBÉMyliTCc = 2CD , 
comme rayon, on décrit Tare mQ, cet arc viendra couper Pilduieiil A* en un point (j,et 
il est éridentqaeii feBCMapefec^bidn par le plan £Q, oa aani ptiepwrti— tmeeUife 
dent letdeax «set lerait h^m i 2CD , c'est-à-dire une sectiea «iwlair» 

Si'cnti'lement , supposons que le cylindre soit hypcrlwliqae; eoupons-le jiar un jilan 
Fig. 3. perpendiculaire à sa direction , et soit An., phlq l'bjrperbole qu'on obtiendra pour «ec- 
ttoii.Gonee«aDa,pacVne A'A, «a ptanverliad dept«jeelie«,«t înwgiiioMqtt'ttaeâMi 
doat mKn... pS!q soit la base ait son sommet sur la verticale C, corri»|>ondante au 
centre di- ( <^ttc base : s! le sommet s'éloigne à l'inlini , le cône en question deviendra le cy- 
lindre proposé. Af(ait l'axe réel de ce càoo «cra toujours pandlète au plan horiaontal, et 
fl eit aisé de voir, que le Monm i^éteat ikvé à ane oerteiaelHnilBnr, k oAne, 

ipA qu'il fût d'abord, se trouvera ensuite aplat! dans le sens du plan A A'; 2°. (|ue les plans 
detoectiom circnloiretooupcront leplan de projection AA' suivant des droites verticales j 
3*qaeleira70iitdec6iMc!li(M tetwtdeplwenplusgraads-, enfin, qu'ib MroBlbiltaia 
pour h position dn'Mnawt éloigné à l'infini , et qu'en conséquence loi éHmeasdn eylinrire 
ne seront autre clio«» que sections circulaires de ce cylindre. 

Troisièmement, si l'on su ppose que le cylindre soit pand»Iiqae,oo seraoonduit au même 
rénllat qoe dans le c.i<; précédent. 

n suit de là que tout cylindre à base elliptique, hyperbolique uu pacaboliqMj^nT'lsi 
réellement qu'un cas particoliordn e6neà*base ctrevUnM, «t qu'il peut être coupé. p»r on 
plan suivant un cercle, 

607. L« cylindre liTpèflNlIqne pouvant éire eof^é par nn filMi ioieantAil yfM w 
oompoiéM , chaone, de demi droites pardMes Arignéee dtene^Mlnee ftue «fcitnsire. 
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« 

OD voit que toutes iM tkrUtés pocsadet^tUI^, d'hyperboles et de yerabolet (W^ BBB), 

se trouvent sur les cônes et cylindres qui ont jwiir hases des cercles. 

On remarquera de plus, d'après tout ce qui précède, qu'on peut tiouver sur un cône 
qndoooque à base eiivnleire, i*. tootea les iNuraboke poeaUcs, piit*q#«ii j tnmve le 
droite perpcruHculaire à Taxe de la parabole, et odlrqoî te confbod a:fecoet axe (536) , 
c'est-à-dire, la parabole la plus ouverte et edle qa^eel la plus alongic*, 2°. toutes les el- 
lipses possibles , car si l'on JU-aoc sur ce cûae tt&e euile de sections circulaires parallèles, et 
qu'on prenne sur ces seetiontdei cordei ^gplei i une ligne donnée , et perpendiculaires au 
plan principal (52t)) , on pourrn mener par ces cordes des sections elliptiques qui , ayant la 
ligne donnée pour petit axe, soient comprises entre le cercle > d'une part, et la section 
oompolée ètéeu» droites peralKk», venée per la eocileeilaéel ffaifiBt,d^vti« part,oPei^ 
i-dire toutes les ellipses d'un petit aie donné, ef d'nne esoentricité variable depuis zéro 
)UM|u'ù l'infini; 3°. toutes les hyperboles dont les asymptotes comprraidront un angle moindre 
que celui du cOoe. Mais on n'y trouvera pas les autres hyperboles. La seule suriace coaique 
poitr leqneUe l'eagben «oauBflt aenit iarfinimei^ 
lontet letieetioiw couqaee poenUes: cette eorfiMe eit on plei^ 

THÉORÈMES ET PRORI,KMES sur les sections coniques. Il n'y 
a peul-ctre pas de sujet qui ait plus exercé les savans que la théorie des 
sections coniques, aussi œtfe tb^orie comyrend^elle on nombre immpncft 
de propiëték Notis aUons nous arrêter un momoit à cèOei «foi întàc» 
sent la Géométrie descriptive. 

609. Théorème 1". Une ellipse ABA'B', ajant un de sei axes AA' pi. 4c. 
au tSamèin Ahf dun cercle ARAH'» les ordonnée» M et dki 
cercle et de Peifyte , correspondante» à une mène aèedsie GP, »ent attre 
dtes cmame le» axe» de ftUipse. 

EffisctiTemeAt, on t poar le œrde 

PM'ss qT— CÂT — &\ 

et pour l'ellipse (58i) 

Ce qui donne 

PM ; Pm ;: V^CA*— ^ : § V'cÂ' — CP", 

<m, oe qu'il fitUait démontrer, 

PM : Pm :: CA : CB. 

3o.. 
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>'i n est évident que pour l'eUipse ADA'D% on «unit trouvé 

l'M : Pm' :: CA : CD. 

• 

6io. Théorème i. L'ellipse ARA'B' nyant encore pour l'un de sei 
axes le diamctre W du rcrch- ARA'R', h-s tangentes MT , m'T , aux 
points IVI et ni , du cctrlc et de l' ellipse , correspnndnns a Ut même cUh- 
cisse CP , coupe/vnt iace commun AA' en un même point T. 

Pour démontrer cette proprictd, oooceroni que rénipee ABA'B', i> ap- 
posée lioriaontale, soit U base d'an cylindre vertical, et Êusons tourner 
le cercle ARAH' jusqu'à ce que le point R' soit sur l'élânent du cy- 
lindre projeté en R'. Le plan mené par la position que le point R' 
aura prise, et par les points A et A', «ouprra le cylindre suivant une 
section dont AA' et R'R seront les axes ; donc celte section sera circulai r»:. 
Dune par cela seul que , dans le mouvement du cercle ARA'R', le point R' 
sera venu s appliquer sur le cylindre , ce cercle tout entier se trouvera 
compris dans la surface dont ABA'B' est h projection ; donc le point M, 
dan$ sa nouvelle positioa, se projettera en m : donc le plan mT, tangent 
en m à cette surface , contiinidra les tangentes en M et m au cercle et à 
rellipse. Mais ce plan cuu{)e la droite A A', intersection du plan horizontal 
et de la section circulaire AllA'R', ramenée sur le cylindre, eu uu point 
T , qui appartient aux tangentes en question ; donc» etc. 

Si le diamètre AÂ', au lieu d'être le grand axe de TellqMe donnée, était 
son petit axe, comme dans le cas de lellipse AD AD', on concevrait que 
le cylindre vertical passât par le cercle ARA'R' ; on (« raît tourner l'el- 
lipse ADA'D' autour de AA', jusqu'à ce que le point IJ' si; projetât en R'; 
on remarquerait que dans cette position le plan mené par lu droite AA', 
et par le point D' ramené an-dessus de R', coupe le cylindre suivant une 
d^ise drât les axes sont ^||aux à AA' et DD'; on en conclurait que, dans 
sa nouvelle position , cette ellipse coïncide avec le cylindre, etc., etc. 

On' appelle la droite PT, qui est sous la tangente m'T ou AIT ou to'T, 
la soutangente du point m ou !M ou ni, et on énonce le théorème qui 
nous occupe, eu disant que le cercle .iVRA'R' et les ellipses ABA'B', ADAÎ)*, 
ont, pour hi nuhne abscisse , une même soutangente» 

fig.3. 6ii. Théorème"^. CA et Cl'» étant 1rs demi-arcs (tune ellipse, tmite 
droite TM , égale au demi-grand axe, <jui s'appuiera tTun bout W sur 
cette ellipse t et de iautre bout T, sur la direction B'Cli du petit axe , 
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aura au elehon db faitgb dni^'CA., une partie AM, égale au deai^f^ n. 41 
ajfe CB, ou, ce 'qui rm4eHt-aié(mémB.g m^dedam de ctt anffk une pat^e ^'t- ^^ 
RT, égale à fexcen incité. 

En effet, du point T comme centre , avec T!Vf comme rayon, décrivons 
le cercle aMZ>, il aura pour, di^n^tre le grand axe de l'ellipse , ce qui don- 
nera (009} • . . *. 

DM : TO' V: 'tA": Or, *• ^ 



mais les triangles Ml'Ry MDT , étant semblables , on a 

DM,: PM :: TM : ftfll: 
' CA 'î CB :: TM = CÂ f ilM : 

ce qui qu'on ait CIJ = l\M , ou la lif^rie RT égale à l'excentritiff- . 

612. Scholie. Cette propriété fournit un procédé bien 'simple et bien 
oominode pour décrire luie dfipM. Le Vàikfi ! - 

Étant donnée* les direcdoBs MN, FQ, des axes, ou prend un petit f,^. - 
pépier abcd, dont le côté ab soit 'nue Hgne droite , on nurqne «or le bord 
de ce papier trois points A, B , C, tek que la distatnce AB soit l'excentri- 
cité, AC le demi-grand axe, et flC, rorséqucmment, k- demi-jictit axe. 
Cela lait on donne au papier une suite de positions telles, que les pf)ints A et B, 
quiterminentrexcentricité, soient sur les lignes AL\, PQ; pour chacune on 
marque la poeiticwi correspondante du point C , et les positions successives 
de ce point décriTent l'ellipse dont MN et PQ sont les diiections dés axes, et 
AC, BC, lesnKMtiéBdeoesniémeejaxn^. ...... 

613. TMàoBÉMM 4. BAD itaniwKÊemi.^»nte; PM, QN, etc., étant «• md^^uii», per- Fig. s. 

pendirtilaitri au diamètre BD^ suppommi. qu'on ait rapporté ces ordonnît» en Fm^ Q/»,#fc.,' 
sur Us droites Vm^Qn, etc. ^ paralUks entre elUis^et passant par l,-^ pitd^ dfs nrdonnéêt 
PM ,QN,tic.,la «uife des points m^n^etc., déterminera une dcini-eilipse BmnaD. 

Pour démoatrer celte proposition, prenons un point sùrlè ptoloagetnent de BD , et 
menons par cr point les droites D'A', B'a', respectivement parallJjlcs à PM eti P»; puis 




cjlindre parallèle aux droites (Mw», M'm'), CSn ,ÎNV/') , ctc , il cruipr.ra ]r pî.nVi R',/ 
▼antuue courbe (B/n^uiD, B'a'),qui aura pour pi-ujcctiou boriïontale la ligne en i{uestioii. 
Or, la courbe (BmnaD, Va") ne nn. antie cfaoea.qv^oae frtjeiAîaii oUîqae.iln daai- 
cercle sur le plan Ha ; donc cette courbe sera une ellipse (589): doBC la I^ne BmnmD, 
qui est sa projection borisoDtale, sera aussi une ellipse. 
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Pl. 4ii>. H l'i-i 'ju<! le carde entier tmqucl appartient BAD, dotiDenaît l'ellipse entière. 
^v- & Gi4i Lt àoaaiae k projection de k UAgodWL «n* coutbe eil la Uogente «le la ptojflo- 
tton de cette coarlie (*) , on voit quê le point T, ds la tangArtrlilk NwlM«àkflikei» |ir«>- 
t i tion oMiijue, et que Tt/i sera lu tangeate ca m à la ligne BmnaD. 
Il ai^ttUe là (|<tc ics tângjealCÂ cpfietD, à cette l^oe» sont Içs droite» B/>,J>;, parallèles . 
. àPfl»} que la tau^eiituena ot fa«froile/>y, parailtib k VD, et q«iedi|. CÔ, aontlea dami- 
dîainètratcimjugiiés^fauxdehdeim-dUive.Qan^ 

Fm- 4- 6i5. Problème i". Etant donnés un axe AA', et un,jpoiatH<tune 
ellipse , trouver f autre aàce, 

Sappoeons que Taxe dodbé a^ le- gmd vxé , et da pmat M comme 
centre, avec un rayon égal à la moitié CA de AÂ', décriyoos un Arc rK; cet 

arc rencontrera en un point t) la perpendiculaire Iflî', élevée k hJi' par le 
point C, et si l'on foint les points M et D par la droite MD, cette droite 
coupera le grand axe AA' eu un point tel qu'eu prenant C3âaBGB'=3 Air» 
BB' sera k petit axe demandé (611). 
Fif. 5. Si l'axe douté. AA,' tftaitk'pelit ue , av«c sa ^ AA « .comuie rayon , 
oadiàtii»il^d»p(MBtMooauqiec«^ Qetiar«f<nfiOoiwnikm 
un p(Hiit0 la droite Bl^jdlevéeperpeadiculairemeat^ AA' par le point 
tel que CA = CA' ; on mènerait la droite MD , qui liait couper AA>en'«kL 
point «, et BB' asaCB sa ^IAjç, sec^t k graad axe demandé. 

6t6c Paoblèue 1. C/m tÈafàeêàmiquê A haat circulaire et un plan étant donné» s dé- 
termher lertr inters*ctioii *h oonÊtTulKUUpbtdwtf tyttèmé$ d* diamètm ctOifaguéa dê 

cetiM inlers*ction. 

Pi 43. On a TU précédemmeiit (545—549) que TUIIV ètux la bsse de la sorfiioe cooique , (S , 
4. S^)foa sommet, et (AB, BD) le flaaooapant, il suffisait de mener par le sommet un plan 
(*'<i,*S'), paraUèlcà (AB,BD), pour coostruîre autant de systèmes de diamètres conjugués 
BD), (vu, BO), qu'oa aura déterminé de systèmes de cordes polaires TR, VU, dont 
I« pAÏes 6 et 6' wImiI volt m'm. Or, chaqoe ajstème de diamifrel omqaguÀ donnera 
quatre points de la section, et les quatre tangentes correspondantes; on n'aura donc besoin 
qup d'un petit nombre tîe cordes polaires , telles que TR et Vll, pour déterminer l'inter- 
section demandée^t il serait superllu de nous arrêter ici auscoastrnctidm &i'aire< 

Si la àeotion était hyperbolique ou parabolique.onopérerailooBune fl rMedaa^** 
554-<Silé,atâéi-566. 

Les mômes constructioM t'appliqueraient an cas pti la trace XURV Mrak uqe section 
conique quelconque. 



(*3 II est ailé de rou que Ica ruioonemeiu du a** <)<} »*«ppliqaeat au ut d» pcojeciioat obiifiu* comm k 
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d'un piattj trouver /es c/.ré'S de cette intersection. 

'i>JSoit ICUEV iaixuK «Jm Mnlaoc doilaùél^ott «'« l^a&o des pok» ^ la tecUon (;5i^) , VI. 46. 
«rfh,iw>it»lkiii«l>WMi>l ilBi'bwidiÉliliWttW'J^ Fig-S- 
• ''liittu < W M (ht cdnUre C ile 'IWVlk'pÀrpèUâtetilà^ lor «'«Jinr le ]wint« 

'cÀirei^O^wr C«: le pointO" sera le pMc iiitérieur âonitoui tel Gonju^nés snit sHuÈKur 

cette droite , par ce point nOU n UM aerO C » la tangente OV ; nous déterminerons le point d« 
contact V, nt nous frrons passer par tf jioitii , «;t pai le jwint O", la droito VO"0',qui ira 
conper en un point O l'axe « On sail que les points O et (X seront deux pôles conjugués 
i O^; qsfÛ cof ta pOn dra à cet filles wi •jrtfane de dUteitMs oon|tigiiéa, et que l'an{;le 
Otty sera celui c!o ers diamètres : si d >nc? roi ,-iiiglf était droit, ces mêmes dîmèlKt se- 
raient les axes demandés. ElcTons par le point s la perpendiculaire êd à aOf, et portons 
aO en sd, au moyen de l'arc Qdi il eat d«ur qnc.$i les pointa O et <y oerrespondaicnt aux 
aset t le point (/ se trouveraiten O sur la droite mm : donc si l'on prend anr cette droite 
une suite de points tels que le pjinl C); qu'on en déduise une autre suite do points 
teU que le point d ; que par ces points on mène une courbe auxiliaire adxmyn* , cette 
conlie iim OMper la droite ar • nûtaiit deux pôles * et a qui oorreapoodront aux ases de- 
uandés^et oeip61«a étant ooonna, on en déduira facilement oei axe*. 

Il est a!;é de voir qa^Ia oourbe «oiiliaiTe adsmjfn* a pour asymptote la droite per- 
pendiculaire i <c. 

61S. niera bien important de ne pas oonfimdre 1espAles»et &,qui ae correspondent , 
aveele point j^t où ^ coupent b courbe «u/xm^/i^ et la droite m' m. Pour cela, il faudra 
opérer avpc beaucoup d'ordre; prendre (i'al)ord le point Oà l'infini au-de-ss us de pren- 
dre les antres positions de oe point as^ex voisines les unes des autres^ numéroter la suite 
dae point» tds qne O, k amie des points tclc qve CK> et la anîte des points teb qne </: 
alors on Terra que le point ne cor r espond , comme pdie , ni au point ni au point s; et 
Fon reconnaîtra que ce point étant sur un arc^Y, décrit du point * eorame centre, il ar- 
riTequelepointOétant en Y, lepoint(/e«ten^, sam pour cela que les points ï ct^, 
anakignes 4 dl «t 0| ooincadent en nn seol. 

Cette particolarili lient i ce que l'idée de rapporter le point O en transforme la 

question À résoudre en une autre, qui n'est pas identique arecla première, et qui a une so- 
lution particulière qui u'apparlicnt pas à celle-ci. Toutes les lois qu'on emploie des courbe« 
anxiliairei, il fani, de crainte d'errenr , esaminer neette ctroenatanee n'a pas tien, ^est-à- 
dire vérifier si cITcctÎTenicnt les solutions obtenues sntisTint an jirnhlcmc proposé. Ici il ne 
s'aura que de reconnaître que le point a est bien réellement le p6le oonjogné du p4le x. 

6^ Pmomjc^ux 4- CorwaifiMiU V intersection ttuH ^Uncbm à ftoM dreuhvt 9t ^un 

pttm^tnumr ies axa df ci tlc irilerseclion. 

Oniait (571) que les droites Cf , CC, étant menées à angle droit par le centre C de la pl. 43. 
baaeetreiilaire, ces droites couperont la trace AB du plan oonpant «u devx pfles f «t C» "l- a- 
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«4o uvRK iv^MltiT^EÉÈÉàrïàiià db sûKfacbs. 

n. ii- teb 4ve lerdfoi'tes meaéM 'pitf''^>AM\ <lk>|in*^ le 'MN^^^^-i/^ ^li'iéMMI> Ment 

^'K- ^' entre elles un aii^'lf: f!r oit . . i 

Fis- 5. Doiie,TUAV étaut laUte du cyltuiire^AB étant la U:aaB4ti»^l«aJGDa{>^/dl y étant 
le nbkttMMatduetntiedélrMctionhiÉtowdeAB, n-roddkveMir la miliai de €y h 
perpendicnluiv auty iqh encontre AO en m, i^t (jue du point m, ooinme centre , 
avae vC CWnwB^Wyon > ou décrive le demi-œrcle l^Cyç , oe demi-cercle sera tel que les 
angle» {Cf » Z'Xf ., aoïenl tous dçux droits^ 1)B« points 4 et ^ seront le» p<>les comcpoodanji 
auK,axm de Upeotian , fk Ipe.énoita Ij^i^fri^aerait le ia|iay«awit de «aMsak. ... 

i . • ' ' ••■.(' •*:'..;• •• ' 

-• * . ' •••.<>•. ( . • HH, 1 • ' i" <• . 

. i . î 

• » • ■ - ■ ■ r. • * •> 
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LIVfiE V. 

QUESTIONS DITEKSfiS. 



CHAPITRE PREMIER. 

Déi^loppement des surfttces. 

6ao. Les surfaces développables sont fréquemment employées dans les arts 
à cause de la propriëté,J(jui les caractérise, de pouvoir être déroulées sur ua 
plan , sans éprouver ui déchirure ni duplicature (a55). 
. D après cela, la questioa de développer une sur&ce développable, et de 
rapporter sar am développement les transformées des cmnlies qu'elle oôn-' 
tient (4^)» est une question Importauté à laquelle 3 convient que nous 
nous arrêtions. On a déjà vu (43o et 44^) comment elle se résout pour le 
cas du cylitidre droit et pour le cas du cône droit; nous allons la résoudre 
dans d'autres cas plus compliqués, et nous exposerons, dans un problème 
général > les recherches qu'exige la solution complète du développement 
d*nne snrfiuie'dévdoi^MliIe donnée. ' 

6a I. Problème Étant donnée une surface cjUndrique quelconque, 
ûndÊmandede constmb^sonéépelûppement, de mpporttrweet^lop-' 

àla transformée d» cette eçÊÊfbe-, par, m pàint ckom aiiiinùrtauM *m 

éette transformée. 

Pour résoudre ce problème , nous rema^<^ue^on^i que dans le développe- 
ment d'une surface cylindrique , tous les élémens de cette surface sont 
aëcâatairemeut parallèles entre eux ; d'où il suit que toute ligne tracée sur 
nncjlindre, de manière qu'elle coupe perpen^ifcnlatrement tons ses âë- 
mena, est une ligne droite dans le déveltippanent (4S0). Or, l'inleisectioii 
d'une sur&oe cylindrique, et d'un plsapopfmdicnlaire à ses ââncnSf .e^t 

3t 
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une courbe porpentliculaire à ces nirmcs elémens ; donc celte courbe 
se transforme eu une droite sur le devuloppeiaeat de la surface cylin- 
drique (♦). 

6aa. n sait de là que le dévdo^wnient demandé s'obtiendra en rectifiant 
cette cowbe , et en munat ptr diacun de ses points des droites qui lui 
soient perpendiculaires; car chacune de ce<; (Iroites sera un élément de la 
surface, et leur ensemble formera évidemment ce développement. D'après 
cela, il Ta être facile de résoudre la question proposée, 
pj. 47. 6a5. Soit (ABC, l'C) l'intersection «Tune surfiice cylindrique quelconque 
avec le plan horisontal» et (AD> kVJ) l'an des âtfmena de cette sarfaoe. 
Ponr obtenir son développement , noos mènerons d'abord un plan quel- 
conque (FG, GH), perpendiculaire aux élémens du cylindre, et nous 
chercherons son intersection avec ce cylindre. Pour cela, nous les coupe- 
rons l'un et l'autre par des plans vei licuux parallèles ii AD ; parce que ces 
plans , faciles à r^résenter , donneront à» Jignes droites pour sections 
avec le cyUndre. 

Le plan de construction AD, par exemple , coupera la surface cylin- 
drique suivant les deux elémens (AE, A'E'), (CP, CT), elle plan (FG, GH) 
suivant une droite passant par le point (D, D'). Poin- avoir un second point 
de cette droite, on mènera par un point quclcoii(|ue II de la trace ver- 
ticale GH, une horizontale (U IS,^ UN ), située dans le plan (GF, GH); elle 
peroén leplan AD snivantle point (N, î\'), et la droite (DE, DIS'), menée 
par ce point et par le point (0,0% sera la ^ite diracbée. An moyen 
des sections (AE, A'E'), (CP, CP^ et (DE, DT.') , on déterminera les 
projecllons verticales P' et F/, des points de l'intei-section 'iitués dans le 
plan auxiliaire AD , et ensuite, on les rapportera eu projection horizontale 
eu et£. 

• CnefoisqubKawndtflniBiaéJa^ifMfetoDi^ de la projeotioiiiiartip 
Mè» dW>MCtMn dn plin'(FO» 43^>«iMc«a'pkni-attxaiabe AD, run i pl a i 
4ak fe«ms vplatai miiliairet deviendra très simple. Eiï effet, soit IK un de 
ces plans; il coupera la surface cylindrique suivant les élémens (BK, B'L'), 
(IM, l'M')» et le p!att(FO, GH) suivant 4a dmite (Kl,, K L'), menée par 
le point (K, K') paralWewent à (1>E, D^E*), oe qui déterminera tout de 
Mutekspoint8(L, L ), <M, M'),de4'interaeetioti«fhen^ée<LP^, hTn'Wy, 

: • . " . '.'>r .'^ t j i'- ' . ' ■ 

Duaslea atiiî,*pin 3oMiê1« w^ ltan drt& aux lignes'ffuneturfiMX Aifàbfilf^ 
qm H vnuigBBi cv B^UBtiif ome lai ie iMtePi|>piwsBii* *ia vme iiuini» 
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Il MitlMile ds k ééenn, dès qu'on anm «ooailrak «i noailMn mCsmA 4y> 
de pointeteb que (E, F), (P, F), (L, LO, (M, M> . 

6a4. U s'agira ensuite d'obtenir la ligne (LP^^M , LT'ndfO da us sa véri- 
table grandeur, afin «le pouvoir la rt'ctifier. Or , il suffira pour cela de rat- 
battre son plan autour de l'une de ses traces GF ou GH. Supposons que ce 
soit autour de GF. Lu point (}uclcon<^e (L, L'j décrira un arc de cercle 
vnticai LO, dont le centre «en enK et qui aura pour leyotiri^ypol^we 
d'an triangle rectangle dont an c6të seii l'hon^ontale LK, et l'autre <sMé 
la verticale IL'. En portant donc cetts bypotennse de K en 0 s^r la droite 
liO, on obtiendxa le point 0 , rabattement de (L , I/). D après cela , il sera 
aisé d'obtenir la courbe OSQ, rabattement de (LPnM, L'P'/i'M'), autour 
de GF. V.ti rabattement KTll de la même courbe, autour de la charnière 
Gli, s'obtiendra par les ^jèmes moyens; et deux çoui'bi^s US(^^ UTlj , 
dont nne seule avnjiÀxttaire, derront^lrej^rfittleni^ I 

6a5. Blaîntenant » divisons la couiiie OSQ en arcs XY^ YS, etc. , 
VO, OZ, etc. , assez petits pour qu'on puisse supposer, sans erreur sen- 
sible , qu'ils se confondent avec leurs cordes. Ensuite , ayant mené une 
droite quelconque </Vy , portons, à partir d'un point t' de cette droite , à la P'- 43. 
suite les unes des auti'es et d'un même coté, les parties VX, XY, YS, etc., p|**^g 
en VX , xjr, js, etc. Puis , portons de l'autre côté les parties VO , OZ, etc., Fij. u 
en PO, M, etc. La ligne indéfinie q'q présentemb recrification de la conrlie 
OSQ» dont la longueur est censée infinie lorsqu'on imsgine qu'elle est 
formée par un fil qui .se déroule de desBitt Ini-mteie pcmr donner q'q. 

Cela pose , élevons par chaqiip point c, .r , r, , etc. , r, o, -, etc. , de 
la droite indéfinie q'q , des perpendiculaires à celte droite. Chacune d'elles 
représentera un élément du c/lindrc donné , en sorte que le plan mdéfini 
re p ré s e n tera le développement général de ce cylindre , et que la partie 
*— fl|lll<Mi entre les clémcas indéfinis q'a'^ qa, représentera )• pKlii qui 
correspond à une simple circonvolution du la courbe OSQ. 

636. Soit (ABC, l'C) la courbe dont on demande la transformée. Il faii^ 
Ura, pour obtenir cette tran.srQnnée , prendre la longueur de chaque portio« 
d'éléneut (PC, P'C), (UB, hB), (Ml, MT), etc. , et la port«r, savoir : 
|».pi«BBi^ (PC, P'C) sur la dwÀs çf , depuis le point qui tnpeémnp^M 
point y, ou, ceqaiiemitai»iBii«ii« qui wpN i linti i li point (PJ^O^jutr 
qu'en cj la deuxième (LB, l/Bf) sur la droite ob, depuis le point o , qui 
représente le point O, ou, ce qui revient au même, le point (L, L'), 
i«sqtt'cn b} et ainsi des aatre». OadéctinensniK une conrbe ^ffjfcM » paa» 

3a.. 
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PI- 47 sant par les points obtenus, Cf i, a', etc., et cette courbe a<;ra iu traus- 
fi>nnéede(ABC,I'C3. 
>• n ett évident que cette tnosfonnëe ^(étand 4 l'inftii per ses deux extré- 
mitéi (4Ss)y et que la pertie àféa correspond à «ne droonrolntioa de 
(ABC,I'C). 

697. n s'a^^ encore de mener ""line tangente à la couibe o'ca par un 
quelconque 6 de ses points. Pour cela on construira d*a]>ord rëlément ob , 

qn\ contient ce point sur le dévcloppoment ; il sera facile dVn déduire le 
point (L, li') de la courbe (LP/iM , L'F«'M'), lequel s'applique en o quand 
on rectiiîe cette courbe, et lorsqu'on connaîtra le point (L, L') on mènera 
l'élément (BL, BX'), qui déterminera le point (B, B^, correspondant an 
point b. Far le pmnt B on mènera la droite BF, tangente en B à la trace 
AliC; on en déduira la tangente (FLW, FLW), i la courbe ÇLhM, 
L'fn'M!) en (L, L') , ainsi que la tangente OF au rabattement OQS. 

Les tangentes FB, (FL, F'L'), étant dans un même plan, tangent au 
cylindre donné suivant l'élément (BL, B'L'), elles formeront avec cet élé- 
ment un triangle (FLB, F'L'B'), qui ne variera pas dans le développement 
du cylindre. Or, ce triangle est rectangle en (L, L'), le côté (LB, L'B') 
égMe çb, le c6lé (FL, F'L') égale FO; donc, si l'on porte FO de o en/, 
et que l'on mène Jh, le triangle ^fiA sera ^al an trian^ (FLB , VUW), ISt 
comme l'angle (LBF, L'B'F), de la tangente et de l'élément, nu varie pas 
quand <m développe le cylindre (497)> la droite Jb sera la tangente cherchée. 

On remarquera que la droite WTJ, menée par le point W', où la tan- 
gente (FL, F'I/) perce le plan vertical, et parle point L , rabattement de 
(L, L'), est tangente en U à la courbe RTU; et que la ligue WU ^a|e 
(LW, L'W). 

G28. Exécution de Vépure. Le plan (FG, GH) étant une des grandeurs 
les pins importantes de l'épure, onasnpposé que ce plan exisiaitdansrei^ 
paœ. n est dair qn*il cscbe» en projection boriiontale, toute là partie dn 
cylindre située au-dessous de la section (LPnM, LT'nW); et qu'en pro- 
jection verticale, au contraire, c'est la partie du même cylindre, située 
au-dessus de cette section , qui se trouve cachée. D'après cela, il est aisé 
de déterminer les lignes pleines et ponctuées de l'épure. ' 

699^ Problème 2. Étant duméè' une surfine conique , on tkmamk 
dmponUmin U.déifdoffemmtféB ntppwter iwr ce déimk^emen^^une 
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aourbe doutée sur la surface corUquê, €t de ntcuer une tangente à la ùatis- 
^frmée par un quelconque de ses jx^nis, 

t Powodbf noiisimarqiieroasqaetomlesélémeDs^'iuoôoeseGroiam 

sur son dUvdoppement suivant le point où son sommet se trouve appliqué. 
Si donc on prenait sur les <;l('mons de la surf":ict: donnée une suite de points 
également distans de son sommet, ils formeraient nécessairement sui' cette 
surface une courbe particulière , qui jouirait de la propriété de se déroulur 
•oivant au oerde sur le dérdoppeaieiit demandé* ùr, il eit dair que oette 
oooilie n'est antve choee que rintenectxm d'un o6ne donné arec une libère 
ajent «on centre eu flommet de ce otoe. 

65o. Cela pos^, concevons qn*On nt construit une telle courbe : il sera 
facile d'en déduire le développement de la surface donnée ; cai* il ne s'agira, 
pour cela , que de rapporter cette courbe sur un cercle d'un rayon défer- 
miné, et toutes les droites menées par le centre de ce cercle, et par les 
points de sa circonférence , représenteront les élémens de cette surface et 
fer meront son dévdoppement. Cest ce que Tapi^cation à un exemple va 
adierer d'édaircir. 

63 1. Soit (A, a) le centre de la sor&ce conique donnée, soit BCDK sa H. 49. 
trace horizontale, et soit am\e rayon de la sphère par laquelle nuus.dlons 
couper cette surface conique dans le but d'obtenir k courbe dont la trans- 
formée est drcnlaire. 

Popr déterminer oette oonriie, c'est-à-dire llatersectîon (MIKH, nikh) 
du cône et de laiqAàffe dont il s'agit, nous aUons couper ces'deme sup- 
£ice8 par des cônes droits verticaux dont les centres soient en (A, a). Ces 
cônes auront pour intersections , avec la sphère , des cercles , et avec le 
cône doruié, des droites; et les points <:onnnuns des cercles et des droites, 
qui correspondront à un même cône auxiliaire, appartiendront à l'inter- 
sectiom clmchée. 

Décrirons donc, du point A coimne centre, un oerde quelconque 
CFE, que nuuH prendrons pour base d'un des cônes auxiliaires. En géné- 
ral , ce cei-cle rencontrera la trace liCDE, du cône douué , en pliisietirs 
points E et C, auxquels correspondront les projections horizontales AC, 
A£, des élément d'intersection du cône douiié et du cène auxiliaire. Le 
point F étant en projection verticale en /, k méridiemie principale du 
otoe.sera la droite (AF , af) ; oette droite rencontrera la méridienne (LM, 
tgm) de la sphère en un point (O, g), et il est clair que le cercle (IGHL^ 
gt) sera l'iniessection de cette ^ère et di4 cône anxUiaire. Sfais ,oe cer- 
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4o- de, «t loi ûimtm projetés ItfHÛODtalsnMit en AC tt AB^ w reiMMi» 
treront ndnnt les points dont les projectkNis luiriaontalet sont en I et 
H; B donc on met ces points en projection vertic^e sur la droite Ig , 
on aura deux points (H, h), (U ô» de l'intienectioa cherchée (NiKH» 

nikh). 

En menant de nouveaux cùacs auxiliaires , on aura de nouveaux points» 
tels qne (U, A), (1, t), et Ton pourra décrire cette courbe. 

Pour le tnoer avec esutitade» il mib bon decooslrcire pknMnim 
points singoliere qni correspon d ent enx contonrs des ppo j ac t ion e twliciles 

du rnne et de la sphère. ^ 

Le point singulier qui correspond au contour (AB, ab) , par exemple, 
sera dans le plan vertical AJJ ; or , en ramenant ce plaa en AQ, le point 
(B, viendra en (Q, , rdiëment (AB, ai>} viendra pur conséquent eu 
(AQ , 09) , et comme k mrfcidienne qihériqiie AB vMUn en (LU* Igm), 
il s'ensuit que le point cberditf se booTeia en (ft, r^. En remenant donc 
le point (R, r) eu (N, /<} , co dernier point œra. celui où la projection 
verticale <!c la roiirlx' (>iIKIiy itiAA) touchera la droite ab. On déterâiinec* 
parcillenitnl le point (K, k). 

Le& points singuliers qui correspondent ji^u contour (LMt ig'»), de U 
qphère, se trouveront encore pins feokwmnt, car il» «vont Im intamo» 
tions de la méridiemie (LBf , /g"*), aTCc les élémens dn o6ne donné mbÊét 
dmisle plan LM. (AS, est un de ces âémens; il rencontre (LM, ^m) 
en (T, <) : ainsi , (T, <) ert l'nn de ces points. D sen aisé de vérifier qw 
Vautre est en (0, 0). 

Il est clair que la uappe supérieure du cùoe coutieut uue secoude bran- 
che de Vinterseciionqni nous occupe; mais noos iftom ahstmdionde œMe 

6S5. n s'agiratt maintenant , pour avoir le développement ^ntmèt 9 
de rapporter la courbe à double courbure (NIKH, nikh) sur un arc de 
cercle t"'k'n6, décrit avec le rayon AV"'=ri/n ; mais, pour cela , il faut 
d'aJxjrd obtenir, par le moyen exposé n" 45 1 , «ne transformée de la 
courbe (INIKII, nikh), qui prcseate la véritable longueur de cette courbe. 

On déreloppeia èwc le «^lindre vertical TIKHNT. La tiwse TIKHNT 
ayant été Mctifiée w la droite TV, et le» iperpeniicnlaiies W, Vi, 
K'it', etc. , ayant 4»i élevée» par Ici points T, I', K', etc. , correspon- 
dant à T, l, K, etc., on portera sur ces perpendiculaires les hauteurs des 

pointa (T» <), ((» i) > (^1 » «»-df«sBua du plan horisootal, et 



Digitized by Google 



cïTAP. 1. -DéniiopPBsiBîrr nés surfactes. 347 

courbe t'i'k'h'u't" aura ëvidcnimcnt la nicnie longueur que la courbe à Vï 4s- 
double courbure (TIKILN, tikhn). 

6S4. GoaaaÎMaBt h ligiM ^ekViif, on la dinaeta en pulies Mses pe- 
tiles pour ^*«b puiiBe 1m ooMÏdérar oonane sraiiblanent droHa, et Toa 

portera ces parties » à la aoite les unes des autres , sur l'arc de rrrrlp 
<"Wfl. L'aiT t'i' trouvera en i'k' en /"/', k'h' on k'h", h'n' en h"n' 

et n'/" en «"8. Kn imaginant donc une infinilc de droites, terminées au 
point A', et menées par ce point et par diflercns points de l'arc /"'A'd, 
indéfiniment dn côté cet -dernien points, rensemUe de ces lignes 
vepraaentera le développement de la nappe infijrienre dn c6ae donné, 
cocmpCRidante à une circonvolution de la courbe (NIKH, irilMi). 

n est aisé de voir qu'on aurait le développement de la nappe supé- 
rieure en prolongeant les droites en question de l'autre côté du point A'. 
Quant aux parties du cùne , correspondantes à de nouvelles circon\ olu- 
tioos de (>Î1KH, nikh)^ on les aurait en prolongeant indéfiniment, et par 
SCS dent extrémités , la UÊmêormée/fflfhfi^f, et en portant «s diÂîrentef 
pntiea sur le oerde -entier ^V^^ On voit qa'alovB les dnxmTdvtions nue» 
œssives de la sorfroe donnée ^af^iiqnecaîent les nncs sur les antres. 

635. Proposons-nous maintenant de rapporter, sur le développement 
obtenu, une courbe quelconque BCDE, connue sur le n*ine donné. Soit C 
ua point de cette courbe qu'on veuille avoir sur le développement. On 
mènera par oe point la Amite AC , projecti<m horiiontsle de l'élément 
çonespondant; cetie droite déteimidera un pomt (I, t) de la ligne (NKH , 
nûcfi) ; on construira la longueur af de Tâément AC ; ensuite, on rapport 
tcra le point (I, /) en i\ sur la transfiMinée t' i'k' h'n' t", puis en î", sur le 
cercle t"'k"^ : par le point i" on mènera la droite A'i", on prendra sur 
cette droite A'C = a/', et le point C représentera ie point C , sur le dé- 
velu|ij>cnieat du càae donné. 

On oooslniin de k même naniÂre ks pomto Sff Ig, W, ff, tfA 
TeprésaOaA S> JD^ B, fii, «t IVni aam la tfanafiaaiiée StCHifB'ff âB 
BCDE. 

636. Enfîn, proposons-nous de mener parun point quelconque C, de 
la transformée S'C'D'E'B'S", luic tanj^ente à cette courbe. Pour cela, nous 
rapporterons d'abord ce poiut sur le cùue donné. Or , l'élément A'C coupe 
k courbe ^C'k^ en nn point t"; si donc on rapporte ce point en j' snr 
ifii^ift^f, que Ton ooastmise le point l # et ^a'nn nppoits «e demkr 
. point «n il est dair qne lef^ (I» 0 ''■^ ^ ooittyondant deA 
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>'■• % sorte qu eii mettant la droite ÂIC, elle dëtermiaera le point C correspon- 
_ daiit de C. 

ConnaîssMit les deux points (I , /) et G» il s'agira de mener par oes pointe 
des tangentes aux comlies respectives avzqneilas ils «|ipartieniieiit. La 

courbe BCDE e'tant une courbe donnée , on devra savoir mener sa tan- 
gente ex , et cette t.-int^cnte sera la trace du plan tangent au cône suivant 
le point (\ , i). Par ce nu' me point (I, f), on mènera un plan tangent à 
la spiière ; il aura pour trace horizontale une droite VX , qui coupera 
ex en un point X ; par ce point et par le point (I, /), on mènera la 
droite (XI, xi), et cette droite sera la tangente en (I , Q à la conibe 

(NIKII, nikh). 

L'élément AI du cône donné étant un rayon de la sphère , et la tan- 
gente (XI, .ri) étant dans le plan tangent correspondant, cet clément et 
cette tangente se couperont à angle droit ; donc le triangle projeté en GXI 
sera rectangle en (1, /). Mav on sait (49?) que pour avoir la tangente en 
Ci û suffit de construire Fan^ en C de ce triangle; si donc on mène 
perpendiculaire à A'C, et que l'on construise Hiypoténose égale à 
Cr , la droite C'x' sera la tangente cherchée. 

On pourra encore porter XI de 1' en X', on mènera la droite X'»' 
tangente en /' à la transformée t'ik'h'n't" (5o4); XT sera la véritable lon- 
gueur de (XI, xi) : en portant donc cette longueur de t' en x', il ne 
s'agira plus que de mener par les pointe C et je^ la tangente j/C. 

. 657* Exécution de féfmt. La sphère auxiliaire étant une des gran- 
deurs les plus importantes de répare, on a supposé que la calotte u^gm 
de cette sphère existait dans l'espace , et Ton a déterminé, d'après cette 
supposition, les lignes pleines et ponctuées de la pl. 4o- 

Il est clair que l'intersection (NIKH , nikh) est entièrement vue sur le 
plan horizontal , et qu'elle n'a de vu , sur le plan vertical , que le seul 
arc (TIK, Quant aux antres lignes de l'épure, il sera fiMsIe de déter- 
miner leurs parties rues et cachées. Nous ferons seulement obserfer que 
la méridienne ii%m cesse d'être ▼ue en 2 , et qu'elle ne recommence è être 
vue qu'au point o& elle coupe le contour ad» 

638. PmMàuM 3. ÈiaiUdoimiim hmçeSdtdMtofpMt, contMli» ««» dM^w- 

Pl. So. SoU (ABC, A'B'C) riiélioe arête de rebroiusemeot de la surface donnée. D après ce 
fanmaTaaTafiS, il MrafiMsOedeflOBitrttifeMiilaatd'éléaMBsdeaelieaar&eeqi^m 
nwanu Ssitdooc CU>,A.'D'), (EF,SP),(GR, &'ir)f «lc*»fMlq«w^ deeet éUmeai 
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«t , afin de awins embronilhr h figure, ne projetoiu, sur les plans de pro)ecUon, que les VI. So. 
ftortÎMit de cesBiéBiee élémens qui appartiennent i la nappe inférieure de nifliginde. 

639. Nous remarquerons d'abord que les positions successives (E, E') , (G, G'), (I , r),etc., 
d'un point quelconque de la grnératrioe, forment une hélice(D£GI.^,D'E'GT...), 

qoi a même axe et même pas qœ (ABC, k*V€j). En effet, la génératrice ayant toujours 
k même inclinaison, les longueurs (DA, D'A'), (EF.E'F^, (GH, G'H'), etc. , comprises 
entre le point ilrct ivaut et le point de contact (le l'hélice, se projetteront suivant les lignes 
égsles DA, Li , Gil, Ih., etc. , ce qui fait voir que la projection borisontale OEGI . . . , de la 
ligne décrite* stM la cfareMiffiiCMedfm cerde dont le centre est en O. D^na autre cÂté,iI 
est éTident que les points (E, E'), (G, G'), (I, 1'), etc., sont élevés au-dessus du jjoint 
(D, D') de bauteturs égales à celles de leur» correspondans (F, I: ' j , (U, H')^, (K, K') , etc. , 
av*desMS éa point (A, A'): «aA§ cm demître» sont proportiomîéllet au aree AF, AH , 
AK, etc. (i 10); CCS arcs sont proportionnels aux arcs £D, GD, IO,etc.;donoles hauteurs 
tics points (E, E'), (G, G'), (1 , etc. , aii-tlessus du point (D^iy^^aOAt prO|MCtiottllBllea 
aux arcs £D, GD , ID , etc. : ce qu'il fallait dtimoutrcr. 

6(ow Hfaialemmt je dis q«e toute liélice CDEG..> D'E'G'...)» litaée lor la suiftoe 
donnée, se change en un cercle sur le développement de cette surface. Pour le prouver , 
aopposons que les arcs DE, EG, GI, IL, etc., soient égam et infiniment petits : les portions 
de surfaces projetées en DEFAD, EGUFE, GDUBG, etc., seront planes et parfaitement 
égales entre cUes; dono lorsqn^m Ics>u|ipoctcra à ettlé leaunea desautna, eo difdi^ FL fs 
' y*'/**'» V> po"'' avoir le développement (Icnianrlé, elles formeront une ** 

courbe deg'i't, . . , qui aura en tous ses points une même courbure. Donc la ligne / 
degif. . .«qui re|iréientera, sur k développement, l'bélice (DEG. . D'E'G'. . .), sera 
k circonféreBoed^uD cercle. 

6 (1. Et comme une autre circonférence PQRS. . ., qui représenterait une autre hé- 
lice de la surCace,oouperait les droites d'à, *f,ghl, i/t', etc., en des points P,Q, R, St^etc, 
évidemment tek qtAm ait ^ s? «'Q=/R = t'S, etc., il s'ensuit qoelonles cesetroonfi- 
reuces seront coooentriques. 

642. Cela posé, considérons snr la surface donnée les deux hélices (DEG... , D E G'...), PL 5a. 
(ABC, A'fi'C') , et un élément quelconque (LD, L'B') , qui ne sera autre diose que la tan- 
«aoteen un point (B, V) de Fiiâioe {àSC, A'BTCT). Menoos par fo point (L, L') k tai»> 
gentc (LM, L'N') à l'bélice (DEG. . ., IVE'G'. . .) (i la). Il est clair que le plan tangent 
à la surface donnée, suivant l'élément (LB,L'B'), aura pour trace borisontale la droite 
mitetoomme k droite LB m trouve, dMihfigare, panlftle à h 1i|pe de terre, k 
droite MN, néoeisairement perpendiculaire & U,Mra perpendiculaire à N'D" , et k traoe 
vcrticak- de ce plan sera la droite N'L'. Or , concevons qu'on ait développ'; l'Iu'IiçoVJe sur 
lu plan tangent (NK', JN'L') : les élémens infiniment petits ux , j^s , des hélices (DEG. . . , 
. iy'£'G'...),(AK...,A'KC...),a*aurontpasébaiigédanskdéve]oppenent,etMtnm- 
' venmt appartenir aux circonférences qui représenteront ces hélices; d*o&nifl(at con- 
clure que les tangentes (MI., K'L'), (LB, L'R'), détermineront le centre commun de 
ces circonférences, et .par suite, ainsi qu|on va le voir, k développement demandé. 

Eiéenttms cea caostruetiiMU^ fltponrceh,nb«ttoae1epkn (IIIÎ',n'L')anloBrdeinr 
«nrk plan horiiontal. Le point ^,L0 nendm ifalwttve en /, k point V) cn&, h 

3n 
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Pl. 50. liRne (KL, WLO en Ni , et le* droiles (ML , S'L ) , (NB , IS'B ) , respecthMwiit tangenlet 
JaxhkeniPBO. . ITE'G'. . ^ABC. . . , k'&C . . .) , ««(L*L')* (», V) , Tiendront 
f'aljattre en M/ et N6. Ces raljattemens M/ et Nô , seront , comme non* venons de le dire , 
Ira tangentes en / et i, aux circonférences qai représenteront les iiélices Çi)EG.,. , 
lyrc'. ..). (ABC, A'B'C), doBB, ai toa ptf k peint I, li» perpendieiihiffeàMi, 
et parlBpohit6,>oper|>cndicu1arrcà N&,lepoia(leien lecentM deceseireoofiraneae» 
et leurs rayons seront les droites io et ho. 
5" 643. Prenons donc un point d sur un plan, et dècri»on8 de ce poinl comme ccutre , 
«vec les rtyoM of ssol, «n'y sac*, ks etfootiffrenee* d//e. . ., ^fA'*'. . . Eimnie, 
, portons les arcs DE, DG, etc. , de D* cnE*, de D' en G'.ctc., sur une tlrolte D'C ", et 
*' ayant élevé par les points E", G etc. , les droites E"E" , G'G", etc. , perpcndiculairfls ii 
D'G", portons sur ces pcrpendicubiree les haotenrs respeethes E*E*,6*€^, etc., de» 
points (E, ïf),(6,<«')» en^de^snedu plan horizontal : il est dair que la droite DT"G*... 
sera la transformée de niélicc (DEG. . .,1)'E'G'. . .)• D'après cela , si l'on porte les ligne» 
D'X", E'G", etc., de d" en e, de en g, etc., sur la circonférence de'g'f . . et qu'on 
miîne par les points </, e, g',i',t..., corrcspoodâM à (D, ly) , (E, E') , (G, C) , (ï, T) , 
(L,L'). . des droites tta', *'/,«V/, i'k', tU. . ., la figure. . JCg'/da'fh'k'b' . .. sera le 
développement <Te la partie de lliâisoïde donné projette sor le plan horizontal en 
...LIGEDAlllO... 

644. Si Von wot ol>tenir le aéfdoppement de la portion de la nappe snpérieore 
«et comprise entre les élémens (DA , D A") , (l-R, L'D') , et qui est terminée au cylindre 
vertical DEGIL, il ne s'agira que de prolonger les droites (fd, tb' , jnsqu^aux points r 
et f , où elles coupent la ci rconférence d t'git . . . , et la portion rdf h' k' b' têTi du plan de 
la figure, sera le développement dierdié. 

G45. On voit, par ce ciiii vi.ut d'être dit, que lorsqu'on diHeloppc la surface donnée, 
l'arétc de rebrousstment (ABC , A'R'C) se plie sur le cercle dfh!k'. . . , suivant une in- 
finité de circonvolutions de ce cercle } que les élémens deeette surface derîennertt des tan- 
gentes an même cercle; fW le développement demandé s'applique sur le plan dit tout 
enlier, i la réserve de l'aire enfermée par la circonftrcoce db'u, ct qne chaque nappe 
couvre ce plan un nombre infini de fois* 

646. Une courbe quelconque éta<ft donnéfe snrTMiçcSâe, il sera belle de rapporter 
cette eourbe snrle développement obtenu, et de mener une tangente à sa b-ansGMmée: 
nous ne nous arrêterons pas aut con^tru. fions qu'il faudrait faire pour cela. 

64" Il suit de ce qui préciîdc que si Tou donne à un moroeaa de carton, inatenslble 
et éminemment flexîHe,la forme if*yWir///'<i^<r,elqi?onifliBrar^ 
inrnaarcd'hélicc(AllD,A.'Hin.ïeearton coïncidera avec la surfacedéveloppable.lonnée. 
Nnus dwluirons de là un moyen très commode d'exécuter un modèle d'héliçoïde : on con- 
«. 5i. struira une hélice sur un cyliudie,et l'on déterminemte déreloppcmentiMi*»! •♦•♦•*»f 
Rg. a. aedenxportîon8co«t«aponaantesdesde«nappesaelasnritoBdév«lo|ipaMedonlcelte bè- 
lioeserail l'arètede rebroussement ; on découpera , dans un morceau de carton trësmmcc et 
très flcxil)lc, deux pitees, l'une égale à l'aire •C^./iJ- , l'autre égale à l'aire m^-^^tm ; on dis- 
posera ce» pitecs comme dles b eonl dane la figure, et en la -pnssant mirtoar dn <g*nr 
di«,de maidèreqursilesaeoooilMstdaijsdes sensioppeeéa, «tqoBl^are A 4a>b^ ^ 



Digitized by Google 



CHAP. 1. J)£V£LOPP£91ENT DES aORVACES. 



commun, coïncide avec l'hélice tr.ncén sur In cylindre, chacune d'elles fnritirra la jvorttom PL 5l. 
d'une nappe de rUàifdide corre^ n da n te à oeUe que fonnera l'antre pièce »ar l'antre V%* 
aippe. I)^o& l'on YMt que l'eiMidds te d«BX pikH dn cMioa doat a 
iMdUe «tnek f on MiçoMb «t de loii arête de ivliv^^ 

648' Eli général, en passant un morceau (U- cnrlon a^y f'ri't^» terminé à dcax arcs 
decerdes oonœatriques Jit, Cy^a^i autour d'un cylindre droit qneloonqtte, entendant 
l'aie lor ee cylindre, et en hiiiastd'ailIeQrs le carton (supposé fleziUe et inezten- 
aîUe) parfaitement lIbre,3foraMraune portion d'hénçoïde , mais dont Farète de reimM^ 

«enient se!ra d'ordinaire sur un cylindre i)lu-. jwtit que le cylindre employé. 

£n eOTet , les tensions exercées aux extrémités de l'arc intérieur ait derront le faire coia- 
cMer avec lapine courte ligne qu'on pnÎMesMBer entre cet extrinûtét mr h swAice du 
cylindre ; or , l'hélice est cette plus courte ligne, car elle a pour transformée une ligne 
droite sur le développement du même cylindre : donc l'arc adt se pliera sur le cylindre 
suivant une hélice. D'an antre côté, deux charnières consécutives qadconqoes , suivant 
InnqnnlTnn lit rnrtîm anra mbi la flexion , feront le mène angle entre ellea , et seront lilaéaa 
delamAneuMniicefar raypertàrazedn cylindre, parce que tous les point} de l'hélice 
«Oi étant placée pareiUcaMnt, par raj^ri au cylindjrs et jpr rapport à «(jrface di» 
carton , il ne poerra rien arrirer de particulier k ancnn d'eux. Donc les flémeû-de Pa> 
jrète de rebrousseroent , sur lesquels toutes ces diamièrcs .se couperont deux à deoXyf^ 
ront 1c mônio nnr;1e nyec ra\edu cylindre, et en seront 4 det distance» égala*} doUC Cette 
arête de rcbroB»$emcut sera une hi^icc : donc^etc. 

Ilafateaanfc i«Msaf|isomc|«r l'en ponsm inaKeee plwonaiefau tuo^ snr leicgpUate 
dminé, et nous verrons qu'à chaque incUnaieon ii OBWe i pand on kéllçoirde partiadâeri 
Pour chaque béliçojde , l'angle des caractéristiques , et de l'arc eitt , sera constant -, mais il 
variera d'un héli$oiide à un autre : er, si cet augle est uul , cUes seront tontes tangentes à 
rbéUce«6f» et cette hélice aera par oonnqnent barète de reliraaasenMnt. H est dair que 

pour toutes les autres v.ilfiirs du même an^lc, l'arête de rebrousNement SCra située dans 
Pintérieor du cjrlindre donné ; qnc si œt angle est droit, le pas de FhAoe «6i sera nul, 
^*dle sa védnira à an eerde, et que rhélifoiide sera nn eéne droit 

ondutladasaiMr; v t 

649» PfiouL/.ME oisiBAL, Un* nufiiee tUttloppaSlt qutkmtqiuiUuUtbmnià^eon^ 

On ue peut iudiqiter de méthode générale pour résoudre ce problème qu'en empruntant 

diaquc cas particulier ob l'on oonnaU, sur une surface donnée, nneewirba don« la trans- 
formée est connue sur le développement de cette surface ^ il eat teBjpaca |trTf\iff «folit»- 
nîr ce ddvdoppement par des opérations graphiques. 
En effet, on pourra mener anr la snrfisce donnée anlant ^élément qn'on. en vendra, et 

l'on pourra dt'ternuner leurs anplrs avec la courlx' dont la transformée est connue. Et 
comme ces angles ne varient pas lorsqtf on développe la surface , ît ne s'agira qno de rap- 
porter, tnr la tranfcmle de eettecoariie, le point oàefleeBtraneeiitréepareiiaqaeélé- 

3fte * 
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mrnt ; pt au tnoypn de l'angle de cet élément avec la transformée , on construira la droite 
«aiYaat kç^uelle il s'applique sur le développemeat. La même opération élant faite pour 

CHAPITRE II. 

Sur les Sphères* 

65o. PsoBLÈMB i*** Détermùier la sidère cuwmcrUe à un tétmèdrt 

donné. 

Pour résoudre ce problème, nous remarquerons que chaque ari^te du 
tétraèdre donné est une corde de la sphère cherchée. Or , c'est une 
propriété générale des sphères , que tout plan perpendiculaire sur le 
milieu d'une de leurs cordes passe par leur centre. U s'ensuit donc que si 
Vaa mène, par le milieii des trois aiéles da tétnèàn, trois plans perpea- 
^coUlxieB duaui à une de ces ardies , ila se oouperaut sidviiit un point qni 
sera le centre de la sphère demandée. 

65 1 . D'après cela, il sera facile d'obtenir cette sphère. Prenons pour plan 
horizontal de projection un plan parallèle à l'une des faces du tétraèdre 
donné, et choisissons le plan vertical de manière qu'il soit parallèle à l'une 
R Sa. des «rèles de ce solide. Cela posé, soient (A, AO, (B, B'), (C, C) et(D, IX), 
1f> *• les qoatre sommets du tétraèdre, et supposons que (À, A') et ÇB, Éf)élÛA 
ceux par lesquels passe l'arête (AB,^A'B'), parallèle an plan vertical, les 
trois derniers (R , B'), (C , C) et (D, Jï), soient Geoz qui «(mt à la même 
distance du plan horizontal. 

Nous mènerons deux plans verticaux ab , cd,^ respectivement pei-pcndi- 
ôdaifes sur les mifieox des deux cMés horisomMix (BC, B'C), (BD, m)'). 
Ces deux plans se covQierontsinvant nneirerticale(Ey EE'), qni contiendra 
le centre de la q>hère cherchée. Nous mènerons ensuite un plaa f^, per* 
pcndîcvilaîre au cote (AB, A'B') parallèle au plan vertical, et ce plan con- 
tiendra le même ceuli-e; donc il coupera la droite (Ë^ ££') suivant un point 
(E, E'), qui ne sera autre chose que ce centre. 

Eu joignant le point (E, £') avec nn qndoonqne des sommets (0, 
dn teknike donné, on obtiendm le rayon (ED, £D0 de le splière cher* 



■ 
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chee, en sorte que si lou décrit des points E et E' comme centres, avec l'i* 
la véritable grandeur de ce rayon, les cercles GHI, KLM, ces cercles ''''' '* 
donnero n t la re pn faen falMn de cette sphère. 

6.5 a. Problème 2, Déterminer la sphère inscrite dans un tétraèdre 
donné. 

GtmoeTons par une aiéte de ce tétraèdre on plan qui divîie en deux , 
parties ^ales Tangle des deux ho» qui se coupent suivant cette ar4te ; ce 

plan sera le lieu de tous les points de l'espace également distans de ces 
deux faces : donc il contiendra le centre de la sphère demandée. 11 suit 
- de là que si nous menons , par trois arêtes du tétraèdre , trois plans qui 
divisent en deux parties égales les angles con'espondans à ces arêtes , ces 
plans se couperont suivant le centre de cette sphère ; d'où l'on voit qu'il 
sera ftdle de la délenniner. 

655. Pour opérer aTec ftcilité, prenons pour plan boiiaontal de pro- 
jectûm une fiice ABC du tétraèdre, et choisissons poor vertical un tig> >• 
plan perpendiculaire à Faréte AB. 

Ayant représenté les quatre; sommets (A, A'), (B, A'), (C, C), (D, D'), 
nous mènerons la droite A'E, de manière que l'on ait D'AT = C'A'E, et 
il est clair que le plan A'£ , perpendiculaire ao plan vertical de projec- 
tûm, sera Tnn des trois plans auxiliaires qui con t i e nnent le centre cherché, 
n s^agira d'obtenir la dboite in le r Bec li on des denx antres* 

Faisons passer par TarAte (U), my) le plan auxiliaire coneifiondant , 

et cherchons sa trace horizontale. Pour cela , rabattons le plan BD sur le 
plan horizontal ; le point (D, D') viendra s'ahattrc en un points/, et l'a- 
rête (BD, B'D') en J^d. Prenons sur l'arête rahatdiL- Wd un point c, et con- 
cevons par ce point un plan f^' perpendiculaire à hd. Si l'on relève h<l 
en (BD, BD'), et que Ton imagine que le plan cg suive l'arête Bd dans 
son monvement, ce plan viendra piendre une position {ab, eg), telle que 
\ la trace horizontale ab soit une perpendiculaire à Bd menée par le point g: 
Cela posé , rabattons le plan (ub, cg) sur le plan horizontal ; le point c 
viendra s'abattre en e ; les points a et h , où la droite ab perce les laces 
(DBC, D'B'C) et A'D', ne changeront pus dans le mouvement; ainsi , les 
. intezaectioas dn plan dont il ^agit et de ces faces se rabattront suivant les 
droites ea, eft. Or , si Ton mène par hs point e la droite e/, qui dirise 
Fangle aeb en deux parties égales , cette droite sera dans le plan auxi» 
liaire mené par l'aréte ÇSD, BIK) : mais cette droite» zdevée dans Fespace, 
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Pl. r,t. percera le plan horizontal en f; doBC la droittf ^seca la Uace du |kUn 
«uxiliairc en question. 

Ou trouvera de même la trace A< du plan MBÔliMre mené par l'arête 
(AD, A'p'}> LestxacMBi, A/, se coupeiont en un point i, qui donnera 
rintersection des deux [dans auxiliaires oorrespondans : et oomme celte 
înterseclion (D/, DV) perce en (o, o') le plan auxiliaire A'E^ on en con^ 
dura que le centre de la sphère cherchée est en (0,0'). 

Connaissant le centre (o, o'), la r^résentation de la q»lièr8 demandée ne 
donnera lieu à aucune dilEcutté. 

654. PnoBLimn 3. ÈUmt donnèn irau êphin» « on tUmmtda dê tonttruir», 1*. tOM 

spfiére , d'un rayon connu, inlJrieuremelUtttlIgmU atui troU$phkmdo»nit»i ^.laplm 

pttius itph^re f] ni puiser h'uthrr tntJrieurement Ces trois sphérrs. 

Occuponi-nous d'abord de ia ^trcinière question, etsupposoas que la sphère demandée 
toit ooiiéiM.ll«l clair qot le eeatn da eatta tpÛra MfadiilMitdaianiiNa An «pUm 

4oBiiées à» longueurs respecliremaat égales k la somme du rayon de chacnne d'elles et da 

rayon de la s|thi;n' (!( iiinndc'C. Donc si l'on construit Iroia sphères auxiliaires qui aient 
pour rayons ceux, dc^ &]>iicr(a données, augmentés du rayon de la sphère donandée, le 
centre db cette dernière aéra Fiaiemetioii des troU tphèrêi anxnUinSi 

GSS. D*«pr^ cela, prenons powplan Imrîiontal de projeetkm le plan des centras des 

trois sphères données; choisissons puur plan vfrtical un plan perpendiculaire à la (îmitp 
PL â«. menée par deux des centres de ces sphères, et soient (A, A'), (B, B'), (C, B'),Ie* centres des 
mêmes sphères , et A0, B6 , Ce , leurs rayons. 

Ona aysn *ani cesfayoBsdesqaaalMBarf^ t», ^,<plssaa s^rsn aannn de h spfci rs 

dpiuau<léc, et l'on décrtr.i trois nouvelles sphères arec ces nouveaux, rayons. Elles se cou- 
peront suivant trois cercles vertioaux^A, si, (/m, l nn'n)^ dont le dcruicr sera paral- 
lèle an phn vertical , et qui auront pour Intenections les denx points (n ,»'),(», n"). En 
décrivant donc de ces deux points comme centres, arec le rajon no — ad, Ici deox aplièras 
(fpq, rsl),{fpq, r/<'.v).ct'S «IniT «îplièrns résoudront la première qaestiondu prohlîrme proposé. 
656. Passons à k seconde question, et ayant pris pour plan de la ligure celui des centrai 

n.4S. dastiaiBapUMsdaan4ar»8»iaBtA,B,C>aaBcaBlNs,eb^,K,CF,lMi«r«M«ar^ 

Kf s- iniipniidsni 

Hous remarquerons que si des points A et B, comme centres, on décrit deux arcs de 
cercles avec desra)t>us AO, BO, égaux aux rayons AB, BE ,augpientés d'une même quantité 
•rbitrairaFOs^QO, les arcadtoritsso e wp erwi t en deux pointsOetH, %sIenMnt dls- 
taas déi cerclai ▲ et B. Eu chaageawl dane la qaantité arbitraire PO, po«r «voir de 
nouvmuT arcs, on ohliMiilrn de nouTpaux points , tels que O et R , et il est cîaïr que la 
suite de ces points formera une branche UGL d'hyperbole, partout également éloignée 
dattwcki A. ^ a (jÊii}, Or, â. ïmt ii^neqns celle- hjpeiM a l e w ae aaloar d> h 
dcoila AB, pile gbw taa de Ms4latian, db déari» m a[ippa«lqrp«i^^ 
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WdamkéÊKKminHlÊt!Èimiit4tdmth^^émt^^ PL 4s. 

^teaaux sphères A et B. * *• 

€if^ décrit démine, an 11107» te eoBtres A et G, une deuxième hjpeiiioie iGM, 

Iw tphin* à la fois Ungeotes aux sphères A et C. Mais il «t clair que cette surface de ré- 
Tolution coupera celle dont la génératrice rst l'iiyperliole IIGL suivant une ligne cotirbe, 
qai sera le lieu des centres de toutes les sphères tangentes aux sphères dotuiées. Llcomuie 
le p(nntGfi]iten8etkndes06nératrioeaHGL, IGU, «fipwlietttàoettc ligne coiiriie»et 
«etroBTef de'tous les points de cette ligne, le plnsrapprocibédeicentf«*AyB,C»ils^eD- 
mit que ce point est le centre de la sphère clierchéc DEF. 

OBTOÎtqne cette solution donne également le cercle tangent intcntureiuent à tiui^ 
«itNi, «lhplas|ietiteipUntaiigmte mUriearanentk trois sphères. 

657. Nous remanjoeTOns en passant les centres Jk$ SfCières tangentes intérieure- 
ment aux trois sphères A , B, C , doivent se trouver à la fois snr les trois surfaces de vi-to- 
lution dont les droites AB, AC , fiC, «ont les axes, et dont les branches li'h^pcrlxtk: liGL , 
IGM , KGN , Msit las g fa é ia ti<aes} Jafc <l suit qaeees tréis aarftces, smIiwi da se cmpcf 
suivant des points, comme des surfaces quelconques, se coupent suivant une courbe. 

On peut en effet voir, fig. 3 , pl. 5a , que les points (» , n) , (n, n") sont i la fuis »ur les 
trois cercles , ii, lia, qui appartiennent à ces surfaces, et qu'en faisant varier le para- 
mttra tds=h»^=«f, on obtiendra de aonfeanx points , teb qoe (» , nf) » (* , n*) , qni seront 
encore sur les trois nappes d^iy pcrholoïdes à deux nappes dont il s'agit (655). 

C58. Si , .-^u lieu de demanclfr des sphères tangentes întérieurcnicnt aux sjilièic. don- 
nées, OQ demandait celles qui les touchent extérieurement, les solutions préccdentes iie 
1 qe^Me.lé^kre mofificiÉion 1 dfapits laqBèHe diaqneiivsuvlie BGL fbjperibole 
mpuMCo pHT hndrafwHMhedelt wftMclijperiwtei 

€69. PaoaLÉMB 4. Quain qMnê étant ênuUÊê^ trouver hm tinpiièm* iphin qui 
1*8 touche tvuten fff! quatre. 

▲ deux des «pbères données, ii correspondra un IqrpeAoloiHilc à deux nappes, lieu des 
€et<Tesdetenteileeepiihnst ani |Mtei4«sda« sphèretf (•^fcpvdblbBfrpféoélent)^ 

et cet hyperboloïde , qu'il sera facile de con.struirc, contiendra le centre de la sphère d^ 
mandée. D'après cela, il correspondra aux quatre ijibira;d«suiàes six hjrperboloides , <ffû 
se oouperoDt suivant deux points, dont l'on *em le eontie d'une sphèi-e tangente ioté' 
rietarement au epMres donnée» , et dont Vautre sera le centre de la sphère tangpnte eaté- 
riearcmrnt n ix mêmes tphèn8.0r,les centre* dct Sphères denendèei étant trouvés, ots 
sphères s'eneoivront. 

Pour indîqQer oemment on ofaAieiidra œs centres, désignons par A, B,C,D, ceux des 

sphères données, et nommons ces sphères eliefr-màaies, par les luémes lettres A , B , C , D. 
Il correspondra à la sphère A, et à chacune des trois autres, trois liyperboloides dont Ii-s 
axes se couperont en A. On cherchera, par le procédé exposé n" 4^>'''t^t<^i'^ction de l'un 
deoes hyperlMÎlbidesaiTeclesdeux autres, et IVin obtiendra denxo(Mirbes,qoi se oroiseront 
' le premier hyperiboloide suivant les centres chcrcliôs. 

Si U» trois hypeilwloidesclioisis ne correspondaient pas à lamèoM ^lière A , au centre 
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de laqodlew coupent leunasct, on iiepovmiliMieBployer lepracédé ibrt mmpledv 

II" 189. Et si l'on prenait arbitrairement les trois hypcrlx)loïdes, parmi les «ix que don- 
nent les quatre sphères, il se pourrait qu'ils ne oorretpondineat qu'à trois de ces sphères : 
duis ce cas, ils auraient des courbes pour intcrMctione et non pas des points (ÔS^) , et 
ili ne détenninertient pu let centra chsrchéii 



CHAPITRE 111. 

Problèmes de Trigonométrie sphéiique. 

n. ». £60. TJh triangle sphériqoe ABC est €xmpimé de trâ côtés AB^ AC, BC , 
m» qui sont trois avcs de trois ceides sitnis sur une même s^ère^ et de trois 
snglesi qui sont ceux que font entre eux les {dans des arcs AS, AC, BG. 

La science qui s'occupe de la de'termination numérique de trois de ces 
six grandeurs , quand on donne les trois autres cl que l'on connaît le rayon 
AM, est celle qui reçoit le nom de Trigonométrie sfherùjue. ÏN'ous allons 
résoudre grapfuquemmt les proUàmes auxquels elle conduit. 

661* Les axes AB y AG, BC,. étant sur une qplièredVu rayon connu AH, 
<m ponira leur substituer les angles ABIB , AMC^ BMC , qui leur correspon- 
dent au centre M ; et les six ^andenrs, qui forment le tnangle ABC , se» 
vont représentées par six angles. 

Mais il est clair que ces six angles , qui sont les trois angles plans 
AMB, AMC . BMC, et les trois angles dièdres des phnsAMB, AMÇ, BMC, 
sont les âéoiens constitatift de l'an^ solide txièdre HABC ; donc tbnt 
inoUÀme de Trigonométrie sphérique dans lequel , trob des six gnmdenrs 
qoi composent un triangle étant données , on demande les trois autres, se 
change en un autre problème, où les données sont trois élémens d'un 
angle solide trièdre , et où les inconnues sont les trois autres élémens du 
même angle. 

663. D*après cda , il suffira de satvoir résoudre graphiquement ce pro- 
Ufcme, 7Ms des six angks^fimeni m angU solide trièdre étant 
nés : trouver les trois autres , ponr pouvoir aussi résoudre gcapliiqttement 
tous les problèmes de Trigonométrie sphérique. 

Or, cette question générale se divisera en six autres, que voici .- 
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• ï°. Étant donnes trois angles plans, trouver les trois angles ditdrcs. Pl. 53. 

2°. Étant donnés deux angles plans et langlc dicdrc compris, trouver 
l'autre angle plan et les deux antrai animai dièdres.. 

5*. Étant donnés dcinz angles plans et Tangle dièdre adjacent è Tnn d*eaz, 
tronrer lautre angle plan et les deux autres angles dièdres. 

4**. Étant donnés un angle plan et deux angles dièdres , dout l'un 8<Mt 
adjacent, trouver les deux autres angles plans et l'autre angU- dièdre. 

5°. Étant dounés un angle plan et les deux angles dièdres adjaceus, trou- 
ver les deux autres angles plans et l'angle dièdre compris. 
- 6^. Enfin, étant donnés 1m trois angles dièdres , trouver les trtns an- 
gles pians. 

Q&i. Mais nous allons m ontrer que par la considération de Yar^le solidê 
Uièdre supplémentaire , ces six questions se réduisent à trois. 

MABC étant un angle solide trièdre quelconque , élevons , par le som- 
met M, les dioites Ala, IVlZ>,IMc', respectivement perpendiculaires aux laces 
IIAB, ftlAC , &IBC. 

On sait que denx droites iw», By , perpendicnldresk deux plamMN » MP, Fig.*. 
lont entre elles un angle nmp supplément de MBHP ; 

Donc l'angle solide trièdre ^\abc aura ses angles plans sa|iplénientaires Ht- >• 
des angles dièdres de l'angle solide trièdre MABC. 

Or , la droite TAa est perpendiculaire au plan AINIB , et la droite MZ> 
perpendiculaire an plan AMC j donc le plan <ù&b €st perpendienlûre à la 
droite MA, intersection de AMB etde AMCEtcomme les plansaMcy&Me, sont 
pareillement perpendiculaires aux arêtes respectives MB, MC , on en con- 
clura que l'angle solide MABC a ses an|^ plans si^plànentaires des an-^ 
gles dièdres de l'angle solide y\ahc. 

D'où l'on voit que les trois (ui-^lcs plans d'utt de ces angles solides 
mmt les supplémem du trois angles tUèdres de Foutre. C'est ce qui fait 
donner à Fan^e solide Uabe le nom ^«mglt soUde supptémaOaire de 
MABC : oe damier est pareillement Xa^le solide supplénentaire du pre- 
xnier (*). • * 

664. Maintenantremarquons que les 1" « a* et 3* questions , précédem- 

^) Au lien de crlto dcnoniination , on emploÏR sourent celle de pyramide xuppUmet^ 
tairt, parce qu'on appelie/^ramxdlM les angles solides tels que MABC Comme on ne consi- 
dère pat ici de qoalrièara fitoa qui poiiM servir de base à ce» solides, nons avons préTéré la 
aiNn d!tti^ aolide è cdai de pijnmide. 

33 
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ment posées (G6ai), sont, par rapport aux angles plans, ce que les 6', 5* et 4% 
soiit par rapport aux angles dfièdces. Nous «n coodorOBS qm si Ton sait' 
raondre les trois pramièns» oa «aana moudra In trois dernières «a 

moyen de IVinj^le solide sopplémentaire ; car ce qui est angle plan dans 
Taiigle soluk- donné, deviendrn angle dièdve dans l'anglo Aolido sopplé^ 
roeutairc , et réciproquement (G65). 

Il résulte de là que pour résoudre les 4' t ^* ^ ^* questions , il (audia 
piiBikhnBlessuppléiiMilides trob angles donnés i ooiisi^rerlessu^>léaiens 
oorrespondans ans angles plans donnés, comme des angles dièdres, et oenx 
OOfTcspondansanx angles dièdms» OOMmedesangles plans; appliquer les so- 
lutions ih<i questions 5', 2' et \" , et construire les supplémens des angles 
trouvés : CCS supplémens seront les angles demandés. 

Il ne s'agit donc plus que de résoudre graphiquement trois problèmes, 
penr savoir consIniiralessolntionB de tontes les questions de Trigonométiio 
^diériqne. 

665. PeoslÈMS I*'. Etant donnét les tndt angles plans dun angle 
solide triUre, tnumer'mt fimr angles dièdres f^). 
H S3. Soient AOB , BOC, COD , les trois aB|^ phns donnés. Imaginons qnt 
yiê'*' le premier AOR, et le dernier COD, prennent au-dessus du plan BOC un 
nionvemenl de rotation , autour des droites respectives BO , CO, pour ve- 
nir former l'angle solide en question. Il est clair que les deux droites mo- 
Inles AO , DO , déenront dansée mouTement denx dem î -ea rfe ees ooniqnei 
droite* qm anront nn élément oommmi , et que c'est quand les droitso 
AO , DO , coïncideront entre elles , suivant cet âément, que 1 angle solide 
Sera formé. Or, si l'on prend OF = OE , les points F et E seront tels qu'ils 
se réuniront dans la formation de l'angle solide ; mais le point F décrira un 
arc de cerde (FI,FKI'), dont le plan sera perpendiculaire à la cliaruière OB; 
le peint E déèrira nn antre arc de cercle (El , ELI") , dont le {dan SI sera 
|ieipendicnlaife à OC : donc ces points se réuniront suivant le point de l'es- 
pace projeté horizontalement en I et verticalement en l' et 1". Donc Fangle 
solide sera formé, i". par le plan BOC; 2°. par le plan mené par BO et 
par le point (1 , 1'); 3". enfin, par le plan mené par CO et par le point (1,1*). 
Maintenant il ne s'agira plus que de mener les droites Gi', Ui' ; elles 



(*) On sait que pour que l'angle demamlé soit possible , il faut que les trois angles pUas 
«oientcasonMe moiacIrBs qne quatre angles droits, etqaele plus grand soit plus petit ^OS 
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iMlWiiiîiiiniiil àSÊX angles IGT', TTII', qui <;rront les deux anglet demandés ri. 51.' 
correspondans aux arêtes BO et CO. En effet , le plan GI est perpendiculaire ^' 
k r«rête BO ; donc c'est dans ce plan que se mesure Tangle des deux faces 
qui {»ssent par fiO : mais ce plan coupe la face BOC suivant GI% et la face 
AOB relevée amyant GI'; donc cet angle égale IGr. De même, le plan Hl 
étant perpendiculaire à OC coupe les fiioes de Tangle aolide qui ont OC poar 
ittteiaectioii auTaïkt deux ckmtes HI , Vf, qui fimt entre elles l'angle IHl' 
dé ces faces. 

666. Il ne restem dcmc pins k déterminer qne fan^ des deux &ces 

AOB, COD. 

Pour l'obtenir, on prendra AO = OD , et l'on remarquera qu'après la F'«-4. 
formation de l'angle solide , les points A et D sont réunis, et que les droites 
AB et DC, respectÎ¥enient perpcnificolures à AO et BO, doivent m es n rer 
Fangle ckerché. Or , si Ton conçoit par ces deux dnntes nn plan , il cou- 
pera la face BOC suivant BC , et Tangle trièdre suivant un triangle dont 
AB , BC , CD , seront los côtés ; si donc on décrit, des points B et C comme 
centres, les arcs AK , DK, on formera ce triangle , et l'angle CKB sera le 
troisième angle demandé. 

667. Problème a. Étant donnés deux angles plans d'un angle solide 
trièdre et l'angle dièdre cmÊpm ^onàtÊnondo Vi^Un tmgie plan et les deux 

autres angles dièdivs. 

Soient AOB, BOC, les deux angles plans donnes, et BE étant une droite Fif. 5. 
perpendiculaire à OB, soit EBË' un angle égal à l'angle dièdre donné. 

Ôn mngiBflni que le plan A€S towme autour de BO , jusqu'à ce qu'il 
ham apioc BOC l'angle donné EW, et il ert dair qn'don les trois aitos 

BO, CO, AO, formeront l'angle solide. Dans le moweinent , le point A , 
cnt la droite BE prolonj^ée coupe AO, décrira un arc de cercle (AE, ADE'), 
et viendra s'arrêter en (E, Tf). Si donc on conçoit une droite, menée par 
(£ , E') et par le point 0 , l'angle de cette droite et de OC sera le troi- 
âime angle |^demnidé.D^iqp)rè8 eela» M sera aisé de le rabattre et d'msir 
sa Tentable grandonr* En effet , le pomt V) décrira un arc de cerâe 
dont le plan EG sera perpendiculaire à la diarnière OC : or, si Ton n^Mt 
ce ^lan autour de sa trace EG , le point (E , E') viendra en E*, en sorte qu'en 
décrivant, du point C comme centre, l'arc E"FG, oti aura l'arc (EG, ETG) 
décrit par le point iji, E") en se ral>attant : mais il egt clair que le point G 
aen lenbittemeat de(E, £"); donc l'angle COG sera Fan^e plan demandé. 

sa.. 



Digitized by Google 



LLVRB V. QUJBfiTIONS OIVEB5BS. 



PI 53. Connaîsiant les trois angles plans AOB , BOC, COG , les deux antres an- 
^' inconnus s'obtiendront par la solution du problème prà^ent. 

668. ICjcécufion de l'cpurc. Pour que la fig. 5 ne soit pas semblable à 
la fig. 5, nous avons tia(e la ligne OG^ qui forme l'aogle demandé COG y 
au moyen de ligues mixtes. 

669. Problè.ve 5. Etant donnés deu.T angles plans (T un angle solide 
tricdrc , et l angle dièdre adjacent à ïun deux , trouver l'autre atigle plan 
et les deiLx autres angles dièdres. 

Soit AOB, BOC, les deux angles plans donnés, et la droite AB ayant 
été menée perpendiculaireiiient à AO, soit FAB Tangle dièdre donné , sup- 
posé adjaoent à AOB. 

Nous concevrons un plan par les droites AO , (AB , AB') , et ce sera ér^ 

demmcnt celui du troisième angle plan demandé. Nous imaginerons ensuite 
que l'angle BOC tourne aulo- ir de l'arctc Oli ; la droite OC engendrera , dans 
le mouvement de cet angle, une surface conique droite qui coupera en 
général le plan mené par AO et par (^VB, AB') suivant deux droites : or, 
il est évident que duean àu en^es de ces droites et de la ligne AO sera 
i'an^ pka dieidié ; d*oàronToit qne leproUème proposé présente deux 
sointions. 

Pour les obtenir , il s'agira donc de dctcmiincr los intersections du plan 
mené par AO , et par (AB , AB') , avec le rùne décrit par la droite CO , et 
de construire les angles que formeront ces intersections avec la ligne AO. 
Or, si l'on coupe ces deux surfaces par le pkn CD, mené perpendico» 
kirement à BO par le point B, où se oonpentAB et BO, on obtiendra pour 
sections, premièrenientf avec k o6ne, k cerde (CD, CFG) décrit par k 
fOint C autour du point B ; secondement , avec le plan , la droite menée 
par le point D et pr le point qui se projette horizontalement en B et verti- 
calement en B' et B' , laquelle droite se rabat autour de CD en DB'. Ces 
sections (CD , DB*), (CD, DFG) , se couperont en demc points F et G, et ks 
angles des droites menées par ces points et par le point 0, anrec k droite 
AO, seront les angles cberchés. Si donc on faitattention qaelespoints F et G 
sont à une distance OC du point 0, et qu'ils sont éloignes du point D des 
dislances DF et DG, on verra qu'en décrivant du point D comme centre, 
avec les rayons DF et DG, les arcs FMI, GNK, puis du point 0 comme 
centre , avec le rayOn OC, l'arc CLKI, ce dernier coupera les deux premien 
eudeiu pointsletK, qni donnerantks angles plans dierchés DOl^ W3SL. 
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ks trois angles plans AOB» BOC, DOI, on AÛB, BOC, p; sx 
DOK, on saiâtt tRniTer les angles dièdres denunda (665). ^ 

670. Exécution de Tépure. Pour que l'on ne confonde pas les données 
et les résultats, nous avons tracé les données AOB, BOC , li'AB, en lignes 
pleines, et les côtés 01, OK, des valeiu's AGI, AÛK, de l'augle plan. de- 
mandé, eu lignes mixtes. 

671. Remarque. Nous ferons observer en passant, que les données d'un r«. 3. 
an^ solide trièdre en déterminent toujours denz, symétriques Fnn de f^o^' 
l'antre. Dans les figures 3 et 4 , le second angle s'obtiendrait en réunissant 

les arêtes OA, OD , au-dessous du plan B0('; dans la figure 5, en plaçant 
rauglc T^'lîK, au-dessous du plan BOC; enfiu, dans la fig. 6, rn jilarant 
laugle B'AB, au-dessous du plan AOB. Mais deux angles solides trièdres 
sjmétriqoes étant co mp o s é s des mêmes parties, les «dations précédentes 
donnent les mêmes résultats > soit que Ton constroise Fangle situé an-deS" 
sus du plan de la figore, soit que l'on constroise celui qui est' an-dessous 
de ce plan. 

On aura fréquemment occasion, dans la Coupe des pierres, d'appliquer 
les solutions précédentes. 



CHAPITRE IV. 

f 

Construction dun point donné de plusieurs manières dans- 

Tespace. 

C72. PnoPLÈsrE 1". Tnv'f plans A,B,C, étant donnés ^ et connaissant 
les distances m, n,p,dunj^int à ces Irais plans, construire la position de 
ce point, 

n est dair que si l'on mène deux pbnc aékûf, parallèles au plan A, et 
distans de ce plan de la longueur m, le point demandé sera sur INm de ces 

plans. Si de même ou mène deux pians b tt à^f parallèles au plan B, et 
distans de ce plan de la lonf^cur n , le même point demandé sera aussi Sur 
l'un des plans b et Or, les plaus a et a', b et b' , se couperont suivant 
quatre droites, faciles à déterminer, qui contiendront évideramcut le poiut 
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Attiébéi tatk oe point wn ftnoi iwdnuc |daiii eMe', laenéipanlRIe-* 
ment au plan C, à des distances de oe plm égales à la longneor/»; donc3 

Mm Yvn des huit points suivant lesquels les deux plans c et c' couperont 
les quatre droites intersections des plans A fit a' d'une part, b-tit/ d'â/iaxe 

part. 

Ainsi, le problème proposé présente liuit solutions. Comme il seraÛKnle 
de les obtenir, nous ne nous arrêterons pas à leur construction. 

675. Problème a. Tn)is points A, B, C, étant donnes, et connaissant 
leurs dislances m, n, p, à un (quatrième point, on demande ce dernier 
point, 

n est évident que le point chesdié sera sur trois sphères «luianrant poor 
centres les points A, B, C, et pour rayons les distances m, f*$Pf corres- 
pondantes à ces points; donc il scrn leur intersection commune. Or^ deux 
de ces sphères se couperont suivant un cercle, et ce cercle aura deux points 
communs avec la troisième sphère ; donc le problème propost: aura, en 
général deux solutions. D après ce qu'on a vu n* 655, il sera aisé de les 
o(Mistmire< 

Noos ferons observer que si la somme de deux quelconques des distanew 
m, n, p, n excédait pas rékHgnement des centres des sphères correspon- 
dantes, ces sphères ne se couperaient pas» et la question proposée se trou- 
verait impossible. 

674. Problème 3. Liant données trois lignes droites A, et les 

distances m, n, p, diui point à ces lignes, on demande de construire la 
position de ce point. 

Gonoeyoos qu'on mène dans Tespaoe une droite parall^ à la droite A, 
et dbtante de cette dernière d une longueur m; pois imaginons qu'on fiMae 
tourner la droite menée , autour de la droite A piîse pour axe de révoln- 
tîon : il est clair que la droite molNle enji^cndrcra xmc surface cylindrique 
droite qui aura tous ses points à la distance m de la droite A. Il y aura pa- 
reillement deux autres surfaces cylindriques droites qui, ayant les droites 
B et C pour axes, ooBliendfOttt tous les poioAs de Tcipaoe ék^nés és «es 
axes des longueurs respectives n «t ^; donc le point demandé sera ^înle^- 
section de trois surfaces cylindriques droites, 
ni. 3i. 675. Soit (EF, E'F^ une des lignes droites données, et GH la distance 
rig. 3. p>înt cherché à cette droile; il s'agira d'abord de représenter la surface 
■ cylindrique droite correspondante à (£F, ËTQ. Pour cela, nous remarque^ 
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rons que la trace horitontale de cotte sur&ce est une ellipse dont le centre 
est le point E, où la droite (EF, Y/ T') perce le plan horizontal, et que *" 
le petit axe de cette ellipse est une droite IK. perpendiculaire à EF et double 
de GH. Four avoir les extrémités du grand aace, nous constmirons les âé- 
soens de la sarfiice cjrliudriquc sitaéi dans le plan EF : «s élémew aeroat 
denx droites parallàet à (EF , ET'), distans de cette droite de la ko- 
gœur GH. Si donc on rabat le plan £F 8ur le plan bonzontal , autour de 
sa trace EF, la droite (EF, E'F') smî rabattra en EP , et si l'on mène NO 
perpendiculaire à El% et qu'on prenne QO = QN=:GH, puis qu'on mène 
les droites OM, NL, paraUèles à EP, ces dictes seront évidemment les 
laibattcinens des âémens en question , et les points L et M , on ces âémena 
pensent le plan boriaontal» détermineront le grand axe cherché LH . 

Connaissant les quatre points I, M, K, L, on décrira l'ellipse IMKL: 
elle sera la trace du cylindre droit correspondant à ^F, E'F), et la rqpré- 
seulatioii de ce cylindre sera facile à exécuter. , 

&j6. Lorsqu'on aura représenté les trois cylindres corrcspondans aux 
tvûs droites données^ on cherchera les intersections de Tun d*en|Pi eux 
wnB ks deux antres; ces intenections le rencontreront suivant oertaîas 
points, et chacun de ces points sera nne solution du proUime proposé. 

Au lieu d'appliquer ces constructions à un exemple, nous allons géné- 
raliser la question et chercher l'intersection de trois cylindres quelconques. 
Ce nouveau problème se résoudra comme celui qui nous occupe, et le choix 
des données iavorables à l'épure sera un peu plus làdle que dans ce dernier. 

677. FrobjJkb 4- Un pointé tant situi sur troiisurfacti cytminqiin^wmku 0^4*- 
maade Ut iaUntcUoiu <U cet tvujau» •tlapoùUoadtoe foiaU 

PrsBMM pour traow horisontale* des trois vatînatu donnte la dlipseï DEF, GHK, PL 5{. 
LMN, fli «oient (Pc'. P D'), (l'a, Va) , {Vb, P b') , les ilireotioBS d«éléinciude ces ur* 
faces: elles seront dcleriuinécs. Pour le* dcsij;ncr facilement, nommons A celle <Ioot la 
trace est DW , et lionl les clcmens suat |uraUclcs à (Vd, P'D ) ; oommoiu B celle dont la 
tnwBMt GHK, et dont letélénMUMMit pirallèlei k (Pa, P^n^; enfin, masoMnitC la troî- 
«iiaM,ilontUt(noecilIiMN»etdoot los t lémcns sont parallèles à {Vb^Vb'). 

Ajant mené |>ar un point quelconque (P, P ) de l't^spacc trois droites (P./, P D ), (Pu , 
P** )> (^^> P > respect i veulent païaHélcs aux clcmens des c|lindres donués, on oom~ 
Hbeuin les points </, a,b, où ces 4rwl«iiBreenlle plan hprùontdyH rmt «nra lai 4lMe- 

tions (/a, db, ab, dos traces des plans auxiliaires flF Ici^Mb îl ONIvjSBft 4S CS^pST 
cjUndres (4^^) pour obtenir leurs iolerscctions. 

678. C»»dlwctioMélaott>OOTée>,<mnieiiiiffi 1aidraatOQetOXysBS<tyy,T*W 
et T*W,et Vvn nu»« fffcmibsaspt. igm lo c^Uadre A jpéiAtra le «ffind»* «ml 
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H. 54 une courbe compoîée de dpux hranclies fermées ; secondement , que le crlinilre A coupe le 
Cylindre C suivant une branche unique d'arracbemeDt i troutèaiemeot cuCn, que les cj-. 
lindret B et C n eon|Miit auMÎ raivant âne Imncbe uniqiie d'amdwineiit (464)- 

On construira on îttlerNClioni par les procédés que nous avons exposés (455 — ^60) , et 
l'on obtiendra, savoir : pour intersection de À et B, les lignes (TUVX, T'U'V'X') et 
(»YZI, /ï'Z'l ); pour intersection de A et C,la ligne (^Ul/ghtlmi, le'l'/'g'h't'fm'/) ; et 
«iifin f pour inteneetûm de B el C , k ligp» (UnùpqnA , Vi^Jtt^¥»'it\. 

Connnis'rint re-; It <)[<; intersections , les puinls , i*), (1 , 1') , où elles se coupent tontes 
trois, seront déterminés. 11 est aisé de voir que dans le cas pria pour exemple la problème 
proposé eara deux aolutîonf . 

679. Mais comme la complication de le iigare peut einpi^cbcr de distinguer bien clai- 
rement les points où ct;s courbes se coupent, il sera boa do .savoir vi'rincr si un point 
donné , i) est en cflct sur les trois cjrlindres donnés* Pour cela , on mènera par ce point 
les Irais étêneiis (Es, B^O , (Gs , G' , (Ms , VCi) ,et Pon renarqacfe qu'en lapposent qve 
le |K)int (/ , (') soit à la fois sur Ir s trois surfaces A , B , C, les tnïis plans menés par ces élé- 
mens , pris deux à deux , seront des plans auxiliaire* : d'oii l'on voit que les droites £G|. 
EM, CM , menée? par les points E , G , fV[ , ob oee mènes ftémens reoee nlg ent les Imm» 
AfBfCf devront être (comme elles le sont véritablement) parellUesà da^db eta&. Lé 
même moven de vérification ét.int appli()ué au point (1 , 1'), on trouvera que les élémcns 
(Fi, F'I'i, C^'I* m )• (WI, N I ), percent le plan horizontal en Uois points N, U, F, 
des ellipses A» B , C, et qoe les drmtee FB » FN, BN, sent peralliles kda,M,0h, Bon» 
conclurons de là que les points (1, <') , (1 , 1^ 1 *or\\. bien les points demandés. 

680. Exécution de tépurt. Quand on aura obtenu l'intersection de drux des trois 
cjrlindres donnés , on déterminera les parties de cette intersection qui seraient vues, si ces . 
denx ^Indres existaient seols dantPespeee. Et coeanie rintrodnotioa da traisiène ej^- 
lindrc dans le svsttmc ne peut que cacbcr des parties vues, mais non pas rendre visibles 
des parties cachées, on connaîtra déjà beaucoup de ces dernières parties, et il ne s'agira 
plus que de distinguer parmi les arcs tus, de PinterseetîoB de deox ejlindres, les pertiei 
de ces arcs cactiés par le troisième. 

I-a rccberrlie de ces parties demandera de la sagacité. Toutefois , en faisant attention 
que pour que le Iroisicmc cylindre cache une partie de l'intersection de> deux autres, il faut* 
on que ce troisièBie cylindre soit ao-dessas on en avant de cette partie» on qn'il la oon* 
tienne, on sortira aisément des diflîcultés de cette recherche. En effet, le troisième cj- 
lindre coupant le premier et le second suivant des courbes trouvées , il sera toujours facile 
de savoir, par le utajeik de ces co u rbes, comment il sera sitnc par rapport k une partie de 
Fintersection des deux antres, en sorte cpiela question sera ramenée à des oonsidérationa 
fort simplen. C'est ce que l'application va acliever tféclaircir. Gommen^Mis par la proiciC' 
tien borisontale. 

68t. nojsestrarevadel'inlerseclieiideeMgirfiweiBetCtoet «remaerapaecachépar 
la surface A , car étant pvojcté an debon de la proiaction de celte aorfiMe, il ne peut ni 
être renrerné en elle , ni situé an-dessous d'dle. 

L*avc mis de l'intersectiem de A et C serait vu , eo faisant abstraction de la susfaœ B; 
«ai* Ht* dair fia le eyUndn A est au^^eiaoua de oetle aivfkel. partir duconlonr uf. 
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qo'il 1« pénHre somnt lYZT, et qu'il n'en «ort que Miiniiit h courbe Tu Va, «itnte «u* PL £f 
dett de l'nrc : donc cet arc tout entier est caché par ]• snrftce B, loit oomnie iHMOt 

aa-il«sous d'elle, soit comme étant renfermé par clic. 

Quant à Tare (TUV, TU'V'), de rinteneetion de A et B, a ett au-delà de la courlie 
(MJ^klmi , ^/Vf^h'h'tmif)f aornnt laquella «e cov|ieiit A et Cj'dmic 0 «t «n-denus 
de la snrrace C ; donc II ne jtoui «Mrc caclié par cette aarikce : donc enfin il est tu, car il 
correspond à des élémcns vus de A et D ( ^65j. 

682. Pour la projection verticale, on remarquera qu'en faisant abstracliou de la bur- 
fece B , Parc ^fV de l*faiteraectioin de A et C est va : et comme les surfaces A et C n'entreot 
dnnfi la surface B qu'à partir dcs «rce l'Z'T', iT/^oo co «mcTara que fmc^fVno 
cesse d'être vu qu'au point 1'. 

Les mêmes oonddéntbns feront voir qoe les arcs (VC^ VTT, le premier intersection 
de C et B , elle second intersection de A et B, ne cessent d'être tus, par rintcrpo^itiuit 
des surfaces respeclîyes A et C , auxquelles ils n'appartiennent pas , qu'à partir du point !'. 

683. Pour rendre ce qui précède plus intelligible, nous avons marqué en lignes mixtes 
les arcs des intersections demandées qui seraient tus , si Ton faisait abstraction de la sur- 
face k laquelle Ut n'eiqwirtiennent pas. Ceux qui ne sont vus dans aucun cas sont d'ail-* 
leurs en li((nes ponctuéet, et ceux qui sont tus sur les trois surfiMea sont en lignes 
pleines. 

684* Avant de passer k on autre pndilème, nous ferons remarquer que lorsqu'on des 
points demandés n'est pas ru sur , une projection , il est nécessairement l'interscclioa de 
trois arcs cachts. Ainsi , les trois points I , i, i', sont les intersections d'arcs caclics , /I; 
/le, HZ, pour le premier) YH,mie, nil, pour lesecondi et Y <"!', mte, ntV,j>our le 
trmsiime. 

De même le po!i>t \u I' est rintcrscction des arcs vus Y'Z'V,>f\\g'f\'. Mais il est clair 
que ces arcs cessent d'être vus au point I', parce qu'ils appartiennent à des courbes qui 
entrent, à partir de ce poi nt , dans la surface à laquelle elles n'appartiennent pas. 

Nous ferons remarquer encore que si les arcs TUV, hll, ]iessent par les points I et s, 
«ne ]ieot.étre^per un hasard que les données présentent. 

685. PROBiènM 5, Un ingénieur parcouraiu un pay» dt montas;nes est muni d'un» 
carte topographique sur laquelle tant exactement marguéee iee projections des dtfférens 
poinU du terrain , et le$ cotes qui indiquant fêthaututntb et» poinli au-dessus d'un* 
tnàmÊmtr^ea iê nitmm, R rtneontfWfiàat mmarynoUr fvA n'nl pas tm ht carte. X'iit- 

gMmr ne perte at'ec lui d'autre instrument qu un fpnjAomètn prvpre à muunr Ut 
tutglt» j et cet instrument est garni d'un JH-à-plomb, 

On demande que, eana qiàtttr Ut sAKjois^ U eomlmiê* tttt ta cari* la poeffins dapoiat 
où (lest, et qu'il trouvÊ la cote quicomnentà etpûitt, t^ett-à-dire ta hauteur aa-deuua 
de la sur/ace de niveau. 

« Parmi les points du terrain marques d'une manière précise sur la carte, et qui seront 
lesflttaToiniiSyFii^énleur en distinguera troi^ dont deux au moins ne soient pasàlamème 
hauteur que lui} puis il observera les angles formés par la verticale et les rajons Tisuels 
dtrigiés à ces trois points^ et d'après cette seule obterration il pourra résoudre ia question. 

34 
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» EBiifet,iMniiaMnu A, C,]MtRràpoiDUolMeiTés,ddDftîlaIea projaeliatttborH 

Bontales sur la carte, et dont il jwurra construire le» projections rerticales bu moyen de 
leurs cotes. Puisqu'il connaît l'angle formé par la rei ticale correspoodante à la station , et 
parle raTontineldirigianfoint A,9o(muh«aMil'!Hi^liH^ et 
par la verticale életée au point A : car en négligeant la courbure do la Icrrc, ce qui est 
convenable, ces deux angles sont alterne* internes, et par conséquent égaux. Si donc Uoon- 
çoit nne amrftioe conique k base circulaire , dont le sommet ecùt an point A , dont l'aie «oit 
wtical, et dont Vmof^ fbnnépar Paie et par h droite gfo^ratrioe lott éffl k l'angle ob> 
serve', ce qui détermine complètement cette surface, elle passera par le rnjon visuel 
dirigé au point A, et par conséquent par le point de la station : ainsi, il aura une pre- 
mière anrfine odwbe déteminée, sur laquelle ae trouvera le point denandé. En raîaon' 
mot pevr ki dans anlMl points B, C, comme pour le premier, le point deaaaadé ae 
trouvera encore sur deux autres surfaces coniqucsà bases circulaires, dont les axes seront 
vOTticaux, dont les sommets seront aux points B, C, et pour cbacune desquelles l'angle 
fermépar Pau, et par b giindratriee , aera égal à ran||(le fiwné par la 

r.iyon visuel correspondant. Le point demandé sera donc m luftme temps sur trois surfaces 
coniques déterminées de forme et de position , et par conséquent dans leur intersection 
oommane. Il ne s^agit donc plus que de construire , d'après lea donnéea de la quotion , les 
projections horizontales et verticales des intersections de ces trois surfaces considérées 
deux à deux; les iutersections de ces projections donneront les projections liorizoulalc et ' 
verticale du point demandé , et par conséquent La position de ce point sur la carte, et sa 
haotear •ardeiras on as'deneiia des pointa obaoniés, oe qui dtermlnen aa oole 

» Cette solution doit en gâiéral prodniitthnit points qui satisfont à la question ; mais 
il sera facile à l'observateur de distinguer parmi ces liuit points , celui qui coïncide avec le 
point de la station. D'abord il pourra toujours s'assurer si le point de la station est au-des- 
anaoaau-dewNiadu plan qui passe par lea tnrif point» oiisenrés. Snppoionaqaeoe plan loit 
an-dessus du plan de* sommets des odnesiil sera autorisé k négliger lesbrancbes desintcj-^ 
sections des surfaces coniques qui existent au-dessous de ce plan; par là, le nombre des 
points possibles sera réduit à quatre. Ce serait la même chose, si le point de station 
était an oontratre plaoé a»>deMoaadn plan. Emuite, parmi cm qoatre pointi, i^ib exis- 
tent tous, il reconnaîtra facilement celui dont la position, par rapport aux trois som- . 
meta, est la même que celle du point de la station, par rapport aux points observés. » 

Si fon vent un exemple, on le trouvera dans k OéomitdfdÊtoryptHv de M. Monga, 
d*o&eepnlilème«it«itf«it. 

€861 PaoMtàmm 6. a Im ^amUuniB*» Honi Ut mémtn qm dm* ta quêtUon préeé- 
duUt, aiftc cette aeuU différence que firutrument n'est pas garni de ^-à-plomb, de mth 
niire que les onglet avec la vertical» nepuiaeent pas être mesurés j on demande encore qite 
l'iagiimur, tan» quitter la tiation, dittrmia* tur la carte la position du point où Ueet, 
*tqvfU trom»e la aola dt etpokU, iftêt'-à-dir» mm Mmt iaÊt t m - ib t ntM dê la twrfiae* de ni- 
peau à laquelle In us les point» du la tarte tont rapportés. 

avoir choisi trois points du terrain qui soient marqués d'une manière précise 
lar la carte, et tels que le point de station ne soit pas avec eux dans le même plan , Tingé - 
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aîsnr mMiunsfat traii ugiet ^eftnMUtntM 6BxlMnyoiii viMids dîiîgbà om trois 

poinu-, et au mojen de cette leale observation , fl aéra en état de résoudre la quaatioa. 

» En effet, si noas nommons A, B,C, les trois points observés, et si on les suppose PL 55. 
)oint* par les treis droites ÂB> BC, CA, ringéateur aura les projections horixontales de 
cet Ârmtet tneéfli iw k liifftB; de |jw» M >ni9«a dn colw 

r>rr no( s banteor d« ettréouléi de OM dioitw; il pour* donc avoir kgrandenr de 

chacauo d'elles. 

» Cdà posé , si daot un plan quelconque , mené par AB , on conçoit un triangle rec- 
tangle BAD, construit sur AD comme base, et dont Tanglo en A soit le complément de 
l'angle sous lequel le côté AB a èTt observé , l'angle en D sera égal à l'angle observé, et la 
circonférence de cercle décrite par les trois points A, B,D, jouira de la propriété que si 
'dfnn pmnt qtieleenqne W» de Pare AUB, on mtnedenr dfoitnmz poîntiAet B^Flngle 
en W qu'elles comprendront entre elles , sera égal à Fangle observé. Si donc on conçoit 
que le plan du cercle tourne autour de AB comme charnière, l'arc ADB engendrera une * 
•nr&ce de révolution dont tous les points joairont de la même propriété} f^ett-à-dire que 
«i d'an point qoeleoBqtie de lasnrfiioe oamènedeaxdvoiteaMUpoialiAelB, oesdroitct 
formeront entre elles un ancle é^al à l'angle observé. Or, il est évident que les points de 
cette surface île révolution sont les seuls qui jouissent de cette propriété} donc la sur- 
face passera par le point de la itatinu Si Pon nÎMinie de la même manière poorlavdeox 
antres droites BC, CA , on aura deu antres surfaces de révolution, sur dMCtrae deequeUes*" 
se trouvera le point de la station ; ce point sera donc en m^me temps sur trois surfaces de 
révolution différentes, déterminées de forme et de positiouj il sera donc un point de leur 
inteneetion eommoMb ■ 

687. Cliacunede ces surfaces aura deux nappés distinctes, l'une engendrée par Farc 
ADB, capable d'un des angles observés , et Pautre engendrée par l'arc AwB, capable du 
supplément de cet aogle. Or , généralement, cbaque nappe d'une de cet nurboei de révo- 
lution peut être coupée par me Mppe de Ptaâe deediea entrai mrfiMeeasinat deux 

br.inc1ics cfe cotirlio ; <!oiic la ligne d'intersection de deux ilc ces surfaces est en général 
composée de buit branches. Mats une de ces branches peut couper une nappe de la troi- 
riteie nrfiuse en qnairepointa; donc les deux nappes de cette demiire aorftce peuvent 
lenoonlrer les Indt bruches de rintcrscction en ■oisaote-quatre points. 

Tous ces points ne satisfont pas à la question proposée : en effet, l'arc AwB n'étant pas 
cepaUe d'un des angles donnés, mais bieu du supplémeatdeoetangle, la nappe de surlace 
qi^engendre, et quenoee appeneroaaiwyp* n^f t Ummt m h * , ne peni eertanîr le peint 

demandé. D'après cela, chacune des surfaces données n'a qu'une nappe qui puisse con- 
duire à la solution cherchée, ce qui réduit le nombre des branches de courbe, qui peuvent 
oontenirlepointàeonitrdrefkdenxjellBiioiiibtedettelutioMdnproW àbnit 
Oeceilinit solutions, quatre aeront tftan oftté dn plan dee trois points donnés, et les 

quatre autrrsdu cAté opposé, en sorte que Tobserva tour, qui çaiira toujours de quel oAté 
de ce plan il se trouve placé, n'aura TéritoUement que quatre points d'intersection à goD" 
sinnie. Et parmi ces quatre points, i^ib eatsteat tow, 3 reoolinaltrnflMilement csM 
sera ritnd, par rapport aux points A, B, C, de la même manière qoecehd de la italieBi 
par rapport ans pmntsdntsmùn qo^il a observés. 

34.. 
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PL 55< ('>B8. Pour appliquer ce qai précède, prenons pour plan horizontal ,}c plan des troîf 
points donnés , et pour plan vertical an plan perpendiculaire à une droite menée par deos 

de CCS points. 

Soient donc (A,a) ,(B, i), (C, a),cettroispointa,et ADB, A£C,BFG, les trois ares 

Iiorizontaux capables des angles olMcrvés. Nous concerrons que cet arcs tournent respecti- 
vement autour des cordes AB,AC , CB, qui les soutendent, et ils engendreront les sur- 
faces de rcTolution ADBG , AECH , RFCI , dont il ^agitde oonstroire les points d'inter- 
section. 

Cherchons la ligr.o suivant laquelle $c coupent les dcti\ siuTnccî dont AC rl RC sont 
les axes. D'apnto ce qu'on a vu précédemment (48g) > il conviendra pour cela de couper 
CBS denx snr&oes par des sptiirâs coooentrîqaes dont le centre soit en (C , <s). Une tpuA- 
conque mnrtuc, de ces sphères, coupera ces deux surfaces suivant deux cercles qui auront 
pour inlerscction des jwints dt- la liL;nc chcrclu'c. Or , ces cercles se projclleront horizon- 
taleiucnt en xa et nu, et le dernier se projettera vcrticalenicut en >'^y'iîy'\ d'oâi l'on voit 
qu'ils se couperont suivant les points (y* y') et {y , j^*). 

Eu menant de nouvelles sphères concentriques à la sphère mnrsuv , on obtiendra de 
« nouveaux points, tels que (j', y)» {y ^ y')t et l'on en déduira l'intersection (Jjd*/, 
fy^'y'ia. . .adTy'e'Zf). 

Onoonsiruira de môme l'intersection {J^tf^eg'a . . . fig'e'f) , des deux mrlaeas dont 
Alî et AC ioul les a%C8. G:lte intersection coupera la \i^ae{Cdef,f S e' y d a . . .aify'e'Tf) 
suivant les points (« , e), (e, c"), (/*, jT), (/>/"), entre lesquels il ne s'agira plus que de 
reconnaître le pobt de la station : « qui, canane non» l'avons d^à dit, sera toajonrs 
facile. 

68(j. Si nous nous étions seulement proposé de construire cette station, noos n'aurions 
déterminé que les parties des projections verticales des intersections Odêf, è^tf, situées 
du odtidnplan ab où elle se trouve, et nous n'aurions même eu besoin ^pie de l'une dtis 
pn^ectioiii >orlicalc5 f'W'y'if a. . . (ury" t"7.J' , f f'g'tt. . .ag'e'f"; car ayant les projec- 
tions horiionlalestet/des points cherches, une seule des lignesyVe'yi/'a. • .acry°e"Lf, 
feg'a. . . ttg'ej't pouT déterminer leurs pr^eetkms verticales ^»J'f «",/*• 

Mais noua avons voulu représenter les intersectiona complètes de In surface engendrée 
par la circonfcrenoe entière AEG-, avec les aor&oes engndrées per les droonfiBrenoes 
ADUo', BFC^. 

. 690. La même tpbbvmornsv, qui nous a donné les points d'intersertion des nappes dé- 
crites par les arcs BFC, AEC, donne des points Jo toutes les branches de rintorscclioti 
complète. En elTet, cette sphère cpupe la surface AECH suivant les denx cercles nu, ri, 
et la surlace BFCI .suivant les deux oerelM xt,pq\ ces quatre cerdes sont dans quatre 
plans,qiriaaTCnflOintrent suivant quatrr di oitt ?, projetées Itnricontalement en quatrepoints 
r, rf /. Le premier y est la projection de (l(ux points (y, v'), (j, y*), de l'intersection de» 
nappes principales y le second k , appartenant à l'intersection des plans des cercles ri,pq , 
«evrespood à la pro^îonlioriioiitsle de PintersedioB des nappes supplémentaims décrites 
p^r les arcs ArC , JiqC; le troisième « appartient è l'intenection de la nappe principale, 
décrite par l'arc BIC, avec la nappe supplémentaire décrite par l'arc A/C; enfin lequa- 
tricne /, qui est sur l'intersection des plans des cercles nw,/^J, corrcs^ndà l'intersectioii 
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.de la nappe principale décrite p.ir AEC , avec la nappe supplémentaire décrite par %C Pi- iS. 

691. En général , cbaquc poutt k, s, l, correspondra à deux points de l'intersection 
di8rdiée,Tnn ûtné au-disMnsdn plan ab , ét Fantre wtné an» Jaiio o » : «fett ce qui alieo 
pour les points y et z, auxquels corrcs|>on<lent les poin!s (y ,y') et (y, y'), (i, s') et 
(s, s*). Mai» il pourra se faire aossi que les deux points tels que (jty), {y ,y") > «e réu- 
nissent dans le plan ab, et dans ce cas le point ne donnera qu'on Mol point de l'inter- 
eeétioneherehée.11 pourra même arriver qu'un ou plusieurs des points obtenue^ ji*, htM^tf 
ne foiiriiisKLMit niirun point de cstte intcrsection} ci c'est icequî aUea,coauiieen ya le 
.voir , pour les points et /. 

EÂetÎTCmcnt, le point h doit appartenir k Fintenedion des nappes AH^i; ^pC; ; mais 
il e*tpr<^etéatt deborsde ces nappes : donc il ne pent correspondre k aucun point de la 
ligne suivant laquelle ces nappes <e coupent II en est de même du point l, qui ae trouTe 
projclc au dehors des nappes BpCf 1 AECIL 

Les eetdes HtXpq, nnet/if, ne a^étendant pas )osqn*ans droites h et ^«nhantlesqueUas 
leurs plans se coupent, on dit que les inferscctinns de ns cercle'! sont ima^naireit^ et <,uc 
les points i et /, où se projetteraient ces intersections, si elles étaient rctllesj c'est-à-dire 
si elles existaient , répondent à des partiee da intersections des nappes A.iCt et HpCq , BpOj 
et A£CU , qui sont imaginaires. SouB OB rapport» les point* ct a lépoodeut k des parties 
réelles de l'intersection clierclice. 

692. Si l'on mène de nouvelles splicrcs auxiliaires, telles que amntM'^etqueron classe 
avec soin les points qu'elles donneront pour chaque brandie de la ligne f intersection des 
deux surfaces dont ÂG et BG sont lee axes, on pourra Lient c^t décrire facilement cette 
ligne. Voici les parties qui la composent: iMa branche , acfyty/'fZe'y'd''n) 
d'intersection des nappes principales engendrées par BFC et AEC; labranclie iCm'J, 
am^/t^à) d'intersection des deux nappes supplénicntuircs CpB^,CrAt; 3Ma partie imt- 
ginairc projetée liorizontalement en Jlh'c ; 4"- la branche (t ';i'C, alj"s'c'z"f'a) d'intcr- 
seetion de la nappe principale engendrée par Bl'C avec la nappe supplémentaire CrAt ; 
5*. la brancbe (Ca^,al^tf*l'a);6^. enfin, la partie imagniaire projetée beriiontalenient 
en a'u'i. 

On trouvera de même que les deux surfaces dont AB et AC sont les axe* , se coupent, 
1°. suivant la branche {Ag^e/h, ag eff ""g'a"); 3°. suivant la branche (Ai"»', alT/t'/'a); 
3*. solvant la partie ima^naire projetée hoi izontalement en j'o^o; 4* raivant la 
brandie («jp'» ^* wiv«»t la partie imaginaire projetée boritontalement en 

Ces den intmaetimu. ae rencontreront en douie points, et ai Fon dMennine la ligne 
suivant laquelle se oonpent le» surfaces dont B A et BC sont les axes, on trouvera que cette 

ligne pasfe ^lar ces douze point j. Pour les rendre bien apparens, on a mené par chacun 
d'eus, uu ^x;lît arc de l'intersection des «urfaces décrites autour de BA ct de BC. 

€93. Exécution dm Nptuv. Les ares jEe, dye, e», sont les seuk) des intersections des 
trois surfaces données, qui soient vus sur la projection horizontale^ Conune il| eontri» 
huent beaucoup à donner l'idée de la situation de ces surfaces les unes par rapport aux 
au^es , il était nécessaire que le dernier co fût marqué sur l'épure, il se construit comme 
Faro djftf dont nous noua aonnaea occupés. 
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n. ss. Quant au contour det projections horinmtales 6m atew mvCmm» il «t iàti de Im êé- 
terisiiMr et d'en distinguer les parties vues et cachées. 

Noai avons marqué «or k projectioa verticale ceux, LMflOP de la nappe principale 
qvPengendnPaie ADB,QQfBR' de k Mfpe M|ipléiiMBtrire «BgenM par rare knS-, 
VXYZ de la nappe principale engeadr^ par AEC , et SS'TU de la nappe A<0. Les con- 
tour» des nappes de la turiiMe décrite Mtoor de BC anraieot trop foctOMit eompliqiié 
la figaM : noutae le> avras pea décrits. 

Les seuls arc% des intersections instruites vos, en pn)eelÎ0B wlicdte} aont ki mcs 
Mg'a,ag'0. Il est dair qu'ils toudmtleaoatoar UmOPaos poinlaMtlOyeèibeet- 
sent d'être vus. 

HoasatfoMtraoé leawcsyMV, a'u'i.lo'c, pVkt't'h, qui répoodenti des parties 

frm-g— -'rr *** ^ — ''r~"i*Vr, m mtjoii dn lijpm TT*i-trnrt drf U M tiw itiwi. 
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COMPLÉMENT 
de la Aéorie des Lignes courbes et des Surfaces courbes. 

GHAPITKË PR£MI£R. 

Des Surfaces gauches. • 

694. IN oofl avons examiné, chap. III, liv. II, les deux principaux genres 
des surfaces gauches ; mais comme nous n'étions pas encore familiarisés 
avec les plans tangens et avec les intersections de surfaces , nous avons 
dà nous boRier à la partie la plas ^léonenlfeire de la matière que nous 
Imitiofw : aussi nous sommes-noiis oonteiités dlodiquer sommaivemeiit 
(a4a) kt générati*»* ^ rarfitoes gauches dont nous ne ponnow pas wm 
oecaper. Nous allons compléter ici la théorie de ces surfaces, et nous 
commencerons par démontrer deux théorèmes qui nous conduiront à la 
solution générale du problème du plan tangent. 

695. TjfÉonÈME i". Si deux surfaces gauches S et ^ ont wi même 
plan directeur, un éle'ment E commun, et deux plans tangens com- 
muns dont les points de contact m et m' soient sur télément E, ces deux 
surfaces seront tangentes entre elles tout le long de cet élànent. 

Pour démontrer cette propriété , concevons par les pQÎolB de contact 
m et ff^ deux plans sécans quelconques P et ?'. Ces plans couperont la 
surface S suivant deux courbes d et d, et la surface 1 suivant deux autres 
courl>es et cT'. Imaginons que l'on prenne pour dirccti-iccs de la première 
surface S , les lignes d et d', et pour directrices de la seconde Z les lignes 
/ et iT'. Les deux sufims étant tangentes cntie elles en m et ni'» elles 
aoront dna froelles communes, que noot nommerons amsi m et e/ s 
or» la ftcette m, soit qufeUe a|qpartienne h la sur&ce S , soit qu'^dteap* 
partienne à la surface 2 , ne pourra être coupée par le plan P que sui- 
vant un élément linéaire unique A, qui appartiendra toat-à-la-fois ans 
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deux courbes dctl"; d'où il suit que ces courbes seront tangentes entre 
elles eu m. Od peut démonircr de niônic que les ligues r/ et se tou^ 
cheront suivant un élément linéaire A' de la facette Et si l'on se figure 
que la génératrice de la surface S se meuve sur les cour])es d et (t, prises 
pour directi'ices , il est dair qu auprès de 1 clément E , cette génératrice 
s appuiera sur les lignes infinbnent petites A* et A' : et comme ces lignes 
appartiennent aux courbes et J^, tout aussi bien qu^aux courbes d et 
df la aone de la surface gauclie , engendrée proche de rélément £; sera 
commune aux «irfaces S et 2 ; donc , etc. 

696. Tbéorèmb a. Quelles qm soient doue surfaces geutches S et 
lorsqu'elles ont un élément commun E, et trois plans tangens communs 

dont les pninfs rfr corit/irf 7// , /;/ , m", svrtt sur cet dément, elles SOtU 
tangentes cnlic elles Umt le lon^ dn nicine c'h'inent. 

La déuioustratiou de ce théorème est toul-à-lait analogue à celle du 

théorème précédent. 

Concevons par les points m, mf, mP, trois plans sécans qudoonqnes P, 

P*, P". Soient d, d', (P, les courbes suivant lesquelles ils COoperCMit la sur- 
face S, et «T, ff', é", les courbes suivant lesquelles ils couperont la sur- 
face 2. Ces deux surfaces étant tangentes entre elles en m, ni et m', il est 
facile de voir que les courbes d et S, d' et J', d'' et J se toucheront 
deux à deux suivant des lignes iniiuinient petites k' et A". Cela posé, 
£ûson8 mouvoir la génératrice de la surface S sur les lignes d, (P e/td*, 
prises pour nouvelles directrices; il est clair qu'auprès de l'élément E cette 
génératrice s'appuiera sur les lignes A , ^ et A" : et comme ces lignes aj>- 
partiennent lout-à-la-fois aux t oni lu ^ d et «T, d' et J", d* et J", la zone 
de surface engendrée le long de l'elémeut £ sera commune aux deux sur- 
fiices S et donc, etc. 

C97. PnoBLÈJrE GÉNÉRAL. Étant donne une surface (gauche <juel~ 
conque et un jwint d'un de ses élémeiis , on demande le plan tangent à 
la surface en ce y oint. 

Pour .répondre ce |Hwldème, on mènera par râément K, qui contient 
le point de contact donné ^ trois plans cpelconques P, F, F'; on con- 
struira les courbes d'intersection de ces plans avec la surface gmdie; On 
délcrniini ra les points m, m', m'', où l'élément K coupera ces COUrbes, 

et ces ]Kjints seront ceux OÙ les plans P', P", Seront tangens à la sur* 

f^ce donnée (a/»^)" • 
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Si donc Ton mène par les points m, nf, m^, dans les phnsjrespecli fe 

P', F", trois lignes droites qnelconqnes, et qae l'on prenne ces lignes 
pour directrices d'un hyperboloïde à une nappe , cet h^^erholoïcle ton- . 
chcra la surface donnée tout le long de l'élément K (696). D où l'on voit 
que pour avoir le plan tangent demandé , il ne s'agira que de mener par 
le point de contact donné un pian tangent k l'hyperbokÂde : question que ' 
Ton nit résoudre (3a6). 
. Cette solution, purement graphique, s'applique comme on le voit à 
toute espèce de surface gauche , même à celles dont les générations se- 
raient inconniies , poorvu que l'on ait un nombre suffisant de leurs ëlé- 
mens. 

698. Si la surface donnée avait un plan directeur, c'est-à-dire si ses 
â&nens étaient paraDUcs à un même plan , la solutioD précédente poni^ 
rait être simplifiée ; paroe qn*au lien de prendre Hiyperboloide à une 
nappe pour surface auxiliaire , on pourrait, ainsi qu'on ya le voir» em- 
ployer le paraboloïdc hyperbolique. 

Par l'élément K, concevons que Ton ait mené deux plans quelconques 
F et Fy et imaginons que l'ou ait construit les points m et m', où ils tou- 
chenwt la surface gaudie. Fhr ces pimits et dans les j^ans re^pectifr F et 
on mènera deux droites quelconques, et si Ton prend ces drmtes pour 
directrices d'une paraboloïde hyperbolique qui ait pouT plan directeur 
celui de la surface donnée, le paralwloïde et cette surface se loucheront 
tout le long de l'élément K (69^) : si donc on mène par le point de con- 
tact donné un plan tangent à ce paraboloïde (3 17), ce plan sera le plan 
demandé* 

Ces consiroctions seront beaucoup plus làdles que dans le cas général, 
mais elles seront encore d*nn emploi fort péniLie. 

G99. Dans les cas usuels , .on peut choisir un ou plusieurs des plans de 
construction P, P', P", de manière que leurs points de contact m, m', /«*, 
soient inimédiatcnicnt connus , et les solutions précédentes se trouvent 
par là considérablement simplifiées. C'est ce que va nous montrer l'exa- 
men qui nous reste à fiûre des diflRSrens genres de surfiMes gauches qui 
sont employées dans les arts. 

700. DES SURFACES GAUCHES (jui ont un plan directeur et deux 
surfaces directrices. Concevons qu'une droite se meuve en restant tou- 
jours parallèle à un plan donné et en touchant constamment deux surfaces 

35 
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doùoéeB , die aDgendren dans son mouTèmmt «ne snrftee gsracbe; ctv, à 
moins qu'il n y ait entre le plan direcCevr et les sur&ces diréctrioes des 
rdations particulières, deux positions cons ë c u liv w de la géuiàratrii» ne 
seront pas dai» un même plan (ai4)- 

70 ï. Le plan directeur et les deux surfaces directrices? étant rcprcsentés , 
il sera toujours facile de construire autant d'éléraens qu'on eu voudra de 
la surface gauche déterminée par ce plan et par ces denx surfaces. En 
effisty si Ton mène des plans parâlièks au plan £nclenr, et «{aWcherciie 
les inteiBeetioDS de ces plans et des denx surfaces dîredriees, îl ne ^aginf^ 
plus que de mener des droites (vçj-ez la Note 6) tangentes respectivement 
à deux intersections comprises dans le même plan, et ces droites seront 
les élémcns de la surface. 

702. Chacun de ces elenieus touchera chaque surface directrice suivaut 
un point , et la suite des points de contact des élémens formera, sur les 
deux snrfiœes directrioes , denx lignes qui seront les courbes de oontact de 
ces snrftces et de la snrfiu» ganche. Ces deux lignes, snlislitttées énx sur- 
&ces directrices , ponmient servir de diredrices linéaires à la surface 
engendrée : mais comme on ne sait pas mener, par des méthodes sim» 
pics, des tangentes aux coiirhes de contact (4Q9)> *-'<-'s directrices li- 
néaires n'auraient aucun avantage sur les surfaces directrices , et elles 
ne seraient même pas propres à h délerminadon du plan tangent ; tandis 
qnll se oonstruit aisëment , ainsi qu'on va le voir , au mojen de ces 

705. PxOBLÈMS t**. Étant donnée une mrface gauche du genn- de 
ctÙes- ^ mimplantUiwteur^ deux sMtfiuisdinetrioûÊ, ame-unéU- 
ment de cette siâface ei ^ point de cet él^tenê, teneinàte le flan ta^ 

gent correspondant à ce point. 

Pour cela on mènera, par les points où cet élément touchera les deux 
surfaces directrices , des plau& taugens à ces surfaces ; par les mêmes 
points , on mènera des dnûtes qndoonquet dans'Oes fikm,. et ces dnilH 
seront les diredrioes dW paidraklde hjrpedioliqne tangent à la aurine- 
, donnée tout le long de l elément donné (69$), en sorte qne U racherefae 
dn plan tangent demandé sera ramenée au problème du n" 517. 

704. Si la surface donnée avait pour directrices une surface' et une 
courbe , au lieu de deux surfaces , c'est-à-dire si l'une des surfaces direc- 
trices se réduisait à uue ligne , le plan tangent s'obtiendrait de même , 
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au moyen d'un paraboloïde auxiliaire , et les directrices de ce parabo- 
loide ue seraient pas plus difficiles à déterminer que dans le cas de deux 
^nr&ces directrues. Ea effet, râément panant par le point de contact 
Joadierait la snriRoe directrice en un point, et la directrice linéaire en 

un auhx- point; et comme il «uffit que le panJboloïde auxiliaire touche 
la surface donnée en deux points, pour qu'il la touche au point de 
contact donné (^O^) , on choisirait pour ses directrices , 1°. une droite 
menée arbitraii^ement par le premier point , dans le plan tangent corres- 
pondant de la surface directrice ; 2". la tangente à la directrice linéaire 
uffiaée par le second point. 

705. On Tfttt 4oac par là que , aoit que la suêm» donnée ait une 
surftce et une courir ou deux surfaces pour directrices , on peut ton- 
jours dioisir le paraboloïde auxiliaire parmi une in&iité «Feutres ; 

puisque Vune de ses directrices , au moins , se trouve menée par un 
point dans un plan tangent connu, et dans une direction de ce plan 
entièrement arbitraire. Cette propriété est d'un assez grand avantage, 
parce quon ae déleraiine pour le c^Kiiz.qui coudait ave oonslractioiis 
les plus simples. 

Tout ce qui précède Ta être édainâ par la solution du pr ô M èm e 
snivant. 

^06. Paosimux a. Étant donnée la turface gauche qui a pour plan directeur le plan Pl. 56. 
horizontal êt ^^^teHon, ttpouriiUnetnetê, i*. humtrbt (OH, CTH'!*); 3*. iaipkèn 
-dont le centre w/«» (A, A'^fMdoitt le rayon est (AB , A'B*) , on demande, pnmièrtment, 
de reprisenUr cette Butfim$$ tteamiêmgntj dt cotuinùn U plan tcmgmt m m» point de 
Punde $eê éUmen». 

iy>ftit o qu'on a w prleMwiBiwit (1S6), il&Bdn,poiir n ^ irdiwitar h ■Biftcedmi- 

née, construire iies trace; , les owloan4« -m IgÊVj/tidàuaê, m lifiMwagalftw», et un 

.nombre suiïisant Je ses (■lémens. 

707. Pour cela, on couuucncera par choUir sur la directrice liaéatro (ClU,Ci'H'r), 
ito «rtBbMiian«éepoiato(C;C)»CI>>I>^r(B, 10>«>e>; far cet pahli, oa aMnem 
des plans parallèles an plan dîrectear,<fert-^dire]MriMntaux ; lUncouperoot la splièredi- 
rectrioe suivant de« cercles , et en menant par les point* (C, C) , (O, D') , (E, £') , etc. , des 
■Ungeatosà ces cercles, ces tangentes seront les éUmeos cherdiés. Snhronsces oontirao- 
tîons potur le point (D, 

Le plan horizontal mené par ce point aura pour trace verticale la ligne D m , parallèle 
Il la ligne de terre} et comme cette trace sera la projection de tout ce qui sera «y«n«iMi 
Tdam ce plan, db aeia BéMwaliiBieal la projection vertioi^ VflÉM* dwfoh^ Le 
flan Uti^ ooopara la ipUndinotrice wiiaBtaaaaKla («Hipy^p'),ftcîla à «MtarBiaar} 

35.. 
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Pi. 56. par le point D on mènera la tangente Dm , à la projection omp de ce cercle, et la droitit 
(Dm, D'm'} , tangente à la sphère en (m, m) , sera évidemment l'élément demandé. 

Le fluk hariMBtal Tfwf coupera la directrice linéetf* (GUi^ClU'I'), en u 
second point (O, G'), qui, arec le cercle (omp, o'p'), déterminera un second élément 
(Gn , G'n ) de la surface gauche. Cet élément et l'élément (Dm, Sym'), étant aitaéi dam le 
même plan, se couperont en nn certain point (n, »'). 

En preBant sur la directrice linéaire de nouTeenz pointe» snr lesquels on opérera comme 
en vient d'opérer sur It; point (D , D'), on obtiendra de nouvrniix éléniens de la surface 
fgmàittf et ai l'oa fait attention que le même plan Itorizontal D m' contient deux de ce* 
éMiMim, on Terra que cette rarftce est oompoiée de deux pertiee, qoi m ooupent «dfaat 
nne courbe {hg, h' g h'), 

708. Celle courbe est une courbe singulière de la surface donnée; elle est , comme on 
le Toil, l'intersection de la partie delà surface qui correspond à l'arc l'Cl' de la directrice^ 
eveoIapartieqQieoirrespond à Faro l'U'I*. EÛe diviae «ette Mwbee en deux nappée, et 
il importe qu'elle soit exactement représentée , pour qi^on «enta liien connnent «ee denx 
nappes sont disposées l'une par rapport à l'autre. 

^o^ Pour rendre la représentalion la plus complote possible, on aura soin de coa- 
ttnûre les éUmem extrêmes (Çp ,C^, (Hjr» H^) , YK), 0A, PA*) , parce qvKle ap- 
partiennent aux contours des projections de la surface donnée. 11 est clair que ces con- 
tours sont, pour la projection verticale , les deux droites l'A' , l'A', et pour la projection 
horiaontale, I*. les deux droite* (^,11^; a°.laoourlie thh^ qui touche les projections iMui- 
■ontales de loas kl â£mens de la sorfsee repré s entée» 

Il est remarquaUe t\yw le plan tangent en un point (Vun élément qui sert de COntOVr 
touche la snrfiwe gauciic tout le long de cet élément C'est le cas examiné u" 334> 

710. L*épnrene peut présenter •uennetraoej car ksfarliMÎndiqnivdmâfisais ne 
rencontrent pas le plan horiioiital, et leurs interseelions areo k plan wUoal sent an 
dehors du cadre. 

Pour hien faire sentir la disposition de la surface engendrée, par rapport à la splière 
direetriee, il sera bonde dteriie laconibe («ils, JHx'k'), qui est le lien des points tels qne 
(m, m') , où les élémeni delà snrlîMe gauche toudient la lurfaes sphériqne. 

711. Enfin , nous ferons observer que la surface en question présente encore deux autres 
nappes, qui sont produites par une génératrice toujours située en arrière de la sphère d»> 
iaetriee.PMrqaelailgnre nesoitpas trepoQWpliqnée» nens Avons abslnetien de «s 
deux dernières nappes. 

71a. Passons actuellement à la construction du plan tangent. Soit (KM, K'M') un élé- 
ment de la surface, et .(M, M') un point de œt élément par lequel on demande de mener 
leplsntangint 

Le plan horironlal mené par l'élément (KM, K'M') coupe la sphère directrice suivant 
le cercle (ac*, a«') , et le point de contact (a , a'), de ce cercle et de l'élément (KM, K'M'), 
estodtd oà ce même élément touche la qiiiëre directrice; donc ce point (a, o') et le 
point (K, K.'),oommanà la direetriee linéeiie et à la droite (KM, X'BT)* «mt ceux par 

lesquels il s'agit de mener les tlircctrices du paraboloïde hyperbolique auxiliaire (704). 
GeUe qui correspondra au point CK,K'j sera la droite (,iiflL'L'),tMt^ie en (K, &')à 
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la direcUioe linéauc} et quant à la moonà», o « Kra une dn^te priie àToknlé étmU plan VL M. 
tangaal à la ipUre en (a, «t'). 

Pour obtenir celtP seoftndc directrice, menons d'abord le plan fangent en (a ,a). Cela 
exigera que nous raintUons le méridien Aa ea AB, parallèlement au plan Terticalile 
point Ça , a') Tiendra se rabattre en et la Ungente à.Ta méridienne (AB, uB'eV) , en 
(#, /}, aéra la droite (*/, «'/) , qui perce le plan boriiontal en (/, f). Or, lorsqu'on ra- 
mènera le plan AB rn Aa, le point (/, ^) viendra en «7 ; donc la tangente en {ci, «') , à la 
méridienne Aa , perce le plan horizontal en q. Mais le plan tangent passe par cette tan- 
gente ; denc9 a ponr traoe «ne droite menée par le point et oonaM il est pcrpendi- 
enlaire an plan méridien , cette dfoîie eet BécewaiifmtBt la p et peaJj ç i Jtiin élevée 

prr le point y sur la droite Ad. 

Gnmaissant la trace horizontale qO du plan tangent à la sphère, il ne sera pas nécessaire 
de diereher ta trace Terticale On prendra *vr la droitefO na point (A, V); on mené» 
par ce peint et par le point (a, a") une droite (ab, a'IO» et cette dvohepoatra être ehoiiie 
pour la deuxième directrice du paraboloïde. 

Il ne 8?agira donc plus, pour avoir le plan tancent en (M, M') à la «urface donnée, que 
de mener par le point (M, M')da parabotoide doat;(KL, KX'), et (a&, , «mt les dtreo- 
*'*ioes, et dont la génératrice est horizontale, un plan tangent à ce paraboloïde (3i5). 
Pour cela, on remarquera que la droite] (iL, b'V) est l'élément du paralwloïde , situé 
i - -3 le plan liorizontali on mènera par le point (M, M ) des droites (MN,M'N'), (MO, 
H'O), retpedivemenl pendfUee aux direetrioM ÇLls, K'L'), (a», «T)} eDee déteiraine- 
«ont nnpian parallèle k ces directrices; ce plan contiendra l'élément de la seconde géné» 
r«tion qui passe par le point (M, M'); il aura pour trace horizontale la droite >'0, et il 
coopéra par conséquent l'élément ^'L^ suirant le point P. Mais il ne peut couper 
«et'élément qaeMivankb;!piiiaftc& M ttènie élément erttondié par Félément^ la m- 
conde génération ; donc le point P appartient k ce denûer élémoit : doue il apifertient au 

plan tangent demandé. 

£n mcuant donc par le point P la droite PQ, parallèle à KM, cette droite sera k trace 
Itoriaontale de œ pliai» et 3 aéra fteik d'en déduire w trace Terticale (*). 

Nous appliquerons sourent dans la Coupe des pierres et dans la Cltarpcotc, cette con- 
«trection simple et commode du plan tangen t aux surfaces gauches qui ont un plan direo- 
tanr et des surfaces dîreelrieee. 

713. EsieiakM d« /V^pme. K<ws n^ammi pas snppeaé fu le plan tangent demandé 
«init dans Fespaee, et ^«t ponr cck (SB) qae ucm emns indiqné sa trace ÏQ en 



(*) S'il *'agi«taii lira*oir k plan UDgenl en an point (n, i/}ét la ligne mnltiple (hiig, ¥^k')f 00 voit 
qpt «• point tfttntàb fois sardcBdàBaBséa]BSwf^,lfseaasttiieiiau|;e<o<ii«niacg^ àdcw 

mihûaaê. 

On voit anui cjuc ti Ton coiinaittait denx courba tor la nuif^cc dnnnvc, l'une titaci' lur la nappe hf;CH, 
l'snue utuée tur la nappe khgR , et loulcs deoz pasMnt par nn point (n, nf) de la ligne multiple {hng, 
Ifffh'), las tsngniss k «m eonrbet •eraitat, Fono daas b plan ungent k la première nappe , Fanirc liam le 
plan ungrni k h aswada, et qne rtnxemlile des denx taagcolei d^iennineraii nn plan eonpao^ qui ne aérait 
ungcut ni & l'iMMid k Vtimt nappe, et qni par cvaséfocat M toodunit pu la twface. 
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Pl. 56> moyen de Ugncs mixtes. Par suite de ce qu'il .n'eat pw «ué exîater. Ut détanainetion des 

parties vues et «j.iclK'rs do l'épure ne présente aucune difficulté: en OQDféqnetM HOU ne 
nous y arrêterons pas, et nous ferons seulemeot une ob»crvatioD. 

C'est q u'cD projectioa vertieale , la conrlie singulîiie {kg, h'^hT) dmae diaqm éUauBt 
de la surface gauche en deu {Mcties , l'une vue, l'autre cachée, et que cette courbe jouit 
de la même propriété en pro|cction liorizontalc , relatirement aux élémens qai sont au- 
dessus du plan B'B'. Il est d'ailleurs érident que, sur cette dernière projection , les autres 
éléuMBS sont towcachés. ' 

^i4- Df-S surfaces CAL CllKs dont la génératrice touche conatammtnt troU surfacet 
données. Concevons dans l'espace une telle surface gauclie et ses trois surfaces directrices, 
et d<9ÎgiM»is cet derniires par les noms de prmièn dinetHem^ dnmèmt direeirm, et 

troisicme directrice. 

Cela posé, montrons d'a1>ord comment on pourrait construire les élémens de la surface 
douuée , et pour cela, ima^jinons qu'on 'veuille avoir l'élément parallèle à un plan Uoaiiê 
On «u n ee wa ipie ce plan soit le plan diveelenr ^one Borfim giadie anfiiaîiv ayant pour 
directrices dcuT des trois surfaces directrices donnéesi par'ex^mplc, la première et la 
seconde. Cette surface auxiliaire coupera k troisième dîfeetcioe suivant uoe courbe; et je 
dis que si Fou -nfa» paraUèlement aa |ilaii domé qm tanganle k eette ooorbe (*), cette 
«tangente sera Pélément chercM. En effet, la surface auxiliaire aura un élément passant 

par le point de contact de cette tangentf , puisque ce point sera sur l'intorsfotion de cette 
serface et de la troisième directrice , et ces deux droites, l'élément et la tangente , seront 
paralttlfli &« même plan: de phu, cltei seront dans le plan tangent h la Muftoe a«cu- 
liairet donc «Haï coïncideront entre elles. Mais par cela seul que la tangeola en ques- 
tion touchera une courlie située siu- U Iroisit-me surface directrice, elle sera tangente à 
cette surfaoei ^^''^ autre eâté, elle touche la première et la seconde surfaces directrices, 
puisqu'efle cotneide avee un éUment de la mrÂee anxIKaire : donc, etc. 

Il suit de là qu'en se donnant une suite de plans , on pourra déterminer les élémens 
parallèles à chacun d'eux, et parvenir à représenter la surface {gauche dont il s'agit (34^)- 

yi5. Lorsque l'une des trois surfaces directrices est une surface développable, il est 
a«e> fteîle de eonftrnire-lai Ûkaaù» dalaevriaoe gandw «ngendiée; parce qu'un plan 
taisent quelconque à cette surface développable la towliB tout le long d'un de ses élé- 
mens , et coupe les deux autres surfaces directrices , chacune suivant une conrlv», en sorte 
^oe si l'on mène une droite tangente à ces deux, courbes (Aote G) , cette droite est dan* le 
plan tangent à h sarfoee déreloppaUe; «lia rencontre par conséquent l'élénent da con- 
tact : d'où il sui t qu'elle est tangente aux trois f ar&œt dlredrioes, Vast^-dire qp^clle est 
un des élémens de la wr^M» fauche. 



(*) Pvvnracrpsrallilinuat fc oa phndonnL^ P une ungenteàunc courbe connue, il faudra faire uat 
pnîsciian aasitiaire ^ de cette conrbe , »ar un plaa P' pcrptadicoUïM an pian P : il est ckir que la langcnie 
ebctdi^ Bur« |iour projcciion, sur le plan P', nna dratu /{MialMa k rintenection de* phna P et P', et 

tangente & l;i courlie 9 ; or cette droili- t »crj f.n ilt: i cictcrmiaer (las), et la li<n||Çcnle ilctii.iiuia- sVn suivra. 

Il cud'ailleni* aiaé de voir ^oe riatcncction «Je la surface ansiliairc, et de la uouième directrice, cet 
une coudw à lafneBe on siit sneuer dH langeaiei pw k prooM dn a* 4gS. 
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ijt^ m «0llr«ii«AM»«nrft|iaar jfct gU t a to u— M-deox mflMii, ût dciyi «ftftdM 1 
et wne ligne, les «^^ations que nou^ -xcnons d'indiquer pont construire les-éMniiMld*^ 
Tiendraient beaucoup plus simples. On en va voir tout à l'heure un exemple. 

'717. Comuie chaque élément d'une mrfaoe ganebe engendrée par le moanmaenb d'iifee 
i t ^ tl mqm ewilaiÉieirt «ar tMii-iaiftoe», totfc>' du eii» » de cm nvliNfei entas- 

polatyla saito des points de contact dc« diflcrens élémcrs forme sur ces surfhccs trois! 
conrbes, suiTant lesquelles cllc« sont ioachées par la surface cogeoikée. il serait iqcilo de 
déterminer ces c«arbes, et l'onponmil «nsnitoleepmdM pcMg j fa e^ liiw de lesvrfecv 
gMol»ta«b« eerait mm MMrtifilNe^wiMiU»; fmtB>qffmt/k arflkeMM^ 
pour leur mener des tanpentes (1<)f)). 

Sachant représenter les surraces dont nous nous ocooftons, la question iraportante'"& 
résondre est oelle du pW teagnt New all«at bdKfM» «» «oye» trteeemMde de le 



718. PmOBzàr'M t**. Mliani dtmnh un* ttufac* gauehê thtgmrm dt-etUm qui ont pour 
direetriee^ trois surfaces, avêc unde teit ilhun» «t tmptùudt eUiUmma^ en doMnd* 

I» plcpi tangtnt à la tar/nce en ce jtoint. 

L'élément sur lequel est le point de contact toucliera les suriaces directrioea en trois 
pointa; par ces pointsoo m«ierBdeapIeMnipeGtiTeaNinttuigBBfl4 caiorfiMM^etoei 
plans toucheront aussi la surface gauche. Or, si l'on mène dans ces trois plans, et par leon 
trois points de contact, trois «Iroites quelconques; il est clair que l'hyperljoloïde à une 
nappe dont elles aeront les directrices aura trois plans tangens communs avec la surface 
gnidw; que leetreit poînlB de oontaet de œi pbne feront wr Fâément domiéj et que» 
par conséquent, lliyperlmloïde touchera la .surface donnée tout le long de cet él^ 
ment (ttQÔ). En menant donc par le poBut donné un plan tangent à l'bjperfaokude «uxi- 
liaire, on aura le plan tangent à la tur&ce gauche. 

Si «neottfdnifaan daiiiirfi»eedivectrioes aetrovvent 
nées, auxquelles on sache mener directement des tangentes, la construction du plan tM* 
gent détiendra encore plus simple; parce que rhjrperboloïde aura pour directrices lea 
droites tangentes k ces lijjucs menéet par les points oit elles seront rencontrées par l'é- 
IHtfW^ snr lei|Ml est le point de contact. 

I/applieation qui suit adwfer d'éeUirdr cette aobitien. 

71^ PtlOBLÈiiE 1. On demande j i'. de nprtmniar la turface gauche pmduiie-par le 
mouvement d' une droite assujettie à toucher constamment une sur/ace cylindrique don- 
née et deux courbes données ; s", de mener un plan tangent à cette surface gauche j^r 
un pointdonni eurvudeemélémenê. 

Choisissons pour plan horisontat un plan perpendiculaire à la sui fart cylindrique di- 
TCCAriee die la surface donnée , et scient (AD , A'B') , (CD, CD ) , IC5 (îcii\ directrices li- PLfa. 
nteimde cette sor&ce, et EFG la trace horizontale du cylindre vertical qui lui sert de 
tNÎnènie diredrice. Noos coaaMneenms per icprénu^ 

nous mènerons une suite i\c jilans verticaux AC, HI , LM , etc. , tangens soriaee cylin- 
drique directrice : chacun d'eux coupera les directrices linéaires en deux points (A, A') 
et (C, C), ça, H ) et (l , 1') , (L, et (M, M'), etc.} et les droites indéfinies (AC, A'C), 
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M. '57. (HI, HT), (TM, L'M'), etc., qui joindront les poioU correspondani; leroot éTÎdein- 
m«nt des élémens de la «nrfiwe donnée, puisqi/dlei teadieroat 4 le Mf iHiroiedine- 

Si Fon «nrtmit »»n»i on nombre suffisant dNMémens (AC , A'C), (HI, HT), (LM» 
L'M'), etc.,«neiira la représentation de la surface donnée, et il est clair qae le oerd« 
EFG,que to«BhaBtlwdinilMAC,HI, LM,ele., sen le eontoiv de kpco)eet*m kwimlale. 

En projection wlîcele,le«élémen» A'C',HT,L'Rr, etc. , détcrmînerbnt par hun in- 
tersections sucppssivc; une courLo p//ris , qui scrn le contour de la projection Terticale de 
la euriace ^uche. Dan» l'exemple particulier que uous atons choisi , ce — *— ™ 



point r de rcImmiMmeat 

72a PaMone à le oonstruction'd» plan tangent. Soit P la projection horuontale de 8<m 

point de contact : ce ]wint sera sur un élément projeté borizontalenaent en iK, et ver- 
ticalement en J K'i doncla projection verticalede ce point lere le point F^ntnéwwle W- 

tîcale(P,PP')- V X • 

l/âémcnt (JK, J'K') , qui contient le point de conlacl , loudicrales directrices linéaire» 

suivnnt 1p5 points ( J, J') cl (K , K'),ct la directrice cyllnUrique suivant l e point Ç a, a ). 
Parles deux premiers nous mènerons les droites (JQ, J'Q'), (KR.K'R')» refpectÎTemeet 
tangentes anx«0«pbe.(AB,Alï'), (CD, CDO, et elles seront, comme on l'aTu précé- 
deaunent (718), deux des trois directrices (1«1M,y,vrl,oloule auxiliaire. Pour avoir la troi- 
rihne, nous mènerons par le point (« , «'J une dro.te quelconque (oS, a'S ), qui soit dan» 
le plan vertical oJ. Et comme ce plan est tangent en (a , lO 4 le lurboe dnreelnoe, 0 
^e»«S<|nerhyperliofcïdeàunenappe dont (JQ, J'Q'), (aS, a'S') , (KR^KOlO, sont le. 
froia directrices, est tangent à la surface donnée suivant les trois pomt» (J, J ), (a, o ) , 
(K, R') . du même élément (JK , J'K'); et que, par conséquent, le plan cJierché, tangent 
en (P , P") à cette surface , sera le plan Ungcnt an même pmnt de Phyperlioloide. IVeprèe 
«ekyét^apiisoeqa'onevtt n« 326, il sera facile de construire ce plan. 

7ai. Esicution de r^purr. Nous n'avons représenté que la portion de SUrfaOC limitée 
aux directrices linéaires et aux élémens (AC , A'C) , (BD , B'D'). 

La surface directrice «tant une des données de répare, on e indiqué sa trace Iwnion- 
lakEFGpsruneligneplëiM, et les contour» /«, fi, de sa projection verticale, aussi 
par des pleine»,»! ce n'est dans les parties oi iU se trouvent cachés par la «irface 

""pour déterminer le» partie» Tnes et eadiie» de» éiéaeB»,eiaminon, celui dontle» pro- 
««fltUnis sentWO. W'O'. H est clair que la partieNft de sa projection iK.nzontalc ne peut 
Te cachée par rien; ainsi elle doit être pleine. La partie doit être pleme ^ss^ 
les points de l'élément (NO , K'O'), projetés en i, c, d,eic. sont .n-de.«» de. podrts 
jcs poMii /Tir T'K'X.elC., proictés aux mémespomts, 6,c, 

tZ^Z' ci »=i .«-ae»...ae. «..c.. (BD B'D) (lU, I C), ..«.^l r«» 
!n™™l.» q« !• P^ti» lA de KO doit te poncti*. Ql""»! U ,«rtie *0, «t *i- 

dent Qtt'eUe nt ^ne. . «, • * 

Le Pfoieclion verticale ne présentera pas pin, .le .lifficul..- On reconnaîtra d abord 

qoeleTpeniesN'i, mO', sont Tnes-Des con»tcuçtion» fort aisée» feront voir ensmt* que U 



Digitized by Google 



T. DBS 8UEFACBS GAUCHES. 



a8i 



partie de (NO, N'O') , projetée en ig, passe en vrike det élémeas A'C, HT, Jlt', L'M , Pi. ^. 
•kçi^dlstit par conséquent cichir. £nfin on rccooiuiUni h partie pn^eléa €n ^m, 
étant en arant des élémcns B'D', Tb", etc., est nécessairement tuc. 

Il faudra encore faire attention, pour la projection verticale, qu'il pourra y avoir des 
éMMOuttbbéi m partiepar lecylindreEFG. 

Quant k la courbe pqrù , elle sera Tue lorsqu'elle touchera dea prajectioiit f&ba&ùÊf 
vues d'un côté du point de contact, et elle sera cachée lorsqxie CatpMjeotîom neKnmt 
vues ni d'un côté de leur point de contact , ni de l'autre côté. 

7aa. Des surfaces Gàmmu gui forment Uaflkmdn ma. Lw snrfiMM qui Amaest 
lot filaU des vis appartiennent tout- à-la- fois à deux genres de surfaces gauches. 

IklM l'un, le mouTement de la droite génératrice cat déterminé par la condition que 
oalla didie s'appuie «omAmumbA wat «MdireetrioelnBéaire , et qu'dle larenooutre ton- 
jovra nu le nAoM angle, sans eoiMr dfailkai» d« toadier «ne deoxièaM dire«triea 

quelconque. 

Dans i'aatre,.ia génératrice a deux directrices quelconques, et son mouvement est dé- 
tarainé par'W,ioowlttioB qw la partie da oetta gMratrioe, comprise entre les deux di- - 
raclrieavfioit dPnae longnenr «natantft 

7a3. L'examen de ces deux genres de surfaces nous conduirait trop loin, at serait dénué 
d'intérêt : nous nous bornerons à considérer l'espèce qui leur est ooamuue, et qu'on em* 
ploie dans la oonstraction des vis. 

Ce qui caraetArise cette aspkoe, c^est qoe les dïreelrkes seat toufonra une Iiflio^ 

aie , et que la génératrice rencontre l'a^c de l'hélice sous un angle constant, ou, ce qui 
revicntaa même, comme on va le voir (726), que la partie de cette fîénératricc, comprise 
entre les diceetrioes, est ëfvam longueur constante. Nous donnerons aux surfaces de cette 
eapi«e,1enomd'JUIi(»i(2*«^at(c^ On démontrera ploaloin,!^ 735, qna ces snrfàoes 
appartiennent à la famille des surfaces gauches, et au «• 799, qi/dlea sont coupées, 
ainsi que les héliçoides développables, par des cylindres concentriques à celui qui contient 
riiélioe directrice suivant des héltces de même pas. Les problèmes qui suivent vont faire 
oonnaltre lei propriétés des bélifoides gandies. 

794* PMOMLÈmM i". Éianidannéê9UHMkéUe$êtwitdMuquig'ai^iutêur.f0UahiUe» 
0t Uir êUtas», représenter théiiçtttdt gmdit éomt cette J roi te , 'iwbîk tm» fm la parti* 
eonifriêe entre faxe et l'hêlici' varie de longueur ^èsl la f^mèratricf. 

Soit IK l'axe vertical de l'héltce donnéci A£CD la projection de cette hélice sur un plan PL 58, 
parallèleàaonaxe} A,B,G, D,ete.,1es pra$eetions des points suivant Inqnels die est 
COt^péepar un plan mené par IR, parallèlement au plan vertical de pr o je c tion; uA, BC, 
]ls,ete-, les parties antérieures de cette hélice , et AB, CD, etc., ses parties postérieures. 

Enfila, soit oLM une droite menée par le point a de l'hélice aABC,et par le point L 
de Paie IKy de manière que ktdistanoe oooiprise entra ces points soil la langueur oosi-. 
stante donnée. y. 

725. Il est Iiien clair qui si la droite «LM se meut snr l'hélice aABC , et sur l'axe IK , 
de manière que la longueur projetée en oL soit constante, deuK positions consécutives de 

36 
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Pl. 5K. cette dtroite m MTonI fniaM k mimepla», ainsi ia »iirfiice<k>nDce sera bien luie surface 
gmclie. 

726. Il est clair aussi que les poinU a , /; , A , c , rlc. , rfr l'Ii.'Ticfl , ('tant glanent diatans 
(le l'axe IK, et la longueur projetce eu aL étant constante, coaiBC on l'a supposé , l'ai^te 
projeté en aLK sera atuit constant , et récipnM|iieBMiit. 

727. De ce que l'anj-Ie aLE. sera constant^ U i^ensaH <pie lon^ I» génératrice i^éle- , 
vera, I»; lonj; de Taxe IR , <l'une cf-rtarae hauteur , le |Hiint suiTant lequd cM» i^ a pp Bywa 
sur l'hélice , et tous ses autres pointa, s'élevecout à la morne iiavtew. 

IKaprii cela , il est évident que si Pon prend «vr Pbélice «ABC, une série dépeints b, à. , 
<lt*f/> eli-- > élevés au-deasu» du puini a dis tumlears mrticalesvr 9V> 4»» ftr, 
etc.; sur l'axe IK uue autre Si rie de points m , n , ",p , 7, r, etc. , iIptôs respectÏTeoml 
au-dcssua du point L des niénies liauteurs tt, 2», 3», etc., et qu'on inèiie les droites 6m, 
en, «/>,/9,jT«eta, par les points de lliâioe et de sonne égdeBMiA élevés au^lei^ 
des points respectifs a el L , ces droites seront des ciémens de lliéliçoidek 

728. Les projections c/; , do, ep,/q,gr, /is, <!e ceux de ce<i étoiuens qui passent pnr Im 
points c,d,etf,g,k, detenuioeroat une courbe //yO,qui touche QtblajSBBtl'uii même 
eélé les profeetions de tons les démens qui pessent par l'are Cette eÙHie est oonsé- 
qoemment un des contours de la projection de la surfacOi U est fiwile de voir que ses 
parties^A et s'étcndrontà l'infini, et q u'elles auront pottT asymptotes les projections 
des élémens qui passent par les points A et ik . ^ 

De même, les projections <n,/V, itX, /T, m'Z, n^W, des élément qni Appuient snv 
l'arc BC, détermineront une courbe nx\3, égale à hqO, mais située en sens contraire, et 
telle que les branches infinies qhtX xdXJ auront une asymptote commaoe. D'où l'on peut 
conclure que le contour de la projection Terlicalc de riiéliçoïde est composé d'une ioiiDité 
de Iwonehes infinies AfOjlWjt/j»'^, etR,égaleeeBtresiles,disposéesiégpiIi>reBMnt 
à droite et à ga ucbc de fue IK, ot dont thunmt est oDojnfée aveo an toistnei m moyen 
de deux asymptotes. 

729. L'aogleoLK. de la génératrioo oUf et ^ Faxa IK étant tea}Ottr« constant (726) , 
on Toit dairement qne tous les points de œtte génératriœ engendreront des Mliani, qim 

ces hélices auront toutes le même pas, et que les rajous de leurs bases seront égaux aux 
distances respectives de l'axe IK, aux points générateurs. C'est-à-dire qu'elles seront les sec- 
tieat do P héli yoïde etde» eylinriess à basas oî s e n l a i i es quî ont |K pour axe. 

73«. II résulte de là on moyen fort simple der mener par un point quelconque S , ifvm 
élémentgS de la surface gauche, un plan tangent à cette surface. En effet , la distance du 
point S à l'aie I& sera connue , et cette diatanee sera le rayon d'une hélice située sur cette 
«vftaoy et sgmtlBBsème pas qneniéii«»«MKj:«etle MUee, eorrespondanleaB point S, 
sOBBtpsr eoMéquent détarminée , et l'on pourra mener sa tangente en S; or, lefdatt «{tti 
passera par cette tangente , et par l'élément ^S, sera le plan tangent cherché. 

731. Lorsque le pointa,delagénératrioeaLM,aurA parcoura unè demi-rérolution de 
ryiiGe dwectrioeaAilC, eelle gtaéruttice patwtn par un point g, qui sem dam le|4«B 
du point ael de l'axe IK, et il est dalv qM Ics deoX positions ^rS , aLM, seront .! ns ce 
mAne plan : d'où il suit ({u'elles se rencontreront en un certain point a. Prenons La' 
àW}.a«t évidantqueie point a' sera, celui qui, apcte niMd«ms-xé«>olntiaQdeaJLM,sa 
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tMmwra èn «' avgpi& Imagittommiailaiant qœ k génér^rioe oLM, lorsqu'elle sera gn, 

parrenur i ti t^rS, continue son niouvoiiirnt , il évident que le point a", arrivé en a', 
déerira rbélice àb'cde'j 'g , déjÀ décrite par le point J j dooc les portions de surfaces res- 
pectivenait engeodrées jwr les parties LM , La , (le la géaéraHricej se lOO WjywH waScnsA k 
courbe singulière </6V et e'f^. . . 

On peut remarquer denièioc <\»r li^s deux points A' ri u étant ilistans, sur l'Iit licc di- 
rectricci d'une rcSoluLioQ et demie, Jksélcmeus i'i'S', uLM^qui leur correspuiulent, prolon- 
gés snffiMmiiient , se rencontreraient en un point ; qu'il en serait ainsi , si les deux points 
If eta étaient distant du deux révolutions et demie, de troin révolutions et demie , etc., et 
qiie,pnr conit^iucut, Us mêmes portions de surfacrs.dont LM et Lrt pruIong;''es indéfiniment 
suDt les génératrices, se cou|Knt suivant une infinité d'hélices, qui ont pour rayons la di- 
stance du point k Paxe IK , le dooble de cette distance , son triple , son quadruple , etc. 

732. Si l'on demande riiélicc qu'engendre le point tf, laquelle est l'une de ces intersec- 
tions, 11 ne b'agira pour la construire que de prendre sur l'hélice directrice une suite de 
points a et g, b et h,c et /, etc., situés deu3Là deux, dans ou plan passant par l'axe IK^et 
de mener par ces points les élémens t(L étgS, bmethTfCn et «lU, etc.} ces flémens se eour 
peront suivant les points de la courbe iHféidf^Kt qni sera la projeetiOD verticale de 
l'hélice (leniaïuléc. 

Cette hélice ah'c'df'f g, ainsi que toutes celles ^on peut tracer sur l'héliçoiide, 
asa projectlbn tangente en deux points 4 chacun des oontoarsUsn^OfAy^p'ji', etc., et 
CCS |x>iut$ sont ceux suivantlesquds llièliee pessedek pertSe antérieure de 1» svrfiwe à 
sa partie postérieure. 

733. Exécution de l'épure. Nous n'avons emplojé qu'une seule projection pour repré- 
senter rbélif oide gauehe donné , parce que les consimdions t indiquer étaient «KtvéBw 
nient simples, et parce qu'ayant des lignes hien connues, l'axe IR et l'hélice rtABC, pour 
lixer nos idées, il était facile de suppléer par la pensée à tout œ que devait montrer la 
projection borûcontale. 

Cependant ponr rappeler cette pix^e«tiM,BOW Mont décrit sur Péfrava I0 «arale dSL. 
y/(Ç«,qui nous 3 servi pour construire IHrilioeaABC. 

Les Axxsv^ff*, f4, etc., «ont égaux entre eux, et au douzième delà circonférence «C^.. ^ 
yl;<«. On en déduit aisément les points (S, b), etc., de PhélîoediMctrice, et lea 

éléiacDs aLM , etc. , s'ensuivent (7S7). ' 

î.'hélicc MNOPQ..., ayant môme pas que l'hélice aèrrf..., h-s «liffcrences de haut<'iir<; des 
points M , N , O, P, etc. , sont les mêmes que pour les points a, i, c , </, etc. , ce qui sert à 
déterminer les points N , O , P, etc., snr les élétnens bniS , cnO , ifeP, etc. , dès que le poiirt 
Ueatdasmé. 

Afin que 1rs lignes de l'épnre ne présentassent pas trop de eonfnsîon , nous non; 'onimes 
borués à -représenter la iMrtion de soriace décrite par la partie de la génératrioe comprise 
entre a et M. 

734. II est évident que lei arcs .-intérieurs «AA, ByiûnVCDa ,de l'hélice directrieéeOBt 
vus, ainsi que les parties At /.^, Ci", des arcs postérieurs kvdff^hh , Wk'gD. Quant aux 
parties i'e/g/t,i°i'g", des mùntcs arcs postérieurs, elles sont derrière la snrinoe eogçn- 
diéa» jûan <tt» «Mit ttcbéci. 

36. «k 
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PL 99. IiMtrei OPQitST et eiijiht des hélicei MHOPQ..., abkcdêf.,»^ wat «w dw partÎM 
oppoito de I» «nrfaoe gauche ; d'où il Taut conclure que l'arc cdefgh étant en arrière d« 

plan ycrtîcal IKD , l'arc OPQRST est en avant de ce même plan. On rerra de même que 
les ara UVXYZW, r'a", sont aur des partiea postérieures de l'héliçoide, et qu'en consé- 
qoeom kt lignée UVXr, /i/*, «mt GMsbiee. 

Koosnenoos arrêterons pas davantage sur la distinction dea ligne» vnee et cecMee de 
répare; ce qui précède sufEt pour que cette diatioction ae fasae «iaéoaent. 

^35. PROBLBitB 2. Représenter In surface d'une via à fiht triangulain. 

Conoeronadanirespace un cj^lindre droit, etimaginona qu'un triangle iaoecUe aoitcun- 
alrnit eu déhore de ee eylîndxv ,dans an de lee plans néridiena, et de manière qoe la liaw 
dn trîan^ ootneideMiee an élément du cylindre. Cela posé , Bgurons-nous que le plann^ 
ridien prenne un mouTement uniforme de rotationautourde l'axeducylindre.et que, pen- 
dant unerérolutiou de oemouTemeat, le triangle, par un mouvement uniforme do transla- 
tion , aTamee dane le aene de Paiede ratation d*une longueur ^ale k la fcaa^ en aaitqnelea 
côtés égaux de ce triangle décriront, par la oombinaiaon de ces deox monveniens, la sur- 
face d'une vis à filet •tt' iangulaire. 

Mats il est clair que le sommet de ce même triangle engendrera une hélice, et que les 
cOté» générateurs s'a^njeront tor cette hflice et anr aon axe, en faisant toajoan le même 
angle afee cet ase } dooeh surfin» ^nne vis à lilet triangniaineat ^ 
gaucltes. 

n. 5|9. 736. Soit donc ABCDEF la projection verticale d'une hélice à hase circulaire dont ry 
Pifl- *• soit Faxe, et soitorM «m? les dûrâetions des deox côtés égaax du triangle générateur dHme 
w : les droites né, lenoontreront, sous des angles égaux, Taxe ry de Hâice ABCDEF. 

Or, pour pouvoir rf'préirnfor la surface engendrée parles ligne» arelaci, il faudra 
d'al)oril «avoir construire leurs positions diverses. Prenons sur l'hélice donnée un point 
quelconque g, et eherdMMU la positions des génératrices qnioomspoiidBntàoepoînt. Pour 
cda, BOUS remarqueronaqne le point q est au-dessous da point a» dans le sensde Fase ty, 

d'une certaine hauteur ; nous porterons cette hauteur dp r rn k sur l'axe ry ; nous mènerons 
la droite qs, et celte droite sera la position prise par la génci atrice ar, lorsque le point 
n sera Tonu en f, car on sait (737) que tous lespoints de cette géntratrioe^âÀfeBty.dNino 
même haatenr , d'une de ses positions à une autre. 

Quant à la position ^p, correspondante au point 7, que prendra la génératrice ad , on 
pourra la déterminer par la condition que l'angle de arec fj, ég/iAe celui de la même 

787. En construisant de méflM plmieurs élémcns ar,vx,tno,qt ,Ut,àe la surflMO do 
lavis, on en déduira le contour tco, c o rre s pondant à la portion de surface à laquelle appar- 
tiendront ces éiémens. Ce contour sera tangent à l'arc ^Uq de l'hélice donnée, et à l'axe ty 
decette hélice 

Le contour /naen déteainéfdeh némiBaiiiireyiMr anaoflolmivffisaBtdepon- 
tiont de ad. 

736. lorsque k pointa aura parcouru une révdution entière de l'hélice donnée, il sera 
en aT dans k phn néridien aiy : les droites génératrioei né, ot/, seMBt en ef'tf et n^«r, 
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dans le même plan que ab et ad-^ pir «otuèqyentatlet efd, se couperont en un poiiat d, de FI. ^ 
Ptdlereatnnte du la vis. ^•t* 

Si l'on ni^np par le jxjint 7 une parallèle i ty, elle coupera l'arc CD de n>clic!e doniue 
«nnn point tel qu'en menant les droites jp, q'p, respectivement parallèles à £c et qp , 
on «tm de novtiau élémens q'p , q'p\ de la enr&oe de k vis, dont le premier ren> 
contrera fp en un point p, de l'arête rentrante dont il s'agit. On poorre , en construi-sant 
ainsi de nouveaux points de cette arête, la décrire entièrement ; mais comme c'est unelui- 
lioe de même pas que l'hélice donnée, on pourra aus^i la construire directement di:s qu'on 
eonnilm nn de aes pointe d, 

^39> Quoique les vis offrentd'ordinairevne arête rentrante il serait pojsiMe fit'** 

d'en construire qui n'en offrissent pas, et celle dont nous nous occupons serait justement 
dans ce cas, si la base bd, du triangle générateur abd , coïncidait avec l'axe ly de l'hélice 
donnée : <^e*4-dire ai le rayon dn qrKndre donné se trompait nnl. 

Pour le prouver, s<nt(BEF, abcdejghî), une hélice à base circulaire dont la droite Ter<> 
ticalc (A , ra) soit l'axe, et menons par cet axe un plan quelconque m'f : ce plan coopéra 
une même révolution de l'hélice donnée en deux points (m', m) , (.f,f). Cela posé, ima- 
ginons qne le plan m'/* prenne un mouvement de rotation antonr de l'axe (A, r»), et 
qu'il emporte avec lui la droite {rn'f, mf), continuellement assujettie à touclicr l'htlirc 
(BËF,a6cc^ . .) suivant deux points opposés de la même révolution : je dis que cette droite 
engendrera vna via sans avlle rentrante. 

NoossaTons d'abord quela snr&m produite sera de l'espèce de celle des vis; car la 
droite génératrice touchera constamment une hélice et son axe, en faisant toujours le même 
angle arec cet axe (723). De plus, on peut remarquer qu'en supposant que la droite gé- 
né>atanoeienieaveendeMiendant,lepoint (m, m) se tronveraen C/,/') , an boni ^nne 
denibrévolution do plan méridien , en sorte que la génératrice se tlOOrera en af : mais si 
l'on considère à la fois les droites mf et «/comme génératrices, on verra clairement que la 
partie mu de mf, et la partie tf de af, décrivent la même portion de surface ; donc la snr» 
ftoeqni nom ooenpe est kménwfne si Pon frisait movToir le triangle {/ù lelongde Paae 
(A, n) et de l'hélice (BEF, abcd..). 

Ainsi, la droite fm engendre bien la surface entière d'une vis (735); et comme Ic contour 
vsy, d'une portion quelconque de cette surface, ne présente pas d'angle rentrant, il est 
clair qne oetts vie nf «ma pas d'arête reninttlai 

74o* fVNvIiin ioKuae Pidéedn solide qui la forme, eo«pm»Ia par le plan Ixtriaontal 
A'B'; on aura pour section la courhe CBCAD, K'V!) , qui ne sera autre chose qu'un arc 
d'une sorte despirale(*) soumise à la loi de continuité ; et si l'on imagine que le point (B, B') 
de cette seotien sa nevfB inr Mioe (BEP, aM.), «n enportant aree loi la section ho- 
risooule (BCADB, A'fi'),,doBt le poinl C&s AO soit tonjnnn rar (A, n), cette section cn> 
geodrera le solide de la vis. 

•j^i. Noos ferons encore observer que si l'on supprimait celles des parties de l'béliçoiide 
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Pl. 58 représenté pl. 58 , qai ioot eitérîeitrai an cjUndie duu lequd eit lliéUw tlVt'de'f 
la svrfiMX obtenue formerait une vi« sans arête rentrante» 

Si l'on prolongeait conv(^naI)!craeiil la droite génératrice «LM, les portions <le surface qui 
se terminent aux arc» d'hélice 'Wo'fS'r'f a^Ar, vicuilraient te rencontrer suivant nue 
aourellehâîce, qui aérait l'arête aaillaiite d'ane via dont Hiélioe «'iVaT . . . aérait l'aiéle 
rentrante : dans ce cas, le des.sus et le dessous du 0ét triangulaire appartiendraient au 
même hélisoïde. En général, ce deuus et ce deaioaa appartiennent à dm héUfotdes dif- 
férens. 

n. S9. ^^2. JBxieuHon de lafigurt i , pL Sg» New n'avena représenté que le» pantiea vam 
F'B* >• Jejj arêtes saillante < t rcatrantc de la tïs. Ces parties AafnaqtsBJ, Ca'/D , EF , pour l'arête 
saillante; ic , de ,f^, hi , ]vitir l'arête rentrante , se terminent aux points oïl elles tnucbeoi 
les contours F^, Hln , zc , hlL , fC, dÀ. , des projections de la sur iace. 

Nous avons supposé qne le filet de la vja ne ae prolongeait pa* au-ddà dat turcs be c( 
Ai de l'arétc rentrante, en sorte qu'aa-d«HW dn premier, et an-dessonsjdn aeoend, on 

voit le oliiuli e que revêt ce iilel. 
l ig. a. 743. Exécution de la Jigure 2., pL 69. Les arcs a6ed*V, mn, vp, de lliélioe donnée , 
sont supposés sur la partie antérieure du cylindre BËb", et il s'ensuit qne ces arc» sont tus 
iuiqnfaux points où ils touclient les eonfouri de la surface, lesquels sent vu» aussi (i5y). 
Toutes les projections des élémens qui aboutissent sur les ai es d'hélice vus se trouvent né- 
cessairement vues, et oflUetqni aboutissent sur des ares dPhélioe cadiés se trouvent né- 
cestairanentcadiées. Les points de séparation des parties vues etcacliêes se trouvent d'ail' 
leurs sur les contours. Quant à l'axe (A , rsj, lise trouTO évidemment composé de parties 
égales alternat ivcraeal vues et cachées. 

" ] (. PnoDi.KME 3. Représenter une vis àftiat carré. 
Fig. 3. "° rectangle dont le côté ad soit sur la surface d'un cylindre, et dont le plan 

mbcd passe par Faxe dn même cylindre. Gda posé , imaginona qne ce rectangle se meuve 
de maniera à conaerrer toujours, par rapporta l'axe AT5, la poiilion qui vient J'élre dé- 
(mie.ct de msnifcrc encore que l'un de ses points a décrive une hélice sur le cylindre 
donné: ce cylindre, et le solide engendré par le rectangle , composeront ce qu'on appelle 
nnevilàiiletcanri. 

Tonales points du rectangle cihcd décriront des Iiclices de môme jws; les dioilc. ab, 
de , seront touiours perpendici^Iaires à l'axe ducylindre, et le rencontreront constammenlj 
ainsi ces droites se mouvront sur. une hAice et sur son ase , en faissnt sanaoetse nn angle 
droit nvee-eet axe : donc elles engendreront des liéliçoïde» gauclies. 

Pour représenter la surface de la vis , on d.'< rlr.i les parties vues des hélices produites 
p.-t Ifs points a ,b,c,d; oa indiquera les contours du cylindre que renferme le filet pro- 
duit i>ar le rectangle abcd, et l'on construira , si Von Teut aivoir «ne représenlatien Inen 
oinnplël«,lesproieetions>», V> *»> elc.,de plusieurs élémens des snrftces ganchesdu filet. 

•345. Fous ferons remarquer en passant, que la génératrice de ces surfaces étant tou- 
jours perpendicnUire à l'axe directeur AB, elle est toujours parallèle au plan horiiontal ^ 
il suit de là que les hcUçotdes gauches, qiû serrent à fitrmer les vis à filet carré, apptf- 
tiMarat à l'cspboa de snr&oas fanohea qne nooa vnm nommées conoidei (lao). 



Digitized by Google 



CH. II. I>SS ISNTELOm» BT DE LBUHS AI|£tES OB RBBHO... sSf 



CHAPITRE n. 

Des- enveloppes etd^ leurs arêtes de webrtmssement. 

746. Noustfvons Ta» tfr. H» cfaap. \\ , que lonqa*iuie sarftce, con- 
stante ou TiriaUe de forme , se meut en restant assajettie k une loi donnée, 
deox positions COnsâmtÎTes de cette surface se ooiqpent suivant une oonrbe 
vppùéà caractéristique ; que l'cn-semble des caractéristiques former une 
surface particulière qui fonriic les positions de la surface mobile , chncune, 
suivant une caracleristique , et qu'on dorme le nom dV«rf/o^/;r'c.y aux posi- 
tions de la surface génératrice , et celui à' enveloppe à la surface engendrée. 

Nous avons vu aussi que deux canctérâtiques consécutiTes se tou> 
cfaoni on t»«oapcnt co nn point, et que la suite des ponils de contact «a 
d'intenecticii I des positions successives de la cancféhstique , fenne sur 
f enveloppe une courbe remarquaUe, appdëe arôte de r^nussement, 
qui touche ces positions , et qui se trouve formée par leurs contacts suc- 
cessifs, comme l'enveloppe résulte des contacts successifs des positions de 
l'enveloppée. Enfin, nous avons vu que cette arête divise la surface enve- 
loppe en deux nappes , et WMB «voue reconnu que ces deux nappes pré" 
s—t Mfl n l réeilenient, sur les Miçoides dévdoppaUes (264) , un vdritAle 
rribovuMinent , suivant rarète par laquelle elles se j<Mgnent. 

747* Il s'agit actuellement de prouver 4|ne la dénomination d'aréie de 
rahmussement est Juste , c'est-à-dire qu'une telle arête réunit tonjonrs deux 
nappes par un vrai rebroussement. 

Concevons d abord qu il s'agisse d'une suiûoe dévcloppable , et conàdé- 
roos un arc A de l'arête epè. rtfanît k» deus nafpes der cette sorfiMC. 
Certaines positions B, F» F', B**^. de \k caractéristiqae se renomi'' 
treront deux k denx suivant le» points de Tare A : nommons ces points 
k, k", k^, k"', . . . , et supposons que le peemier soit l'intersection de E 
avec E', le second celle de E' et E*, ef ainsi de «îuite. Cela posé, imagi- 
nons par le point k , une droite p perpetxiiculaire au plan des élemens 
E et E', par le point une droite p', perpendiculaire au plan des élémen» 

et E"^ et ainsi de suite. Toutes les droites p, p'^ etc. , formeront une 
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surface, normile k li soifiiee éottoit tuivaiit Farc A; or, lec dfuilai 
E,E',^,,,, tangentes li Taie A, flerooft en génértltoirteiitiènBdWiném 

côté de cet arc : donc la 8tirfiu:e developpable n'entrent pas dans la surface 
normale ; donc les deux nappes qui la fonnent présenteront , saivantravc A, 

un véritable rebroussement. 

74^. Coucevous maintenant qn'il s'agisse d'une enveloppe quelconque, 
et menoas par les points de l'arête suivant laquelle se réunissent les 
deux nappes des' tangentes aux canctéristiiines : ces tangentes toudieront 
aussi cette arête ; donc elles formeront une snr&ce développaUe (a6o). 
Donc , d'après ce qui vient d'être démontré » TarAte snÎTant Laquelle se réu- 
niront les deux nappes de l'enveloppe donnée sera une véritable arête de 
rebroussement de la sui'face developpable. Mais cliaquc nappe de cette 
surface sera tangente à une nappe de la surface enveloppe ; donc puisque 
les nappes de la surface developpable offrent un rebroussement, celles 
de l'euTdoppe donnée en présenteront pareiUement un. Donc enfin, la 
dénomination d*arèle de rebrouasement est tout-à-fiût exacte. 

749- Quoique laidénonstratioitt prioédeolM aiont tonte la rigueur ponible, le rdicoa»- 
Mnentprodnitpir lagénération d'uœ surface eoTdoppc, que l'on peut imaginer décrite 

parle mouTementdesa caractéristique, est toujours une espî'cede phénomène géométrique 
doul oQ se rend dilBcilemeat compte. D'après cela , il ne sera pas inuUJe de faire ooooaître 
quelques surfiioes qui prteatent dm «rète» de rdiroiiMeaieBt 

Nous choisirons nos exemples parmi les surfaces engendrées par le mouventeat d'une 
sphère constante (l<> rayon , dont le centre suit une (-otirl>o plane et horMOOtale. Cet tmbcu 
sont du nombre de celles qu'on appelle surfaces des canaux. 
FI. 9ù. <jSo. Soit ABC nue eoarbe horoootale ntoée dans le plan 4e le figme Prénom cette 
****** courlie pour direotilce du centre d'une sphère dout le rayon soit DE. Il est évident que 
deux positions consécutives de la tphère ni>bile se couperont suivant ua de ses grands 
cercles, et que le plaade oe cercle aéra ver^eelet «ara pour projection une droite nor- 
mile à la ombIm ABC. 

D'après cela , si nous menons k cette courlic une suite de normales telles que DQ , et que 
nous prenions, de part et d'autre de ÂBC, les loogoeurs 0£, DP, égales «u rajon de la 
sphère molMle, la partie PE^ de ducone de ces normales, sera la projection d*nae caraeté*. 
ristique. Si donc on eottStrnU de la même manière d'autres projections S.M , TI,ZW ,pq , 
ta, XlV, KT, etc., des caractéristiques, et qu'on mène les lignas &U£, UIN O , oae lignei 
seront les contours de la projection de l'enveloppe. 

^Si. Soit QFGH la développée de ABC,etconoevOtts par cette déidoppée nn cylindre' 
vertical. Cliaque plan IT, d'une carieliristique , touchera le cylindre QFGH suivant un 
clément vertical m Je ce cylindre, et en général le plan de la caractéristique IT , et celui 
de la caractéristique consécutive, se croiseront suivant l'élément m. Mais ces caractéristiques, 
•Itaée» sur une mine enreloppée sphériqœ, se conperont «n le toneberont «a deu p4|ipti 
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de l'arête de rebrousseiuetit , lesquels points Mnmt nécasnireraent sur le mêoM {Mment m, FL 4 
01 se prO)eteroiBt|NureoiiiéqiMnt en m. JSoo» poserans donc ai principe que les pointo '^^ 
4e Fu^te de rebrouïiseinent ne soront autre chose que ceux inÎTlllt leiqvds Id cmeté* 
rirtîqncsSSfl, TI, ZW , etc., touchent le cylindre QFGH. 

^Sa. Et comme n y « des carsctérittiques, telles que PE, qui ne tfébeaàeni pas jusqu'à ce 
cylindie, ifeAiràm jusqu'i VéUmeaA de omitaet «s oerndériaUqu» ne présenteront 
pas de points dn Tarètcde rfhrousseiuent. II eitTisiUeendbtqMcheêane^éUes ne ooape 
ni celle qui la précède, ni celle qui la suit. 

•7S3. À>nrÛenoonceToir la&innA deeottewète,intaginons que l'enveloppe soit pro- 
duite pur sa caractéristique; 4fertp4-dii«perlemoaTcnientd'un cercle dontleœntre suive 
la courbe ABC, dont Je plan soit toujours normal à cette courbe, et dont le rayon soit ^al 
• DE. Supposons que ce cercle marche dans lu sens ÂilC ^ il est clair que parmi les positions 
de la canHÂériitiqoe mobile, la première qni donnera quelque point d«rF«réle de rdiroae» 
sentent sera celle dont la projection SSl touche la développée QFGH en un point M, Id 
que VM éj;» le le ra von donné DE. Il est clair éfjalement que cette position ne donnera 
qu'an point de cette arête, que les positions suivantes en donneront deux, jusqu'à la 
fositkm XN qai n'en donnera qn^iin, et qu^enfin^tonlee les antres pootions i^en donn»- 
xootplus. 

. Nous conclurons de là quel'arèle de rchrousscraent formée par les contacts successifs de 
la caractéristique, et du cylindre QFGH, se compose de deux branches, qui ont pour pro- 
jection oonminne nue li^ MmGaM. 

754. Chacune des caractéristiques comprises entre SU et XN est divisée par l'arète de 
rebroussement en deux parties, PuneTi» qni appartient à l'une des nappes de la surface; 
l'autre ml qui appartient à l'antre nappe. D'où l'on voit que l'une de ces nappes a pour 
contoardesaprojeelionles ligne8KDE,LM,NO,ethpri4ectionMiisGiiNdeFarètB de 
rebroussement ; et Pautre B»pp*) cette même pn^eolieo VbuOnSf et la pertiellç'WBf dn 
contour LMKO. 

75SÛ Au lieu d'assujettir la génératrice PDE à suivre la courbe ÂfiC, on peut encore 
imaginer qne le |la« ^PE; qni hoontiett. Mit senkmeBlt assujetti à 
sur le cylindre QFGH; car h glntntrieepNDdra, dans leedens cas, almilnmenl le mém^ 

mouvement 

t Goooennis qne tooles les Tettîcales qui composent le plan QDE soient autant de dur* 
n%KS, et imaginons, i*. qu'il s'enroule sur le cylindre QFG, en se pliant successiTement 

antour des charnières verticales, jus<^u'à ce que le cercle générateur ait pris la position 
HmGU; 2". qne la partie enroulée MmG de ce cercle se déroule, à partir du point M , 
penr occuper sneoessivenient les positions Gml, GtW, Grq, Gna, GnNj 3*. enfin, qne 
le plan mobile, ainsi plié sur UGnN, reprenne aon mouTement, en continuant de^enron- 
1er sur QFGH, c'est-à-dire en se déroulant d'autour de GlVn.T)ans ces mouvemens , la per> 
tie mobile du cercle PE décrira la même surface que si le plan PQE était rigide ; cet 
la partie «nronlée ne pourra changer en rien le mouvement de la partie non enrodée : 
donc le cercle PE engendrera l'enveloppe. 

756. Mais il est clair que la partie PR , du rcrrlcPE, s'appliquera sur le cylindre QFGH 
suivant tous les points où les caractéristiques le touchent , ou, ce qui revient au même, 

37 
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Pl. 60. suivent ks points île l'arètA 4e reitrouweiiftent : donc cette «réte n'est autre chose que U 
^ ^ partie PB. du cercle PE , evrùMmJfAotd «b Hiidi, «t «Moiteaa'Gfil^flBr leejrlÎDdre FGH. 
OfapiiflOflk , oo doit ooDceroir parfaitement I« forme de TorAta de rehronsMmeat ,«ltPoB 

remarquera qu'cHp a pllc-m«'inp drux points de rebrouasenent projotés en G. 

757. Il est bien facile d'ailleurs de prouver, pour oei exemple particulier, que Varéte 
projetée CB MmGaS est «ne véritdUs uéto de rdMrowMMnt. £■ éSek , cbaque point de 
la {lartic PR de la caractéristique dteit ériderament une développante Imoo de QFGli , 
laquelle développante préscrito iIout points m rt n de rcbrousscmcnt ; or , les brancbcs Im, 
no, -appartiennent à la i^aiide uappc de l'cnTeloppe, et la Jbrancbe mn à la petite : d'ob l'on 
ToH qveoei daut ae|V« «wt « e rii Mi l etWBf««tl*a»Éle de Tiifcrn ■■■■■■> A la matbÊ0t«f6it' 
driqueQFGH. 

•j^S. Nous ferons obscrrer en passant que l'enveloppe dont nous venons de nous occaper 
présente une ligne t>ingulière, projetée eoCx, suivant laquelle se coupent deux parties de 
sa nappe principale. 

769. EuniaDM un autre exemple, pris encore dans le goan de surfaons qu'on nppelle 
fig. surfaces dei canaux. Soit ABC la spirale développante d'an cerde DB£ , et coocerou 
qu'une cpb^ ^ont le rayon soit FG^temeavede nanibfeque ion wnlreMÎveteaieafelA 
«pirale ABC II cat deir qœ deux poiîlîoBt oomientiTes de cette surface se couperont se»% 
^■ltimoef«leGH,dont le centre F sera sur ABC, et doril le pl»n, uormali cette directrice, 
aera vertical, et tangent au cjlindre qui aurait pour baseDU£et pour élémensdesvertkaleik 
•jSo. Il suit de là que si l'on lait mouvoir le cercle GH , de — i heq nS I aetaftwe e— - 
rtMn- Mf * ^ ^* aanJiiiMi J*a»eîr —eenlre wr ABC> etaen fit nerml k cette courbe, U en-^ 
gendrera Tenveloppe dont nous nous occupons : or, deux positions consécutives du plan GH 
de In raraclcristique se couperont suivant un élément D du cjlindre DBE i d'où l'on voit 
que l'aréle de rebroussemeatdePeBveloppc sera ilAMHtirBinrnt «v eecjlÎBdn. Et» fm 
oon^eit ^oe lei vertioales qui composent le planDG soient autant de«bamières , et q^iW 
enroule ce plan sur le cvlindrc DBF , il rst évident que dans le mouvement qu'épronveire 
la caractéristique GH, elle ne quittera pas la surface de l'enveloppe, et qu'elle viendra 
s'appliquer rarle ^lindre SBE auraoït naewndbe, pnpntée iMciaflotalsiMt on IBL, qvâ 
aeca PÛte^ rabneiuiement. 

7^1. l\r.i!s chaque point de la t-aractéristique engendre une spirale lioriiontale GKLM, 
qui vient rencontrer en «n point L le cylindre DBE , et dont les deux branches GKL, LU, 
aontnormales k oeejlindreen eepoînLiyapvèseeb, ttert érideDtqvereANlapp* «dan 
nappes, l'une composée des branches GQL, RS, AFB, OV, NHI, etc., des spirales 
l.oriiontal. s delà surface, et l'autre, de» branches LM ,ST, BC, VX, lQO'>ekc.,des mêmes 
spirales j que ces deux nappes viennent se toucher suivant l'arête de wft w w amwt T BL» 
et nrffM— MMt hmB et Fautn aocmalea as ejliadmDBL a^Wai^iei ^eiatade celte arèUi 
76a. H ffffV* it"^ flifV H ^ p" choisir, pour familiariser le lecteur avec les arêtes 
de rebroussement , nn exemple pins usuel que les deux jprécédeiis, c'est celui d'une surfaee 
conique. En cUet, un o6ne est l'enveloppe d'un plan mobile m àwuA m a » certaioe loi; jaa 
dénaens sont lea oaraetériatiqnea de cette envdoppe , tl ma mmmA, qpû «it le lieu des ia- 

tersection» consécutive? ou des cont.icls consécutifs des élrmens, est une arête de rebrous- 
sement. Mais quoique le sommet d'un cune présente quelque aualqgie avec les aréles de 
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nliWMtmnt» «I «e racomiik p— fw IwJim laqppai wawit wanmJmk tme «lèMfl wr»- 

£Me , âu dehors de laquelle elles «oiflat «tuées, en sorte que l'esemple du odite, laiii 
d'être propre à éclatrdr la tbéûrie qui nous occupe, a bcsoia lui-même d'être cclairci. 

763. Soit L&I une droite assujettie à se mouToir sur lliélioe MNOPQ..., et sui- l'axe IK, de ^ 
maimère à couper toujours cet axe «ras un su^Ie constant pn^eté en ILItf . La surface pro- 
duite sera l'Iiclioo'ulc gauclii- cxaniinc yin'ccdcramcnt (72.^). Cela posé, conccTons qu'on 
plan ae ateiive dans l'espace de mauière à toucber toujours cet héliçmde suivant un point 
de-bdûcectnoeMNOPQ. . 4 l'eiureloppe poduite par le monvemeot de ce plan aera une 
•arlaiM défdoppable; Fangle de Penvdoppée et de l'axe IK. Mra ooostant ; toutes les oam^ 

tcristiqurs seront placées fie l,i iiit tne maiiitTe par rapport h cet ase, et la courbe suivant 
laquelle elles se couperont sera une hélice *lc même pas que AIN(^*Q.-. : donc l'enTeloppe 
eqgndrfeMn «b MijaSde déreloppdble (a65). Done cMê eavdoppe présentas» êmx 
M^ppet dUtinclet, ^ti m réaniront par un véritable rebrousscmenft (a64). 

Or, si l'on imagine que l'asg^ ILM, de la géoârotriee de l'héliçoïde gaoclie avec l'axe 
UL , reste censlant, et que la pat de l'bilice IVIKOPQ.». devienne nnl| cotte hélice «ç 
changeni cb un ccrale > dont le rajon sera la perpeudiculun abauséa du poiQt M mu 
Paxe IK-, l'hélice arête de rebroussemcut de la suriaoe développabic se contraptaia «tt tm 
poinl de cet axe, et l'enveloppe produite par le mouvement du plan mofiîîe ne sera autre 
chose qu'un o6ne ayant œ point ponr sommet et ponr base ie cercle passant par le peint 
M. noua madwmoM y I» twaawl d'an oÉneiB* hfa» 1» wtod» iiliiw ii 11 — iir, 
•eulflBoilclle fiiésente la nn^nlarili d'toa oontsiactée ea m tend p^ 

Noos ae nous étendrons pas davnnta{[e sur la tliAwrÎB d«t avrAtOCa Cni|lQp|Ci^ 00 glV 
précède la fera sans doute sufUsanmient ooonaitrfr 



GHAPITRË in. 

Des tangentes , des rayons de couristre , €t des développées des 

lignes cowées. 

764. ËMtmtufc des lignes oaiiriMtdMMk]nnI*%itm«fi^ 
iMcoiii|ifet tout <8 wyiiil 4e>tiiëoffMiywiwiwBapiiBWFBiiM>'yift<>oow> 

exfoea* Nous allom revenir ici sur ces Hgoei; et^près «voir réaotm Ut 

problèmes que présente la question des tangentes, nous'nOQÉ OOCuperOPg dcs 
rajonsde courbure et des dér^lojppées des lignés coùrbesr* / 

765. D£STÂNG£jNT£S. liy a dans le livre!" deux questions iroportaaies 
q—noiiB m*w9W» fm tM a m , Itmee mtt4e niatr la tangente k me^cwMht 

37.. 



«9» 
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cuuuue, par un point donné sur cette courbe (94)> V autre de trouver le 
point de contact d'une tangente et de la courbe qnVIle toucbe , en si^»po> 
sant oette tangeoie menée per des oonsidératîons qneloonqnes (to8). Là 
théorie des plans tangcns aux surfaces gauches ya nous donner le mojren 
de les ràoudre toutes les deux. 

766. Problème i". Une ligne courbe qudccnque, soumisemnanà 
la loi de cmitinuité , clant donnée avec m de ses pànts , mater parce pmU 
une tati'^cnte à cette courbe. 

Imaginons qne l'on mené deux droites quelconques dans l'espace^ et que 
i on prenne ces deux droites, et la courbe donnée , pour directrices d'une 
surface gauche t on saura mener par le point donné on plan langent à cette 
snriaoe (697)* Mais ce pian ccmtiendra la tangente cberdiëe; si donc cette 
courbe est plane » llntersectîon de son plan avec le plan tangent sera la tan- 
•gente demandée. 

Si cette même rourlKî n'est pas plane , on pourra mener deux nouvelles 
droites dans l espac e ; on les prendra avec la courbe donnée pour direc- 
trices d'uue uouvelle surface gauche ; on mènera par le point donné un 
plan tengent àcette sniftce, ce plan contiendiuamnla tangente demandée : 
donc cette tangente sera llntersection des deux plans tangens construits. 

Cette belle solution est de M. Hachette. 

967. Fdut l'appliquer avae «jodqne fittilM, «npoona, pmur diaque anrfiMse gavche 
auxiliairei substituer un plaa diracteur à Fune des directrices droites menées arbitraire- 
ment dans Fespaoeiles surfaces auxiliaires dericndront des conoïdes , et les oonstiuction» 
seront beaucoup plus aîmple*. C'est ce qu'un exemple Ta déTelopper. 
Pl. 61. 76a Soit (ABC, AH'C) «M «oariw qociconque k laqwlle 00 tmit mener vue taaemta 
parle point (D , R'). 

Nous allon!> faire passer par cette courbe deux oonoïdes auxiliaires, nous leur mènerons 
des plans tangens, par la métbqde eapçaée n* 33o, et Pintenectioii de cet plans «ara 
la tangente demandée. 

Prenons la droilc DE, située dans lo plan v.>rtica1 , jwmr dircrlricc Jii premier conoïde, 
et supposons que sa génératrice se meuve parallèlement an plan borizontal. L'élément du 
«eoMle,iGori!e8fKraéHrt an point(B,.B') „sen cdmi doat Ja yrajestiMi horiaontale cADB, 
etjilailtié prelfititjvm Tcrticalc est la droite D'B', paraUUe à la ligne de terre. Par cet élé- 
ment , menons un pl;in ijuelconque (GF, FD') ; il coupera le conoïde suivant une courbe, 
et l'on sait qu'il le touchera au point qù cette courlie et L clcmuit CÏ)B, D'B ) se rcncontre- 
ro«t (a45)> On Ta -rotr' que pour rtMadrèle proUèaM propèié, il ne sera'pasnéoeMaire 
d'avoir les deux projections de cette courbe. 

Menons, au^essus et mi-dcssous de l'élément (DR , D'B') , une suite de plan» horisonUux 
m'x', ny't o'm, p'm, \. ces plass couporoul leti surfaces du copoiide ct.du plan (GF, HX) 
. -r 
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suivant des droites (mr, m'*') et (D*, dx) , (rw , n'y) et (D^, <fy') , {ot , o'z) et (D« , dfi) , W- 
{pu,p'u>') et (Dm', cTf*'') , etc. , qui se coupcroot deux à deux suivant des points de l'inter- 
aecUoD de ces surfaces. Mais ces points seront projetés horixoatalement en r, a, t, etc.} si 
doue on mtefl la eoarbe nlK, le |MiDtK,uji elle coupera la droite DB» sera kprojecticii 

borisontale du point où lo ]ilan (GF, FD ) touclr" le conoitle. 

Pour opérer le plus simplement possible , on mènera par ce point de contact projeté en 
K, et dam k plan (GF, FD'), une droite projetée co KH, paralUle an pian vertleal, et 
Von prendra cette droite, et la droite (D,DE} , pour directrices d'un paraboloïdelijpflrlio- 
lîque ayant pour plan directeur le plan horizontal. paraholonlr sera tangent au co- 
uoide en K, et en (D , D') , et conséquemment tout le long de l'élément (BD, U'D ) (ti^S). 
AittUy en <mnwi*t par le point (B^B') un plan tangent au partboloîde, ce plan toaelieni 
le coaoide et contiendra la tangente demandée. 

La droite KH étant située dans le plan (GF, FD') perce en H le plan horizontal; donc 
la droite DU, située dans ce dernier plan, est un éléineut du paraboloide. Menons par le 
point (B , BT) le plan BI parallèle avx deox directrices KH, (D, DE) | il coupera les élémens 
(BD, B'iy) et DH en deux points (8,6") et I, qui appartiendront à l'élément^ de la seconde 
génération du paraboloïde (azS). Or, cet élément est dans le plan tangent en (B , B') ; 
donc ce plan aura pour trace horiiontale la droite MO , menée par la trace I de l'élément 
de la Mcande g^^tion , paralMement k BD : et comme sa trace verticale ON' dmt xon« 

lenirlepoint ly, ce plan (MO, ON') ^i^r.i rntirrcmcnt dcterniiné. 

Preoons pour second oonoïde auxiliaire celui qui est engendré par une droite , toujours 
parallèle au plan vertical de projection , et assujettie à tonolMT cooslammeot la oovrbe 
donnée (ABC, A'B'C) et la droite horixontale ÇUL\ 1/). On menem par le point donné 
(B, B*) , l'élément (LB, f/B') du conoïde •, on fera passer par cet élément un plan quelcon- 
que (LP, PQ) } on cherchera la projection verticale abkjli de l'intersection de ce plan avec 
te commie, cette ligne afrity%,etladroileL'B',se couperont en un point /t, et ce point sera 
la projection verticale du point ob le plan (LP, FQ) touche le conoide. 

Par le point k , ainsi construit, on mènera la droite parallèle à la ligue de terre; elle 
coupera la trace PQ du plan (LP, PQ) en un point R j on prendra la droite menée par le 
point de contact projeté en k, et par le point R du plan vertical , pour direotance dHm pe~ 
raboloïde hyperbolique ayant pour plan directeur le plan vertical, et pour seconde di- 
rectrice la droite (LL', L') : ce paraboloïde foucliera le oonoïde tout le long de l'élément 
(LB, L'B')} ainsi le plan tangent en (B, B'), au parabokîde, tcmcliera le conoïde au 
mémo pmnt (B , B^}. Bonr avoir ce plan , on mènera par le poiat B' un phn VS, poMllHe 
aux deux directrices du paraboloïde; il coupera les élctnens (LB, L'I^), (L'P, L'S), en 
deujL points (B, B') et S, qui détermineront l'élément de la seconde généra lion correspon- 
dant an point (B, B). Par cet élément et par (LB, L'B') on mènera le plan (LT, T]\),et 
ce pl.iii , t;in£;ent en (B, B') au m c diuI conoïde auxiliaire, contiendra la tangente dcmandëew 

Eiiliii ronnai^ant les deux, plaivi (MO, ON') , (MT, TN'), on construira leur intersec- 
tion (]U?ii, oN'), et celle intersection sera la ligne droite tangente en (B, H) à la courbe 
donnée. .'t . o 

769. Pour qué cette tangente soit hieu menée , il fanl principalement qne les points K 
et k soiei^t eyacUimnnt détero^nés. Cela exigs q«e l'on constnûeol^ li^ws gnluff» nM/X» 
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Pl. 6i. dâ«l ttnc granJp l'if ndue , nfin qufil'on connaisse l)ifn leur forme {générale , et qa'elle |NlîaM 
nrrir k corriger les légères errenrs qui pourraient déranger aensiblement U poMliOB. ém 
petits ares cK*, bJt/, sur lesqoeb sont les points S. et it. 

'jfOéhtfneUé Tientd'eKpikKr «it dfnemploi pénale, à eaxmàm graadt iioaAre 
de lignes qv^il nige} toatefots il serait aaasi exact, entre les mains des praticiens ImUmi 
que les aatm néttodn fpipliiqaes qu'ils emploient. (^Foye* la Note 8, n° 918.) 

Mais (fest prindpalmwiit lovs le rapport de k Oéemétrie «pécnhtive q uc M. HadiatM 
a rando un grand serrice à la seienee, porcc qae la proposition qu'il a trouvée lUWpUt VdM 
lacane où la GcoinétriV rmprnntnif ncces^ni riment le seeonrs de l'Analyse, tant pour 
mener des tangentes aux lignes, et des plans tanins aux surface», que pour obtenir ht 
wyw^âOf bf et les J é wlopp^ 4ei Ugaes emurhes (vojws la Mite de «• «tepitte}. 

771. PaoatàmM 3. I7its eesirf«4Sfa«#dltf Iraeds tFunêmanihuquuleonjUÊ^^faêiaiDF' 
tiontPune de sts Ut.ngen.tes ikuUdonnh, on demande lê poiat de contact de cetU UOIgmÊim 

Pour rcyiiirlrc ce problème, on mènera dans l'espace une droite dirigée dans un sens 
très dilTcreut de celui de la tajigente doancci on imaginera qu'un oonoïde passe par cfiilç 
drmteetparh courbe doQuèe} <m preadru ensuite sur «ette euuibe uniunilire suffisant 
de points, par chacun desquels on mènera un élément du conoïde et une parallèle k U 
tangentf? donnée •, par chacun des élémcns obtenus, et par la paralliile correspondante, on 
mènera un plan, et l'on construira le point où il touchera le coaoide (242j> La suite 
des points de oontaet^ ainsi déterminés, fonnera sur le oonoide une UgMi qui oini|«u 
évidenunent la courbe donnée suivent le point demandé. 

772. DES RATONS DE GODIIBCJBB dès ligna côtoies. Inaqald vM 
n'avons guère pailtf qua des tsyoas de conrBurt des lignes planes C97"-xo6)i 
nous allons h présent considéver csérajoos pins ■périslfimast per cspport 
aux Gonilies à double ooudbare. 

PoTjr une courbe plane , chaque rayon de courbure est coupé par celui 
qui le précède , et par celui qui le suit, suivant deux centres de courbure, 
et la suite de ces centres est la développée de cette courbe. U n'en est pas 
ainsi pour nihe eowbe à donUe coudniK) car dans «entres de eonxirare 
Pl. «a. cnii8écttti& m et A sontdanadm» plans OKolatenn conetails mAB, nBC, 
^ '' ifÂ contspondent à tzoïe âémens A»- B, C , de la oouiw » et qui sont 
tels qne eî la droite que déterminent ces deux centres , était normale à 
cette courbe, elle le serait suivant l'élément B : or, cet élément et cette 
normale détermineraient le plan osculateur qui passe par A et B; le même 
élément B et la même normale détermineraient le plau osculateur qui passe 
par B et C ; donc ces doux plans gscnlatenrs sa confondraient » ce qni. ne 
peut arrirer en gdnfral qne dans le cas d*nne combe phne. 

Il suit de Ik qne les nonnsleB mmf, mi, tut, fff^ «le. , dWe co«iribe à 
Aoidble coBtlwae AcBCUË* ■ • ■ » menées par lés centres m» o» etc*» 
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à» tmàm-CÊeÊhAem» ét crtir tiomhn, aeiODt fn àaoLkàma dansk 
même pian; donc la «irfÎMse^'èlIcs forweat est me swiboe gaoche (at^. 

77$. Ainsi « tontes !<» comiies possibles nVuitTéritaUement qu'une seide 
courbure en chacun de leurs points ; et sous ce rapport les courbes planes 
ne diffèrent des courlws à douLlc courbure qu'en ce que les premières ont 
toutes leurs courbuics dun% le niênie pian» et que le plau iies courbure» 
des dernières varie coatiuuellcnieat. 
I^ainte oda, denz eowbnres c on s é cuti f es des «orabes k donUe 
• llore n'étant pas dam un même fdsn y on ponnaît dmmer 1 ces 001^^ 
nom de courbes gtaœhes (*) , comme on nomme siafimes gauches les 
taiftces produites par une droite mobile dont denx poâtMMis oonsécnixTes 
ne tant pes dans ie même plan. 

774> MimlMMil, qmU»4|ae iMtflaeli^ «aariha» •amMVfMn, t*.^mlenjtm 
de ooturbore qui osmcpond k ihaam de aoi yeiaii ae tramne tonîonrs déterminé par 

l'angle infiniment petit des deux plans normaux consécutifs qui correspondent à ce point : 
aona donnons à cet angle ie nom d'aagh cU oourbur* (98) ; a.', qne ce qui lait qn'nne 
«vtemmjiteM, «««shm «■ dit idoalle««ulta», diMy dsplMidi^ 
■ent, est, oonune asdeit le antir et cwn on le verra dUircmeat tmrt k llieare, ■■■ 

sorte de torsion de ses âémens les uns autour des autres, torsion qui est déiemiinée par 
l'angle iofininient petit des denx plans oscuiateurt oontéontiiis : nous i>onuu<:roiu cet an-» 

775. Cda posé, soitV une «Mate i idouble eoorbnre; snppowa-h dMiés m élémrns 
égaux et infiniment petits a, b, c, d, etc.: soient A, B, C, etc. , ses centres de coarburv , 
le premier ▲ correspondant aux élémens a et 6 , le aeoond B correspondant aux éléraens 

«B élément infiniment petits a, V^rf^H^^ii^ , IgMB à Mtemt^i V**' f eStls Ij^as 
|ét coïncider ««BC la «asvbn V. 

lyalurd MMi ptivonslM AwBsa', b', c, tf, etc. , de ladMHitBKMBZt, natonr^Ua 
wMadlii 1m oasdea mÊtam, de aanièM i|m. cette droite m dHags «a naeconrbs'?', 

dont les œntfes de courbure A', B', C, etc. , soient placés pnr rapport aux él^încns t/, 
y, c, d, etc. , oomoM Ics^entcea A., B, C, etc., sont placés par rapport anx oUmcM ve»> 
pectifs a, b, c, d, «te: étH^é^ <|ae fa denx n m ii T et V wwt wneti wst 



(*) Le mol gmmehe n'ot pas •fré*Uc It l'oreille ; nais il «M osmlicl en G<< ncitir , 1 1 il doonr ]-or(iiile- 

aent l'iilie qu'il Joil donner. 

La* dcoooiiiuùoa de courAe à double courbure cu Doa-Molcineoi loogoc^ dcia^piësbis ctdafeamnaaMf 
Biais saedaawa s t e ti f MJs sp liJw s tt SwsiseaSsM «oaitnws qni nVriswm |M«;a saratiléMifrqa'sn 

CnUt dp IVniployer. 

(**)^ l'a WMi Boatotc tMgU tUjUxuM , «« l'aa^ d« cvortmc mngie ét contMmncv. Vojct sur cas 
AhamiMriaBS h nan dn . 
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le* mêmes angles de couriNire , ét fu ooiMéqacnt les mêmes rayons de courbure. 

Enjuite , sans changer riea «ix ecNudiai V«t nous pourront superposer les tihaeu» 
t£ €lt6',tltlM centre de courbure qui laor oprwipaod» cnr -laon «naUgoM a, 6 ét 

A , fin la courbe V. Cela fait, il s'ai,'ira de savoir comtucnt il faut plier rëlément e, au- 
tour du point parlequel il s'unit à l'élément à', pour qu'il vienne coïncider avec l'élément 
c. Or , FâioMnt c fut ame Pdément b proloogt un angle égal à l'angle à» coaribafa 
de & et c , et tonte* les droite* qui partent de l'extrémilé de l'élémoat b, et qui s'Acarteul 
de cet élément sous ce mAmc angle, forment une petito surface conique droite dont l'é- 
lément e fait partie : si donc on fait mouvoir le plan des deux élcmeus ^ et c et du point 
Vf «nlottr de l'âAnent b qui coimcwle ««ee b*, PéléaMBt e' m ^ttan pu cette petite 
ittfbeeeimiquc, et il viendn oaitncider avec l'élément «» loraqoe le plan des clémens b' al 
c fera arec celui des élémens a et b', l'anj^lc de torsion qui correspond aux élémcns a 
et b d'une pari, 6 et c d'autre part Les trois éléxueos a, b , c, coïncidant avec a, b, c, 
et lei centre* A' et W avec A et on ameDera de mène l'êMment <f enr PêUnMni 

et en même temps le centre C sur le centre C, en faisant tourner le plan des élémen* 
c' et d' aatour de l'élément c, confondu avec c', jusqu'à ce que le plan de c et d' fasse 
aifee oelni de ^ et , l'angle de tenioa conwpondaak eus élémene b el e, d'une part , 
eétd, d'entre pert 

On continuerait de la même manière pour amener la courbe V à coïncider dans tonte 
Mm étendue avec la courbe V ; et l'on voit que chaque élément de V éprouverait un petit 
moavNMBt de tocnoa ( «oym la note ci-après ) antenr de Péléownt précédent, et que 
ce BumTeinent, par an déplaoenent infiniment petit, porterait le centre de conribnre cor- 
respondant , du plan osculateur précédent dans le plan osculatenr tnivant. 

Il est clair que c'est en vertu de cet déplaoemens successifs des centres de courbure A.' 

, C, etc. , que les aoraiiles de le CMnAe T*, «pi Hakûi renoontréee dieenne per It 
normale précédente et parla novmele im?aiite» ne le sont pins pour k oondie Y, et Ar- 
ment une surfgux gaucbc (77:*)' 

De même qu'on obtient la courbe V au moyen de la courbe V, on pourrait obtenir 
enHÎ la eonrbe V an moyen de la oonrlie V. E«enr «la, il ne s'agirait qne de développer 
la surface développahle qui a pour arête de rebroussement la courbe V. Dans ce dévelop- 
pement, les élémens de la courbe V éprouveraient des torsions infiniment petites; les 
angles de courbure ne changeraient pas, parce que chaque élément décrirait une surface 
ooniqneantovr de Pétémant précédent} leê entrée de eoncinse A,B,C* «iandniani 

se placer par la réduction des angles suoceuifs de torsion à zéro, doM k pkn dn déw 
loppement , et la transformée de la courbe V serait la courbe V. 

776. Enfin H est évident que , sans changer les angles de cooxlHire, on peut former avec 
k eonrbe y» en changeant la loi des angU» de tersbn, une infinité de courbes & double 
courbure et une courbe plane V. De même avec la courlje V, et au moyen de torsions 
qui feront de ses normales une sur&ioe geucfae, on pourra former une infinité d'autres 
couIms. SToA Pon voit ^ le* angles de eoivlwre et bs angles de torsion aont des angles 
indépandans 

r*"' II. — 

(*} D'après M qu'oB vieiu^dc voir , Iw draaainaiiow d'tutfU da couitmn M ifmgU de UnwH, pa- 
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777> PMOBlàmM t". Éiani doandt une ccurbe à doubU courbun Y, et un poiat P eU 
CêUt etmh», 9m dnmatkh I* pian oaoÊlaiemr yi cwrin y o u rf à etpoUU, 

Fonr réioudrr! cette qnettÎMi, on pt^di» flmievra pointa sur 1« ooDilte; par ces point', 
et par le point P, on mènera (es tangentes correspondantes (766') ; on dtHenninera les 
points où elles perceront l'un des plans de projection , le plan borisontal par eiemple , 
«t r«a teva h tran T, im 1» lÎOT de «cfl poinU^ C^ft ttt , j» «Unt le point «fc 
taagieate en P perce le plan hMdvMal, on mener» par le point p une tangente A àja . 
courbe T, et le plan c[ui passera par ctîltc tangente et par le point P sera le plan oscu- 
lateur deiuandé. Lu elïet , les tangentes menées à la couJ'be donnée seront les élcniens de 
la sorl^ dit ^ppaUe dont celte courbe aérait Parète de rdvoiiMenieiit (a6o), et le plan 
neiiéperhtBDpnlB 0etper le^ponlPMrareBTabp^ooffN^aDdaBlei «e point. 

778. PafiMLàmM a. ^loitl da^mU miè courbe quèlamp» ftunéi-teê pMni», on d*' pL 6a. 
maadehmymkiêoamhtirtfai t o nap ni d à-têtrini» .. n|.a< 

On commencera parditanniiier le plaoomlalenroarrespondant au point donné n (777)» 
et l'on construira sur ce plan la projection cmnoz , de la courbe donnée. On prendra en- 
suite plusieurs points sur cette projection ; par ces potuts un mènera les normales corres- 
poodantet à la mémeprefeetion; on décrira la déféloppée UOG qu*ellei détermineraDt} 
enfin «n construira (771) le point O, o& la normale nO, correspondante au point donné 
«itoadiera laooarbe UOG j et la partie nO de cette aonnde wim le iWfM de«|giiurbnf« 
dierdié. /u-jj 

hmt le déoMotrer, aoîeut aM et ne la dèox élénani înftiHnft petiu, de'l» courbe 
d on né e t par lesquels passe le plan osculateur qui sert de ptaBde .pt)0jectiou , et élevons 
par les milieux de ces élémcns les droites aC, qui leur sont perpendiculaires , on sait 
que ces droites se couperont au centre de courbure de l'arc mno, mais il est clair qu'elles 



laliront aatnrdlci. Ea «Sel, en pliant ona ligne en na point, oa lui {ail «ahir «ne flcsioa , foi-n'asl aatta 
.ctawt fs'at co ei fci m , <|asad la ÉaiStm m iaâaisstnt pàdiaet qm 1m poiais vaMas ca ^^hmitcm dPuuH 
,logaM{ et loHfas tans nca dna|w m 4ten» «oniMiiftV, ft*, é, d, : métir,êe oeMsI^na, et «us jErne 
*atU» llMuHe jfai itmt jU m em mttm, eadunge le plan aa a stf fl tueii», c'est pviiae iririiiUt laiaiM àe 

rt'IrnicDt n autour Je l'clL'nient m. 
Ce* dcitooiinationi oui il'jillcan l'avaDiagc de condairc à la propriclc qui diitin((De 1rs rourbct non planes 

iiis caaslM planée , et qui consliia ta les premièree pr < isiM t aa ahuaa psBàaaa «aoifcw» a> aa» 
«■riaa, fsudia fBf Iss 4fiBMns-aa peJsaaifBt ^ dea codcfauree. 

Le nom d*a«^ île flexion doané k cduî qoe non» appelons l'angle de toision, a Je défaut de « appliqnrr 
aalurelli'mcnt \ i'an^tf ri, cuiirluiro. D'un aulre côlc', >i l'un ouil-r \v ^l.,n il'uiie Irgite P «tuour dei nor- 
asalr* coDaccutirn de ceiie ligne, la li^ne P K c^aiifem en une aaue ligne Q, dont la premiiie aera la uana- 
^Unaiip ;4,^(>} < nr dan* celle opcraiiou , le pbn de dMK Bonnalc* comccnltres aara aobi une véritable flc^M 
aaioar de chacune dMlet i les angle* de ce planai «ta tabSbssodal'doae dea angle* de flncioci caiiispua 

•àim'kéim A im nm de U eoarbè'Q. DaeetiA amMÉiffiicmar, ei Voa adaiM» lenan.d'ahRla da teiaa 
pour lo anj;li'» Je lin»icm ; car ce nom »'ap| liqui t j naturcllcmi'nl i la couibo Q, et ne ilcvra ccpendjint s'en- 
tendit' que de l'arélc de rcbronMcmcnt ilc la kurl jcc dcTcloppuble roriiue en roiirbant le plan de la ligne P. 

Hoae feaMt^aerone, CM pateaiU, qu'en coarbantce plan on a au{;mcnlc le* anglca «ItCNllMMisla^pwPr 
If, caMU db a aes^ijB||fs da lanioa aule, lae^ourbei P et Q difèciat eatiè wwat , «t |pff nfpjit aas 

"aailhsds caibass, erpai lapfoct sa» s a g lss de i si tW ' 
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PI 6a. se couperont aa» la ooarb* UOG} doue, «te. i Vvym, mP. 760 , ua aeoaui moyea de to- 
Fig. 1. lution)('). . • ' 



. 779. DES DÉVELOPPÉES. « Si l'on conçoit une droite menée p«r le centre 
dHin cerele perpendiculairemeBtàaon plan , cf Ml^âiiîmeDt prolongtrê de part 
èl dTautre, od sait gae chacnn des- points de cette droite sen h égales dîa- 
taqçes de tons les points de la duconfércDcc ; que , par conséquent, si Ton 
imagina <pi'iiiw. seconde droite, .terminée d'unixMit à un des points de la 
droonférenoe, et de l'autre à un point quelconque de la perpendiculaire, 
tourne autour de cette dernière comme axe, en faisant constamment le 
m«*me angle avec elle, son extrémité mobile décrira la circonférence de 
cercle avec la même exactitude que si l'on eût feitionrner le rajon autour 
do centre. La description da oetde an mojen du rayon, et <pii n'est ({nHin 
cas pardcolier de la pramière, par sa simplicité est plus propre à donner 
l'idée de re'teodue da oevde s mais, s il ne s'agit qoe de description , la pre- 
imèm^^fent danscertains cas avoir de l'avantage, parce qu'en prenant sur 
l'axe deux p^des placées de part et d'autre du plan du cercle, puis menant 
par ces deux points deux droites qui se couperaient en wa point de la âr- 
conférence, et faisant ensuite mouvoir le système de ces deux droitetf-en- 
toiiT de Taxe de mamère qne Unir point dintenection At fixe snr fnne 
et snr Tantre, oe point décrirait la cuoonférence du cèrde, sans qu'il eût 
été nécessaîM d'exécuter auparavant le pian dans lainel eHe doit se 



fig. 3. 



780. )) Soit K\aD une courbe à aoul)le courbure quelconque tracée 
dans l'espace. Par un point A de cette courbe soit conçu un plan MNOP 
perpendiculaire à la tangent» en A; par le point a fnfiqiinènt prodv», soit 
parèilkmant imaginé w plan mnûf perp endî c nl ai r e à la tangente en a; 
ces deux plans se couperont en tme droite OP q^d am l'axe du cerde , don* 
le petit arc Aa de la courbe peut être censé faire partie : de manière que 
si, des points A, a, l'on abaisse deux perpendiculaires sur cette droite, ces 
perpendiculaires , éf^ales e.itre elles , la rencontreront en un même point G, 
qui sera le centre de ce cercle. Tous ks aukvea points g', / .«.de«tle 
droite seront chacun à égales dislaiapes dé Wbtojfwritsde 

- - ■ ' ' ■ ' ' ~ 

n LalMim wn wtc'iMiiirft, dai» Ut Xuiiln iuilj2iBiidjrM*î ci spi»)Pl/D«ça ■ Mt mv'^'f^ 
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petit An, et pourront par conse(}uent en être re^ajrdës cotome les )>f>les- ^ 
âdaai, si d'un point quelconcpe de cet ixe, on mène deux droites «ux ^' 
points À, a, œs droites gA, ga, seront égales entre elles ^ et formeront 
«Tec Taxe des angles J^^^ agO., é^n aitee :>éftr«Brl* ipié:tt-rcn 
TOolahdâfanrb^èoiidinrede-la^oiiAeMfM^^ û findnit ^mer k 
kMf^ear du rayon de courbure kG, et que sHl sti|;iaMât d'assigné^ le sens 
de lacoarbofe, ià faudrait donner k position dn centre G dons Tespace^ 
Mais s'il est simplement qnr«itioTi de décrire le petit arc, il suffira égale- 
ment ou de faire touriiur la droite A" autour de Taxe , sans alfcrer rantrle 
Agi) quelle £ait avec lui, ou de faire tourner le rajron de courbure AG 
perpendicalMivtflMiit^ cêAêoou 

».Aiamf k choito OP fmiL»-èt» regndés conmie la ligne des pftlesde 
lelement \a; le centre db oèniliure de cet^ëlénent «g| odiiÂde m» fèles 
dont la distance à l'éléonent est un minimum; enfin, son rayon de cour» 
bure eM la ptipendicutsirc AÀm, jdiaisaée de i^âémcat^r la ligne des 
pèles. 

781. >) Que l'on ia&bc actuellemeut sur tous les p<HQts de la courbe à ng, 4. 
dookle ce wdHiaa » la. fluAan .o^Aethm qne ïon ywài de ftire si» un 

de* «s ëlémens, «^eBl*èp*d»e qm for ioas les pdnti «onsécàlî& A, A', 

A% A'^ ébe., 1 on fasse passer des plans MNOP , perpendiculairea chacun 
à la tangente de la coorbe an point où il k coupe ; le premier de ces planit 
rencontrera le second dans une droite OP qui sera le lieu çft'ométriqne des 
p61es de l'arc AA'; le second rencontrera le troisième daiis^ une droite O'P, 
lieu des pôles de Tare A'A', et ainsi de suite. 11 est évident que ïc système 
de tontai IsB draitei d'înferleolHNiy on br mrfiMB ew tfb e qrfdtos fer—ent 
par ienc asienUage» •en- laKen géenétiique de« fiMes dé4a«e«ri)e KAH} 
car cette courbe n'anra poi«l de pAle qui ne soit bbt la sur^ce, et oeMe 
ftnrfaoe iK'aiuttrpaa>de poiafr <fai>«e soit la 'pète dé «pmI^k'méi des éléttieils 
de la courbe. 

782. » Du point A de la courbe, par lequel passe le jn-emier plan 
normal ft(tNOP, soit menée dâ«R ce jda», et suivant une direction arbi- 
Utoieév «line dM)ita Ag jusqu'à ce ^'elie w e—Oftt»e Ja •eetioa'OP' ^Ique 
pait enm flatnl>g)i ]Mur le» points A% g, tth-numéo-éim le «écetod pian 
ttMnwiyila drcite A'g> prolongée jnsqn'à ce qu'elle rencontre la section O'F 

• en un point p'; 5soit pareillement menée A"g^g", «t ainsi de suite. La courW 
qui passe par tous les points g, g', g", etc., est une développée de la courlw 
KAD : car toutes les droites Ag, A'gf, A'g', sent les tangentes de la courbe 

38.. 
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^' puisqu'elles Mmt )es proloogeoMOS des 4énieilt de cette CQail)e.'De 

^ plus, li Ton conçoit q«e la praonère Ag^ toarne autour de OP, comrae axe, 

pour venir s'appliquer sur la suivante A'g-, elle n'aura pas cessé d'être 
tangente à la courbe gg'g"; et son extrémité A, après avoir parcouru l'arc 
AuVf fie confondra avec l'extréinité A' de la seconde. Que Ton lasse de 
même tonmer la secoode ligne wdtom de (KF, oonuat axe, pour 
qu*dle Tienne ifappliqacr tar k- traînème -A'^» die ne ecmen fn de 
toucher la courbe g^^', et son extrémité A' ne sortira pas de l'arc A'A", 
et ainsi de suite. Donc la courbe gg'g' est telle, que si l'on conçoit qu'une 
de ces tangentes tourne autour de cette courbe sans cesser de lui être tan- 
gente, et sans avoir de mouvement dans le sens de sa longueur, un des points 
de cette tangente décrira la courbe KAD ; donc elle est une de ses déve» 
h^pées., Mut kdiredioii de la premîèie droite A^ était adntraire; et toi- 
vaut qaekpie antre dîrectkm qu'on l'eikt menée dant le pba noemal, on 
aurait trouve une autre courbe gg'^ qui aurait été pèraiUement une déve- 
loppée de la courbe KAD. Une courbe qiielconque a donc une infinité de 
développées qui sont toutes comprises sur une même surface courbe. 

783. » Les droites A'^'' et A'g' forment des angles égaux avec la droite 
O'P'; et rélément g'g' étant le prolongement de la droite A'^, il s ensuit 
que let deux âément consécutifs gg',^g', de la déreloppée gg'g", foimmit 
àe$ englet ^nz avec la droite 0^ qui pécae par leur point de lepoontie. 
Or, lorsqu'on développe la anrfroe pour l'appliquer sur un plan, let âé- 
mens de la développée ne cessent pas de faire les mêmes angles avec' la 
droite O'P'; donc deux élémens consécutifs de la courbe gg'g', considérés 
dans la surface étendue sur un plan, forment des angles t^aux avec une 
même ligne droite, donc ils sont dans le prolongement lVm de Tantre. U 
fuit de là, que diacone det dévekq^éet d*mie combe à double on u rib uro 
devient une ligne droite, lorsque la aaifteB qui les contient toolet ctt 
étendue lor un pleiti donc elle est sur cette auK^oe la plut courte que Ton 
puisse mener entre ses extrémités. 

784. >' On déduit de là un moyen facile d'obtenir une quelconque des 
développées d'une courbe à double courbure, lorsqu'on a un modèle de 
la tnr&w développable qui let contient toutte. Pour ceU, il tufitJe mener 
par un point de la courbe un fil tangeuft ii la aui6oe, et :de plier, enenile 
ce fil sur la surÊu» en le tendant: cÉr>. en. vertu de.la tèmidn, il.praidin 
la dtrection.de la courbe la -plus courte entre mt efteAsilét} Il ae pliem 
per oonaélïnenttnr une des développéeï* 
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f9S» » On coaiçoît d*«pris cdà» oomxnent il eit possible d'engendrer, 
par m monyement continu , une courbe quelconque à double courbure; 
car, après avoir exécuté la surface développablc, toucbee par tous les plans 
normaux de la courbe; si, du point dounc dans l'espace, et par lequel la 
courbe doitpa&sery on dirige deux iils tangens à cette surface; et si, après les 
avoir pliëicoiwta sur h «ovfine en les tendant, on les fixe par lenis autres 
«xtBénittfi.; le point de vévnion des deux fils, qui aura û ftcnltë de se 
inonvoir avec le pbn iangentà hsai&oe, sans glisser ni sur l'un des fils, 
ni sur Vautre , engendnia , dans ami mouvenaent , la courbe proposée. 

786. » Tout ce que nous venons de dire par rapport aux courbes à 
double courbure, convient également aux courbes planes, avec cette dif- 
férence seidement, que tous les plans normaux étant perpendiculaires au 
plan de la courbe, toutes les droites de leurs intersections consécutives 
sont avssi perpendieolains «a même plan, et par conséquent parallèles 
entre elles. La sm&oe développable, touchée par tous ces plans normaux, 
est donc alors une surface cylindrique, dont la section perpendiculaire est 
la développée ordinaire de la courbe. INÎais cette surface cylindrique con- 
tient de même toutes les développées à double courbure de la même courbe; 
et chacune de ces développées fait, avec toutes les droites génératrices de 
la sur&ce cylindrique , des angles constans. Le iilet d'une vis ordinaire est 
une des dtf?eloppées de le diivdoppante du œrde qui sert de base à le 
iurfiiDe cylindrique sur laquele il se tuoôve; et qodle que soit la hauteur 
do pas delà vis, si le diamètre du cylindrique ne change pas, le filet sera 
toujours une des développées de .la même courbe. » 

Vapris tout ce vient dit, il ttn poiribta de résoudre graphiqueneal le pro- 
blkae aaimiit. 

•fi^. pMBtàmm bémémM. Ékmtdnmi$ mm «ovrftr qadeoÊtfUê , m dtmaada éê 
eautmintamouptttaUmn dé »»t M$ftkpp4n. 

Pour n^uJre cette question , on commencera par déiemiiner la lur&eedéfdoppaUequî 
est le lieu des déreloppées de la courbe donnée. On mènera ensuite un nombre suffisant de 
plans normaux k celle courbe} puis , ayant construit leurs traces borisontales et verticales, 
on nmicra «ne praaiiire ligne tangente aaix traoei heritontales , «ne seconde ligne tan* 
gente aux traces nvtioaie», et eeidenx ligneitenmt évidemnent les traces delamrftoe 
dierchée 

Lonqvfdies sèrmitoonirae»,on détenntDera les fointo de oontact «Ufaet lesquels elles 
toodMCOOftles deux traces de chaque plan normal (77 1 } ; par ces deux pointS on mènera wae 
droHe,et eette dreite sera l'nn deséléiensd» li«ideidéydo yp6 ei . On conatmira aniaat 
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de cecélémeai qa'on m yomin, et fwKB jMdnÎHii» iiîf<ii>taUwi 1> WBffco» iftw> 

loppaMe dont il s'agit 

788. Cela fait , on prendra un point quelconque sur la courbe donoëe , et l'on mènera 
par ce point une tangente à la surface développable ootutruite; le point de contact de cette 
taiig0ite*|ipaMîMidn à uoedésdéTeU^péM Âih ooodbe donD^ 
. qn'tmie proposera de construire. On exécutera pour cela le développement du licudcspôlea 
àe k eootbedonnéei chaque développée sera une droite sur ce déreloppement ; il ne s'agira 
dooc^oe de «mpporlar ior « iBèiiiedé««%ipflnteÉl la tM^eate 

Mtftîfldifioi de CBttg'imgUe coïncidera avec la transformée de ladévetafféedMcUt» . 
en sorte qu'en rapportant cette développée sur Ift lurfiMt JAitlmuMlbto ^uaaHBpMHlk Ikl 

développées, on aura la développée dciuaudée. 

•j8^ Si au lieu de mener par le point pris sur la courbe donnée une seule tangente* 
k Anftn dévdoppaUe npiéimfét, m ea iMDaitpInaieany il 7 aorait wi»dér«lo|qiée 
correspondante k ÛMBuoe, et oes dérèloppéfli ae «onctndraknt par le mojieiiqai vient 

d'être exposé. 

Pl. (4. 790- >** ^Mp& Cherdiont vne dei déMloppéM de k eourbe d'intersectioa de la 
Ms- •• «phtee {(▲, AO, (FG, G'E'F)), «rec le ejimân fKfmtkMtm an phn terM de 

projection , dont l'axe e>l (III , li'),et qui a pour trace verticale le demi-cercle r'K.'E'. 

Cette courbe aura pour projectioa Terticalc l'arc F'JL'£', et il faudra d'abord en con- 
struire la projestienhorisonlale Four cela, on prendra vu point quelconque M', sur la 
projection verticab connue, et l'on remarquera que les points correspondant de Finter» 
section sont sur un cvHndro droit, dirigé lioriiontalement , Hont la base est îe cercle 
m M,', décrit du point A' comme centre. Ce cylindre coupera la sphère suivant dcua 
oankt veiticanx p a r a li yes an phn wlieal de projectioa. Im tiaeai deapkai qni ki 
an alk adroot seront faciles à obtenir, et la drtMte liîf en aéra ane. Or, ks points de la 
aplièro projetés en M' appartien<lront nécessairement , chacun, à un de ces cercles; donc les 
projections horizontales de ces [>oinls seront sur lus traces des pliuis de cot mêmes cercles: 
ainsi (M , M') sera l'un des pointa de k courbe dTintersection oliercMe; êfoh l'on Toit qu'il 
sera aisé de construire la projection EMFR' <lc cette courbc- 

791. 11 s'agir» maintenant de menerdes plans normaux à la ligne (E.M1 R', l'K'E'), et 
deooustrairekaax&ndéTekppable qu'ila cn?eloppent. Nous remarquerons d abord que 
tsua.kt pkns paMant néçenaîrement par k centre (A, A^ de k a|ilik« donnée, eette 
aurÉMCnepeutétre qu'un ctinedont le sommet soit (4, A') (*)^Olr, si l'on construit Im 
traoeslioriiontales AH , KO, FQ, RS, AT, d'un .issez grand nombre de plans , normaux 
i la couilje (EMFR*, FK'EO , «lirant certains points (E , E') , (L , L') , (M , M') , (U , IT) 
et (V, V), cliuisis arbitrairement sur cette courlx-, toutes ( o traces détermineront une 
ligne ..'HXYST..., qui sera la trace horiiontale du oune, lieu des développées do (EMFR' , 
FJL'E'), et qui déterminera ce cOue, sans qu'on ait besoin de traces verticales des plans 
noimans. 

79>' Qoant aux traces hqrisontaksAH, NO,PQ, fiS> AT, voiot oomnent on k» ob- 
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tiwirm ^ffï nT n^-' — '-p-'-" ^ ^) ^ j ~ fh» tiiigtitf n< 

(C^D', D'M') , au cylinrlre dooné-, pais on chercViera la trace horizontale ITC, d'un plan ^ 'K* 
tangent en (M, M') la surface sf)hériqu£ : les trace* B'C, D'C» as coujperonten un point 
Cf et la droite CM, menée par ce point, sera la projectiaB bMiEOiltale de U tangente en 
(K , HO > à rintflnection (EMFB', F'R'E^ 

Pourque la figure soit claire, opérons acttuHenifut ^ur le point (L,L'). Lorsqu'on aura la 
projection bcriaontale WL de la tangente eu ce |)ouit, il tera trëa iacile d'avoir la trace 
horbontale Aa plaBioimaleBoeaiteMpointjparcequ'dleaeraperpflndîeiibiniin^ 
etqu'U suffira oonaéquemmeat , pour pouvoir laoooitroirc/d'encilteDir un point. Si donc 
on fait attention que le plan normal clierclié passe par (A, A'), et si l'on mène la droite 
(LA, L'A'}, doutla trace lioriiontale estie point&j puia, par ce dernier point, la droiteiiS 
perpendicaleire à ^Wh, oM» AreHeRS «raie traça dMfdiés du plan aonnal en (L, L'). 

793. Si l'on donnait, au lieu du point (JL, V) , un des quatre pointa singuliers projetés 
en Ej V, 1"",R', les élémens de l'intersection (EMFR',F'K'E')étant hori/ontaux à l'endroit 
de œs points, les plans normaux corrcspondans seraient des plans verticaux. 11 est ai»é «le 
tBÎgq«<eaeplaiw<witpoMrlweetleedieitet ATetAHyMBaéaiperle peint A, paraUU»* 
■entct perpendicatairenient k la ligne de terre. 

794- I>a courbe donnée étant composée de quatre arcs pareils (EV, E'V), (VF, \"P) , 
(Fk'i i'S"), (H'£, V'£'), labasedu cùne enveloppe des plans normaux .-sera composée de 
nfÊÊÊM arai égaux àHXTST, qui ae joindront snhwnt dccpoinlede lebwwmcment , tela 
que 11 et T, et qui seront situés chacun dans un des angles HAT, TA1, lAF, FAH. Il 
résulte delà que le côae, lieu des développées de la courbe donnée, est eompoaéde^piatre 
parties pareilles sur l'une desqneUes il suffira d'opérer. 

. TgSi Cecône,don*le eenteeeitan (A, A*)» et dent k traoe cet fimnée da qaatre aroe, 

tele qoelIXYST, étant représenté, il ftndra construire son dév«lappcnmnl,ecqaiH!^'> 
géra pas d'autres procédés que ceux indiqué n"*6a^et suivant 

Ou. délerflMnera doMc dUbonl f iotenaotien de «aotea aiec une sphère , par exemple 
mae la apbère donnée. Cette ïnteraectîaBJBNtiCCaqMMèBda quatre branches de courbe, qui 
se réuniront suivant Ip-s points de rebroussement (G, G')', {Jb,h'), {d, d!),{f,h'), et dont p^. 
l'une seoa projetée liorizontaleracsiten baG, et verticalement en b'a'Q'. On rectiâera la pro- « 
jmliaM hotiieiitale ioGr i nrem a droîte-i^', par le moyen de laquelle on oonatruva ùm^. * 
landl Parc Â'a'G", égal en longueur à l'arc de courbe (60G, 6'a'G'}. '1* 

Enfin, ayant la véritable grandeur de cet arc, il n'v aura plus qu'à la porter sur «n arc f- jg. 
de cacdefe, décrit d'un point quelconque C" comme centre, avecle rajoo Cyc= A'G',et et 
la leotenr indéfini «C/* repréaentart toot^larfbii le développement de la nappe ïnllr ^ 
«ianea du oAne, et cetoi d'une des quatrefarliai pareilles qui forment cette nappe. I« - 
eectenr opposé sera le développement de la nappe supérieure du même cône. 

7g& loMginoas que ce d^eloppement soit fait sur le plan vertical AT tangent au odne : 
il MRiftailederappoctBrlepoisk^, V)d«la,<aauiwdannéaHirflBdévabppeB«n|;Bn ' 
effet , la per pond iculaire abaissée dece point sur Parète (AT, AT^ art égale è gEf, et tombe 
anr cette «réte en un point^, éloigné de A' de la longueur A V ; donc le point (E, £') doit 
.M trouver s«r le plan dn développement en un point e, tel que l'on ait C^snA'g,/^^ 
^•etCVsaA'B. ' ■ A t. 



et 
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5o4 LlVUi: VI. COMPLÉMENT.* 

Pl. 6a. S! par le point/ on mène une droite quelconque «'H*, U portion H'A de cette droite^ 
fif. 3. comprise entre les deux droîtet iodéfittiet U'C, T'C, repréteotennir ledévdoppaoéttt 
dé Utorikoe conique, lieu des développées dtk COorbe donnée, une de ces développécif 
en sorte qu'il ne s'agira plus que de rappotter ostle droite H!*A tar la curfine oonifMf 
pour aToir la développée demandée. 

797. Afin que les'pn^eetûne wtîcelM de cette défdoppée « de la ooniiw doBBée* et de 
la surface conique lieu des défaloppéM , fassent à Poil bu eftt MtilbÎMIlty ellBlIgeOM 
le plan Tcrtical de projection en un autre, ohlique par rapport au premier. 
F>6' If Soient donc mnop, m'n'o'p', la nouvelles projections de la courbe donnée , (A*, A*) 
' le aoaveaa oentre daoône liea det déreloppées, et (gntf q'i^t'f) la nouvelle traoe Itori* 
tOOtale de lA surface de ce cône Pour obtenir sur cette surfacr; la développée de 
{ntnop, /nno'p') , <jui est en H*/t sur le dcveloppeuient du C'^ne [ ( X", A"), (ijrstj y';''«Y) }, 
il faudra rapporter un certain nombre de points de la droite Il'A sur les élémcns de ce 
oAne anxqneU Os appartiennent. Ainri le point t appartient k l'âénient (AT, AT^ > V*^ 
^««t dé\r:loppé suivant C'Y' , et qui est projct<^ en (A'yjA'y), sur les nouveaux plans de 
projection : en portant donc la longueur Ci, de (A', A*) en (u, u'),sur l'élément {k'j, 
A'y"), on aura vn point de la dévdoppée demaindée iqmssx'Mq, qu*/t'fa'z^'), et sea 
autres points •eoonsiruiroiit tmt amii ftcUement 
Fig. 4i 7?»8. II est remarquable queoelte courbe est composée de quatre arcs égaux 

{yt, v's), {ut sV), (zq, qui se réunissent suivant des points de rebroussement. 
Cdaitait&etle ipi^ir; car bcooibe donnée itantoompoiée de quatre arct égaux, il 
CiulnéoeMalrement que la diraloppée soit composée aussi de quatre parties égales : et ai 
l'on se rend compte du mouvement d'un fd qui engendrerait la o«irI>c donnée en se 
développant de dessus la ligne demandée, on concevra qu'il faut que ces quatre parties 
iMMentréonia entreeUessaÎTanf qnatrepoinItderdirouiaeBleat Cestee qu'on va miens voir 
tout à riieurc. 

Ftg. I. "jt^q. Les points T, S , Y, X et H , étant ceux où les traces AT , RS, PY , etc. , toucbent 
la base du cùnc qui eit le lieu des développées, les élémcns (AT, A'T'), (AS, A'S), etc., 
. tout eeox raiTant leaqueb Ici piam aormaos menéal la ooorlie donnje, par lea peinte 
(E,E'), (L, L'), (M,M'), (IJ, U'î et (V, V) , touchent la surface de ce cAncEtles 
Fig. I droites CT", CS', C Y", CX", C'U*, étant celles qui représentent ces mêmes élémens sur 
«t le développement decetteaurCMe, 0 en résulte ^ lei points h, i, it, H", sont ceux 
^S- ^ -cuivant lesquels la dévdoppée demandée sera touchée par les directions du fil générateur 
de la courl)e proposéë, lorsqu'il passera par ka points reqieclifa (£, £'), (L, L'^, 
(M,M'j,etc. 

FSk. t. ' 11 suit de Vk que les points A, i, i, i> BT, étant rapportés su» ladéveloppée obtenue, 
^'^ 3 et les points (B , E') , (L , L',) , (M , M') 1 de- 1 sur la courbe {mttpq , m'n'jfq') , les droites 

** , <|ui joindront un dcî premiers, et son correspondant ;>arrai les derniers , seront d« pcsi- 
lions du lil qui , par son extrémité, engendreraiL la courbe donnée, eu se déroulant de 
dotsns la développée demandée. ' 
Fifc. I D'après cela, il est asses ftMcile de reoonnaUre lesdiveraes poutionade ce fil. Suppcaous 
_** qu'il ait son extrémité au point n correspondant à (E, E'), il se trouvera tangent en v, 
^'^^ a la développée} lorsqu'il décrira l'arc n'O'P'Q'n*', il coïncidera successivement avec lea 
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'tVUtfJ[f, M//>«t « déraioppends dflMoik brandis </£i^// ds laoouclie Pl. 6f. 

lée: arrivé à la position inV,qni donne le point m correspondant à (R', V), il ^ 'S- ' 
sera tout-à-la-fois tangent à la branche v'ik'ts' et à la branche «V , et en continuant son '* , 
mouvement , il se ployer» sur celte dernière et décrira l'arc m'p de la développante. Lors- 
qa^flNnwjiVf iltowb«nkilM«nohe»//et«V**t eaMdéplogwit de dearas cette 
demi^ , il déajfn l'eve epci* ipM« ie plojant mr j^/, il adieTera de déerire lé 
courbe donnée. 

Cet exemple. montre bien clairement wwient les pointa d'un Cl ployé sur une ligne 
eeHiie,«n||ndf«Bt, lonfirïtie déploie, dea dércloppanteadeeetteoowiiek Coflameilcat 

important qu'on se familtariso avec tontes les générations dilTiciles de* lignes et dea sur* 
faces; parce que c'est le mciUeor moyen de s'accoutun^à concevoir dans l'espace les 
opérations de k Géométrie , nom allooa appliquer k recherche des développées des lignes , 
à un second eseipift 

800. Toutefois nous ferons remarquer, nvant de quitter celui qui nous occupe, que ai Vi^ i. 
l'on voukit obtenir le rayon de courbure correspondant à un point quelconque (M, If), 

de k coweIm donnée (EMFR', E'K'F') , il ne Vagirait qne ^abnaier par k point (M , M') 
une droite parpendicnkire & l'&xe (AS, A' S') des pôles de ce point : la partie de 
cette droite compriae entire k point (U, M'), et l'ase MS), aexait k rayon 
cherché (780). 

801. 9^ &Minpér. Une béUoeibaMcirealalK étant donnée, oonilrKÎnaon rayon de 
courboM et Fine de ses développées. 

Concevons qu'on fasse mouvoir un pion sur l'hélice donnée de manière qu'il Mrit 
constamment normal à celte liéiice. U est ckir que les positions consécutives de ce plan 
ae couperont deoxàdenx «otvant une aaile de droiloa,toalea dlapoaéea de la mémo 
manière par rapport à l'aie de l'hélice ; donc l'aréte de rebroussement de la surface * 
engendrée par ce plan sera une hélice : donc cette aurkce aera nn hélisoïde develop- 
pabk (a65). 

Si fon oonatndt plusieurs positions du plan normal) et que Fon mbie vne lîj pi» tan» 

gcntn .1 le urs trnccs horizontales , cette ligne (263) sera la développante du cerck soi* 
vant lequel se projetera l'aréte de rebroussement j eUe fiera reconnaître ce cercle, et 
eommeon mit développer un liéliçaîJe (638) , la réaolotûn du problème proposé n'exi> 
géra plus que des constructions aisées. 

802. Pour les simplifier le plus possible, supposonsque l'hélice donnée ait aesélémens 
inclinés à 4^ degrés avec le plan horizontal, et soient ABCD. . A'B'GD'. ka deux pi 
projoctMna de cette lidioe; 

Décrivons lliéliee {abcd. . . , A'b'ctt, . .), dont la projection horisoatale aicd. . . 
ootncide avec le cercle AUCD, et dont la projection verticale est la sinusoïde A'ù'c'd' . 
symétrique de A'B'C'D . . ., par rapport au plan vertical O'O'j menons par le point 
(A » AO k pkn ktriiontal A'E' ; eonalmiaooa dans ee plan k dévekppuite FE , a'£') 
dn oerek ABCD. . . . , et concevons dans l'espace l'héliçoïde développable , dont (abcd^., 
àtVttd ,,.) est l'aréte de rebroussement, et dont la trace horizontale, sur le plan 
A'E') est néeoamirement la développante (a*FE, A'E) : je dis que cet héliçoïde sera k 
Ikn dos dévdoppém de Fhéliw (ABCD. . A'B'CD'. . 

39 



tig. I. 



Digitized by Google 



5o6 



LIVRE yi. COMPLéUSNT. 



PL «S. EneSiEt, caanUnÊÊ m» j^MU^nUt one Mveloppéc quelconque, phr exemple, -mS» 
Fif. I. qui conespond m point (#,0 ^ Pnftte de rebrouuement : «tte — fj up pée wra la 

Kirfacr plane mcnéo, normalement an cylindre •vertical ABCD..., par la t«Tigente 
(ee , c'/) en (c, c), à l'hélice {abcd. . . , K'h'e'cf. . oa,'ce qui rerie&t an iDéiae,p«r cette 
tangente {ce,tfe'), et par la tangente en (e, O ^ ^ éé»eh> p piM to (mFE, AE). Or, Cetti 
enveloppée est éTiderament normale à l'béUw (ABCD. . ., A'B'C]y«..)yiMi Wjpoiat(G,C), 
«iliiô yis-ii-yis (r , c) : donc- le plan mobile qui produit l'héliçoïde en qMMttm MtMW* 
cessivemeut normal à l'hélice donnée suivant tons ses points ; donc, et& 

Bannmx consécotifa,<)ltil««oapent suitant les points de l'élément infiniment petit qai 
passe en (A, A'), ont pour intersection la tangente en («,«') à l'hélice («icrf. . .,k.'b'^d'. . .): 
or, la perpendiculaire abaissée du point (A, A') sur cette intersection, c'est^-dire le 
rayon de couiliara tananilé (780}, «at la droite liorisoBlala (Aa, AOt ^MttMMfokM 
Aa. CeqnimoatraqtfWieliélioe, iaclioééà45 degrés, a waïayoatit cuiUain %d'>m 
double du rayon dn cercle anquel elle correspond (*). 

Fift. I 8o4- GhcNhoos « M i nta B ant la déreloppée de l'hélice donnée. Pour cela, nous nous 
rappdhwDi aa a <lé daaf 816 itinîwwi» et par lea «to l i a><l h i MiM l iq w é <i if réptt». 
'* nous obtiendrons, fig. 2, le déreloppement de l'héHç(^i>?c. Le cercle «fy^- • • *era la 
transformée de l'hélice (abcd. . . , A'b'e'tFJ)i les points «, £, ^, / . . . seront les mêmes 
que(a, A'), (b, b'),(c,c'), {d,<f), et les tingentH anémie d^..., correspondantes 
à ces points, seront les élémens respectifs du lien des d dy tl o ppto da Hiéfiiie duwtiée. 

fig. t. Et si l'on fait attention que les enveloppées de rhéliçoïdc, correspondantes aux 'points 
{fy A' y, ib,b')f (p, <f), etc., ooiipent la courbe donnée en des points (A, A'), ( B, V), {C^ C), etc. , 
qmaant ka «iMiût«a db nj«M de oovrtm de IMliee (aietf. ... , AWif....). 

fit-*- aa wwaqabtoa» la» palUdeHiéBcédiMéfcaa « w i nm -eng nàrU êMLafpMÊtt 
oblcna (*"). 

8o5. Cela posé, menons par le point C* une droite indéfinie KL} cette droite sera la 
traBsfomAa dfsna ddtwloppta deHifliea doaBiéa,^iMMupMmvn, avant ûb MMtittfra 
les projections de eattadérdoppée, connaître ses propriétés principales. 

Noos remarqueront d'abord que l'hélice (abcd. . . , A'b'c'd . . .) , ayant une longueur 
indéfinie, elle forme nécessairement sur le œrcIéaC^. . . une infinité de circonvolotioDs; 
que les deux nappas da ITifligoidaT^iOBdeDtt cliaqae-aireoin^^ 
pement obtenu ne pénètre pas dans le cerde tiCyt'. . . Ifoii il est aisé de condui'e , t*. tfm 
la développée KL est composée d'un nombre infini de couples de branches projetées en 
«L, et pareillement d'une infinité d'antres couples de brandies projetées en IlL ; a**, que 
le» deoft pbinfti«atl, ({idfipandntlntiamlMobvdnndntiinde^fl^ 
wvoîrt Ja proÉiiar «i nna iMneha da la nappe anpéritoita «t nna Imndie MrmpDii- 



(*) Ea eàitol,riicUea doDOnle cl Phclkc arfle de rAfOBMCMBt da liea dss dtfwkppése sont mu deas 
«flUiêmWBbtai, ciletayoBdeeoodiBndeBÏaadJeBthaoaUBsdesi^amdecaaifaandco** cjlindrss. 

(**) Ce rrtultat n*eit pu particalicr k l'exemple qoe doos tnilons; toai let points toirant leffoeb wns 
eouriie donnée «tt coapéejeisesplaoe nanasos fbaMBtna seol cl mène point lar Je dévelgppeMH de 
renfdeppt de «s phas. 
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dante de U nappe inférieure , et le second ] , péMittiÉieDt une branche de la nappe fi ^^S. 
«ip|rinf»«l «wlMpd«ilakiniip»lafiri««M} 3». éq^»; «■ >«iiita ^«««Biiini • * 
et I , rappnrtil Wr (btttf ■ . • , A'éVflT . . . ) > aeront des points de rebroiusement. ^ ^ 

Bcmarqnoaa maintenant que chaque élément yh,d«hi nappe supévieura de Fhâiçoïde, 
donnera on point A de la dèrtAoïpfi», Or, k mesure <|ne Farc «ys'appradMrad^i^n quadrant, 
l>poia>*iyflhlplWi 4« poiiita,«iqMBd le p«fait>«mra point » , tel que«i^?yÀt =90% 
FMaMnt coïncidera avec la droite MN, parallèle à Kl, : d'uù il suit que le|>oint h sera 
k une distance infinie du point m sur U droite CL. L'Élément ^A', correspondant au mène 
point et ûtoé sur la nappe mffiriran de YUiçoiâe , n'aura |M»de pointa sur U dé»elo|^ 
pét, inab tnroqiif Ir point j sera en n, l'élément BaMxmticra IK à Tinfloi vers M, et 
donnera un point de cette développée. Ensuite , à mesure que le point ^afappnMhcn du 
point I, ce point de la développée s'approchera aussi du môme point L 

IPcptif ceqne Von tIsbI 4* voir , on doit m fidratuM idât daine delà fbnne deedifenea 
braadiei de oeUe d éwio ppée, dont chacune détend éridemment à l'infini. 

806. Rapportons celte même deTcloppée dans l'espace. Pour cela, il faudra ployer l'arc 
ctrcolaire «^/. . . »ur l'hélice (abcd. . .j A'If'c'cF. . chaque point y de cet arc viendra 
se placer aor m point (c, ç') <1e Fhélioe, et ai Ton perte la longueur y h do (e, c') en {», »'), 
'Mirkt«D0ente {ce , ce) , le point («,«') sera un point de la déreloppée. En ooMtrainnt 

donc un nombre sufBsant de |xiiiitî, tels f]ti'> (s , /) , on obtiendra cette développée. 

La branche qu'il sera naturel de construire la première est la branche {fub, A'a'i'), qui t >ft> > 
eoffffwpondà Vtftt foie, . ., AW. . .) do 1heS»iabed. . A'ftVd». . .). It a«M oonvaiMi- 
Ue do o om truî re ensuite la branche {auy, A'y), qui correspond à l'arc ( a/'g. . A'/y)} 
parce qàe ces deux branches se réunissant au même point (a, A) d(; rchrouseniMlt doiP 
neront F idée d'une des couples de branches dont ia déTelopi>ée se comjMsc. 

GoBnaÎBHakt k ooorlw (ymi$i,yAVlf)fim eo n tim i or » de plojer l'arc <eC>/. . . aor Plié- l'ig. 1 
lice (abcd^ , A'b'e<f... ) , tant au-dessus qu'au-dessous du point (a, A') , et il Oit doir qtio et 
tous les points de celte hélice, sur lesquels viendront se placer les points Ieta,oerTeepon- ^'S- *• 
dans à une moitié> deux moitiés , trois moitiés, etc. . de. la circonférctice *Syt', . . f seront 
doipoioladerdvoaMeiBeBt, teh qtio(<i, A^^iFime dei oonpleido b»ndiei de eonrbea 
telles que (_y» ash, y'A'/li'), qui forment la dcreloppée (i, i") sera Vun de ce» points, et 
In braoohes de développées (ùi^, '^"'O» seront celles qui lui correspondront. 

BbItc deux pointa do VBfcoeoioOBieBt meceasift (a, A'), (», i') , qui oomprenaent un 
ora (Mfj, AV/),dgd mdanfc<oercia«nI, kpoiafflkn (nf, ié*) dU e inmi i Hi awpQirtia 
de (snl; et la tangenio (i/jiv "V) <)onnera les points extréoHi du dook blanflileo («^» 
{itVt <^)» oflBit4irdire ceux ijni aeront à. l'inEmi. 

807. Vour (léeifre flauketéiiMiit«ne hranebo {cuk , A'a'b') de la développée, il sera bon n^. ,. 
de «voir ooMtraire ses tangoBtea, et ce qnt aoit va noua en donner le moyen. Imagiaoaa 

que rette branche coïncide ayeo un fil (hak, t's'A'), dont l'extrémité (A, A ) aboutisse 
à l'béiice donnée : il elt clair que la partie droite (a A, A ), de ce M, sera tangente en (a. A') 
àk dérdoppée (oait, AVi^). COMovons que la partie (Aa, A ), de oonéno fl, ^doi^ 
du pnnt (A , A') pour déerir«> por k jtopriéié dea développées, Ph^lioo (ABGD. . . » 
A'B'C'D'. , .) : on sait qu'il sera tangent dans toutes ses positions à !a branolif do courbe 
Çaai,A'^i^)'f ainsi, lonqne le point décrivant sera en (G, C ), ia parti* t r* iifîée du iil 
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FLflS. toyaMWt cette 1— aèhftfe coït» en (<, «Q. lyaprtt cela, «<t «iMé— weiit ttâkVA* 
' ^ *' tenir les tangentes de la déreloppée dewoîdée; ear il «at ienàtot qu'étant donné le point 
dfî contact (*» «')» s'agit que Je mener IV-lément correspondant («c, #V) de l'iiéli- 
coidc , et le point (C , C') , situé sur i'bélioe donnée, à la même hauteur que («, c')> est celui 
par lequel passe la tangente (C* . CV) , *u point (a, /) de ki dèwio^^pée; ' 

808. Supposons que le point décrivant (C, C), du fil, soit arriré an point (Q, Q^),iîtv£ 
à la mt^me hauteur que (n, n'); il résulte de ce qu'on vient devoir que le point de con- 
tact (c , s') sera situé i la rencontre de la courbe (ask , A'a'k'} et de la tangente (n'p, u'p'} ; 
or^on keitqaeoSltereneniIreaUett à rinfimjde^cln^inctînadnU ^^nfciluui eitla 
ligne (QR, Q'RO, parallèle à (n'p, n'p') : et cette ligne d«f«at taodur U hmwlw i0fk, 
A's't') à l'inGni, elle sera l'asymptote de cette branche. 

Mais le point (Q, Q') est placé Je la même manière par rapport aux deu branche* 
(aUt, XWk), iUv, r/</) , h immitra, aitnée ear la nappe mfééimn de FUUsoids, «t h 
aeoondesursa nappe inCSrienn}doiioladMnteCQR>ÇfK') iefmtoal4*in>ibieraqrm|ilole 
de ces deux branches. 

Quent aux asymptotes (gr, q'r) , {zx , z'x') , des fmtnehw (<qf > Ay) , (iu/, tV/), leur 
oonstrnetkm ne présentera aucune difficulté. 

Soq. Or, la développée demandée est actuellement bien connue, et l'on voit, i". qu'elle 
•e compose de couples de branches, telles que (asi, A's'i'), {ay, i^j'), qui répondent à 
vn même point (a, A.') de ParéledenhRKUsenient; a*, que la féndon des denx Iienndiet 
qui forment chaque couple s'opère par un point de rehrousscment; 3*. que chaque COQr 
pie a l'une de ses branches sur la nappe supérieure de riiéliroide , et l'autre branche sur 
la nappe inférieure ; 4°- que deux couples consécutives sont r»ltadices l'une à l'autre, ou ce 
qu'on appeUecoiyu^iMfesjpar une asjrmptote O0inBimie{5*. cnfitti qne les deux bc andm dp 
courbe , auxquelles appartient une même aijinptote, sont sur des nappes dilTércntea, de 
rhéliçoïdc. Voyons maintenant oommentonpounapcoduirerhélioe (AfiCD^., A'B'CD'.o}» 
au moyen de ta développée. 

810. Le fil (Aaêi, AV/t^, en se déroulant de dessus la branche AVJIO t"^ décrire 

la partie (ABCDQ, A'iyC'D'Q') de Mlélioe donnée. Lorsqu'il coïncidera avec l'asym> 
plote (QR, Q I^') , il cntu reraent développé de dessus cette branche, et le point dé- 
crivant, situé alors on (QiQ') , pourra être considéré comme l'extrémité du fil CELQ,R'Q') , 
on eonune Peattrémité d*nn nonveanfil (SQ, St(^ : en sorte qae os foiat Qf) ponrsni- 
vra sa marche san» aucune solution de contiuuité, si oe dernier fil s'enroule sur la branche 
fiti, v't'i). Alors il dwrira la partie {^ifab. ..,(^fab'. . .) àe l'hélice donnée; il sera 
bientôt tangent en (*, i) aux dGUxbrauches iyti,*>'/t)t {iul, lu'Oi et Pertrémité d'nn 
nouveau fil , ployé nir (In/, l^i^fh «ootimMrait, en le déployait, la «Inératk» de h 
courbe donnée. 

D'après cela , pour décrire l'hélice (ABCD. . ., A'iJ'C'D'. . .) au me/ea de sa dévelop- 
pée, supposée physiquement établie dans Fespace, il £ftut, 1°. que tentée les branches 
(«sit, AVIO» (i*</» ff^fh etc., altemati'vaNnt supérieures et iniérieures de la couple â 
laquelle elles appartiennent, soient garnies d'un fd ployé sur elles et prolongé jusqu'à l'hé* 
lice donnée ; c'esl-à-dirc jusqu'en (A, A'), pour la branche (jask, Afs'i'); 2". que les par> 
lies d'asymptote» CQ3,Q'S'), qui C Br re spèpJ ea t a«t antres brandMii, «ltamlimn«it 
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inttriflarct et Mp&rieores , coïncident avec d'autres fils , aboutiMant sur l'hélice donnde en Pl- 65. 
des points tels que (QiQ'). Cela posé, un fil (^Aask, A's'i.') se déroulera et engendrera un ^'8- 
arc d'hélice ; il Tiendra coïncider avec une partie d'asymptote Q'H'), non garnie de 
fil, et ^arrêtera; le fil qoî giniin Featra parUe (QS, Q'SO /« ^ fé l o pfei» i«r le bnnche 
(ftii, «^Z*"}* oonjngaée i (fut, A.'s't'), pour décrire un nouvd arc, et lorsque son ex« 
trémité Tiendra coïncider dtcc l'extrémité du fil enroulé eor U lnaildieiÛwlte,oe der- 
nier fil se mourra en sa place; et ainsi de suite (*). 

. 81 1 . Await êê foitter la gae rti o m qui Tient de bom eeeqper , nom fcrwie remarquer qee 
loaleeleiCOttpieide branches de la développée demandée étant parfaitement pareilles, il 
raDre , pour pottroir les obtenir toutes, de construire l'une {yast , y K'a't') , et les points 
de rdironssement (», »') des autres. Car un cylindre Tertical quelconque ayant pour axe 
(O, O'OTydem ooiqw «liigw coBfleen dem peial» «f» et«/,i et ^ 
manière pnr r.ipport à (t, /) et (a, A') , oeqatdoiiiienleaaojeB dedéduiveletdeniifln, 
it,i) et (tf j u)f des premier* «fct 1/. 

Hou mhoos oOTBperaM pei de Fearfeetie» de l'épure; en m leadm eMnent compte, 
i h Nide îaepeetieBf deiuotiftq^entdéAemiiiéUBÛemntnitded^ 



CHAPITRE IV. 

Des raj ons de courbure et des lignes de courbure des surfaces 

courbes» 

812. Concevons dans l'espace une surface convexe quelconque; consi- Pi. 63. 
dérons sur cette surâice uo point A; imaginons par ce point une droite ^" 
AR normale à la sur&ce , et pour fixer les idées , supposons que cette 
sorfiKTe «oit pboée dans Tcaptoe de manièra que k nonnale AR aoît 



£.1*011 prend aor oetts nomwk nn point G, h qdière qui aura ce point 
pour centre, et qui passera par le point A , sera tangente à la surface donnée ; 
c'est-à-dire que ces deux surfaces auront une fecette commune entre 
elles (145). Or, il pourra y avoir des valeurs du rayon de cette sphèx'e, 
pour lesquelles la facette commune soit plus ou moins étendue. Si la sur- 
ftoe donnée était sphérique, par exemple, il estdiirqafl la aphèvé varialbfe 

. _ a> 

nu 
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H. Oa. «mit vee elle vue petite nuftoe dVittoocheBieiil, d'euteat pins commis 
^ nUe que les rayons de» deux q|>bkes «i^wocliefiîeiit pbis de te con- 
fondre. 

8i3. Pour parvenir à connaître les surfaces ibériques qui ont en Jf^p 
avec la surface donnée, la conlbrmité de courbure la plus grande, ne nons 
occupons que de la calotte inlininient petite MmiV/i qui environne le point 
A y et imaginons par la normale AR une infinité de plans. Ces plans cou- 
peront k calolte BfinNn suivant des «m înfiidinent petits, tds ^MAN; 
tous ces arcs auront leurs rayons de co uri b nr e sur la normale AR, et ces 
xayons, en général de grandeurs différentes, seront compris entre deux 
d'entre eux, Tun AR plus grand que tous les autres, et correspondant k 
un petit arc MAN; l'autre Ar plus petit que tous les antres, et camaponr 
dant à un petit arc m/in. 

Concevons que le rayon de la q»hère variable prenne toutes les valeurs 
possibles , depuis xëro jusqu'à Tinfinî, ou, ce qui revient an même, conce- 
vons <fne le centre C, d» cette spUre, se men-vn snr k droite indéfinie AR, 
à partir du point A. On Toit que jusqu'à ce que le point C soit parvenu 
en r, à l'extrémité du rayon Ar de l'arc mA.n de plus grande courbure, le 
contact de la splicrc et de la surface donnée sera de plus en plus intime, 
et qu'aussitôt que ce même point C aura dépassé l'extrémité R du rayon 
AR, de Tare MAN de moindre courbure, le contact sera de moins en moins 
intime. 

Quant aux splières dont les rayons seront compris entre Ar et AR, il est 
fadk de prouver qu'elles auront, avec la surface donnée , un attouchement 
aboins coaaidéroble que celui des sphères Ar et AR. Soit l'A/ un petit arc 
d'nnn des sections faites par les plans menés par AR ; cet arc et son cercle 
osculateur se confondront de f eu t , et le rayon de ce cercle sera une 
demte AC, moîndse ^ne AR et plus grande que Ar. Ceb posé, imaginons 
que ce oerdetonme autour de AR; il va engendrer une sphère dont k oen- 
tfoeera en C, et le rayon AlC étant compris entre AR et Ar, lare générateur 
viL passera nécessairement dans son mouvement, au-dessous de AM et 
au-dessus de Am ; d'où il faut conclure que Tare vA, commun à kepbère 
engendrée et à la surface donnée , est un arc d'intersection. 
Fig. 6. Ën etfct, prenons sur cet ave UQ point quelconque x, et imaginons que 
•Éna a'ëlotgner ni 8»ii9pao<te de-U normak en A > il se meuve, pramiè- 
remcnt sur k ^daàre; tffift ffd ffment sur k ffslottB donnée. Sans k piemier 
monveinent, il va décriw na oeide iMiiiontal RxD, qui 
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ej^indrt Tortioal GHIK, coaleulit k courbe £rF, decntedans le seooiid 

mouv6nient, et cette courbe aura sa partie xT au-dessous de fixD, et A ^ 
partie xE au-dessus. Or, si l'arc vxX était un arc de contact, les deux 
ligaies BrD, ExT, seraieut tangentes entre elles, ainsi, cette dernière aurait 
on 4P «a point d'inilexiou où la tangente serait l'horizontak Ta:, tangente 
■n cbpde BflS) i «t le (kn tangent à k calotte donnée pa«ei«il pur Vhiy 
naontdeTdrtit par h ligne uar, tHugenleeDjrà tocA, kqwHe porae en 
màme point x le cylindre GtilK. Sopposons que la partie de ce cylindie 
représentée sur la figure soit infiniment étroite dans le sens GH ; son inter- 
section avec le plan tangent mené par Ta: et ux sera l'élément de contact 
des lignes Ta: et KrD; donc, si l'arc vx\ était un arc de contact , ce plan 
laisserait, sur la courbe ELrF , des points de la sur£ace donnée au-dessus de 
«t d'anitai w^mom, oe tjù n'eat point edminfiMe, pais<{ue«elltt 
eoiiEeoe est nne mcStmwuwB; àne, de. 

B en eA<âe l'eic Ateenune de Vatc pxA , et il en eaft tout aatremeot des 5. 
arcs MAN, mhn; car ces derniers sont évidemment deeereSfkflMAaçt^et 
sphères respectives AR et Ar avec la calotte Bf/nNn. 

81 4- Il est clair, d'après cela, que les sphères qui ont pour rayons de 
courbure les rayons AR , Ar, des arcs MAN, mA«, de moindre et de plus 
grande courbure de la surface donnée , sont celles qui la touchent le plus 
in&neiMiit* fit conme ces iplièfes sont stnt soiftoesy ce les cendes 
oMiikiMiie eoBt 4m cooriies f^), en les nonme des jpAèrev onealo- 

8i5. Si la amifiioe donnée» an lien dTAtve couTeie en A, comme nous 
l*avons supposé, était non convexe, on conformée comme k gorge d'une 
poulie, l'un des arcs analogues à MAN, mAn, ne serait pius, à propr ement 
parler, celui de moindre courbure. 

Pour prouver cette Tërité, remarquons Sabord 4|ae ce qui caFSCtérise 
ces eues MAN, mfin, dans nne sur&oe coume» c'est qn'ik ont des cour- 



(*) De même que le cercle oscuUtear le troaTe,«l'un cùlé de la déveloi^iita,anddlors 
d« ealto dérckf^Hnta, et d* Rnitreedté, an dskat , de iskM umaâ h a^An ownlatrioB, 

qu'on peut considérer comme engendrée par le cercle osculateur en mouTement autour de 
la normale , touche la surface donnée extérieurement d'un côté du point A , et intérieu- 
rement de Fantre oAté. Il toit de Ik que les sphères oscuklrices touchent la calotte MmlVn 
'anîraiitley t es l e ip esti ft HAHy aRéMi et f lAb k ooepeat rai vaut dfetth'cs tDou'Iwi qai paa« 
— tpafkpqktA. ^ 



5l9 



LIVRE Vf. OOHPLlKlfEMT. 



Pl. ba. bures entre lesquelles sont comprises celles des autres sections : car c'est 
' de là que résulte leur propriété d'être des avcs d'attoachement entre la sur- 
fitoe donnée et les qilÀwowiiklrioès. 
F%. 7. RenurqnoDB ensnite que les arcs qui jooîaient de k mAme prapriélé 

sur une sur&ce non convexe en Â, et qui en conséquence sont analognie 

à MÂN et inXn de la figure 5, pre'sentent nécessairement des courbure» 
situées en sens contraires^ et dont les rayons AR , Ar, sont placés par rap- 
port à la surface donnée , l'on d'un côté de cette surface, et l'autre du côté 
opposé. 

Or, l'un de ces arcB, OHnme nous venons de le âSn, n'est plus celui de 
moindre couibore; ea tiSà, si Voa imegine que le plan nûmal tourne 

autour de AC, il est clair qu'à mesure qn^ s'éloignera de la position mAn 
ou MAN, la courbure de cet arc diminuera jusqu'à ce qu'elle change de 
côté; et comme il faudra qu'elle passe par zéro, pour que ce changement 
s'opère , il s'ensuit qu'il y a entre mA et MA, d'une part , mA et NA , d'autre 
part, deux sections nonnales de conrbnre nulle, et dont les rayons de 
courbure sont oonséquemment infinis (98). 

Toutefois les cou r bures nulles ae seront pas des .limites des .autres 
courbures, car les rayons de ces courbures nulles étant tout aussi bien 
situt's d'un oô té de la surface que de l'autre, elles seront le passage des 
courbures situées d'un côte de cette surface à celles situées de l'autre côté. 

D'après cela, en sous-enteudant que les arcs MAN, mA.n, sont des 
arcs dont les courbures linUtent les autres couilMires des sections normales, 
MAN étant cdui qui a la moindre courbure dans un sens, et mAn celui 
qui a la moindre courbure dans l'autre sens, de plus, MATV ayant un rayon 
plus grand que celui de mlin, nous continuerons d'appeler MAN l'onc de 
moindre courbure^ et mAn celui de plus grande courbure. 

Cela posé, il arrivera, comme dans le cas d'une surface convexe, que 
le cercle osculateur dune section normale quelconque i'xA, passera, eu 
tournant sur AC, au-dessus de l'un des arcs BIA, mA, et au-dessous de 
l'autre. Et pour que l'arc «rA l&t un arc de contact, fl frudmît aussi, 
comme dans le cas précédent, que la tangente au œrde horizontal décrit 
par un point quelconque x de vxA , touchât l'intersection de la surface 
donnée et d'un cylindre droit vertical ayant ce cercle pour base : or, cette 
section cylindrique aurait déjà une tangente horizontale sur A/n, une autre sur 
AM, et pour qu'elle en eût encore une, entt^ AM et An., il faudrait qu'elle- 
eût entre les sectums de moindre et de plus grande couibnre trois pointa 
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dinfladon, ce qû évidemiMiit ne peirt 
oouque A d\uie fluiAoB* 

816. Nooi pOMTOns donc en principe , qu'une surface quelcomjpm a 

pour chacun de ses points deux sphères osculatrices , dont les rayons 
respectifs sont les rajom de cowhure AR , Ar , des sections normales Pl. 6». 
MAN, mAn, de moindre et de plus grande courbure. 

817. L'«rc mAn étant un arc de contact de la surface donnée , quelle 7. 
qn*elle Mut, et de k ^hère oaculetrioe Ar, k nonnak en m à l'une de 

ees rar&oes eit amaî normak à rentre : et corame les nonnaks d'une 
qphèie peMnt toutes par son centre f il en résulte que la normale en m 
à la «surface donnée est la droite mr, menée par le point m et par le 
centre r de la plus grande courbure. On peut démonti-er de même que 
la normale en M est la dioite MR , qui passe par le point M et par le 
centre R de la plus petite courbure. Donc les arcs MAN, mA/t, de 
mcnndfe et de plus grande coarkire , aont tdB que «i Ton s'écarte infip 
nÎDMnt •pèx dn point A, en animnt knis directions^ ks nonnaks BIR , 
mr, des points anxqoek on perviendi», renobnlrerant k nonnak AG dn 
point de départ. 

818. Si l'on s'écarte du point A suivant toute autre direction différente 
de MAN et niAn, la normale à la surface donnée au point quelconque jr, 
auquel on arrivera, ue rencontrera pas AC. £n effet, menons par le 
point et par k nonnale AC un plan ; il oovqpen k cakUe Un^n 
sniTant une petite ligne vscAt, qui sent Vintenection (8i5 et8t5) de k 
surface donnée et de k ^lière qni a pôor nyon k njon de OOmlMife 
AC de vxAt : d'où nous conclurons d'abord que les normales en x, k la. 
surface donnée et à la spLèrc AC , sont des droites différentes. Par le 
point jc, concevons un plan normal à la courbe vxAt ; il contiendra tout- 

• 4-la-fois ces deux uoriuaies. Mais celle de k S]^ère sera la droite qui 
joindra k iioint x et k point o& k pkn nonôial sera percé par AR, 
4^eBt4-dire k point C : or, ee pkn nomtfX ne oonlkmdra ancnne entre 
droite, menée par le point x, qui puisse rencontrer AR ; donc k normak 
en jcr à la surface donnée ne peut rencontrer AR. 

819. D'après cela, les arcs mAn, MAN, de plus grande et de moindre 
courbure, ont pour propriété caractéristique, que les normales à la ca- 
lotte MmNn, en des points de ces arcs inliniment peu éloignés du point 

A > rencontrent k nonnak AR. D cal &cik de déduire de k que ces v 
«rcs se coupent k mof^ droit. 

4« 
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PI- <n- 820. Supposons d'abord que la surfîK'e donnée soit une surface cylio- 
ï^"B- driquc quelconque , et soit ABCDFE une portion de cette surface et L on 
de SCS points. De toutes les sections qu'uu plan mené par la normale LP 
peatfàira taroecyUnân^ cdla doot le rayon de cou rh qrew L «tt le jhat 
gemà est néommeaeat ^'dimeot BLF ; cer le .njroD de comfeiire .de 
œt ûémeai est celui d'une ligne droite. Gda peeé, menODs. par la hm^ 
maie LF vn pian JLK, perpendiculaire an plan meDé par LP et BLF^œ 
plan coupera la surface cylindrique donnée suivant une courbe JLK : or, 
il est clair que cette courbe s'éloignera plus rapidement du plan tangent 
en L, que toute autre située sur le cylindre ; donc elle est de toutes les 
sections faites par des plans menés par LP, oelle dont le rayon de co«r*> 
bure en L est un mhdnwm. 

On voit donc que snr un qjrlindie, les arcs LM, US, de plus grande 
et de moindre courbure , sont lectangulaires entre eue H est d'ailieilf» 
bièn clair qu'en s'éloignant infiniment peu du point L, suivant ces arcs , 
les normales MQ, NP, des points M et N auxquels on arrive, rencontrent 
la normale LP : car les droites LP, MQ, normales suivant les points d'un 
même âément BLF, sont parallèles et se coupent à l'infini ; et les droites 
LP» HBp normales saÎTant la sectkin JLK d'un plan perpendiculaire anut 
âémens du cjlindfe, sont dime ce |dan et oontéqnemment se icn* 
contrent. 

Il est pareillement fort aisé de voir que si l'on s'éloigne du point L 
suivant une direction LO, différente de LM et LN , la normale au point 
O, infiniment rapproché du point L, ne coupera pas LP. En effet , me- 
nons par le point O, le plan jOk perp e ndiculaire à BLF; ce contien- 
dsa la normale OR, et d ssmpavrilUe an plan JLK qui contient LF:msia 
povr que ks droites If et OR, situées dans deu plans pardUles» pnssenC 
se rencontrer, il fondrait qu'elles fussent dleS'mémes parallèles; or, le 
cylindre n'a, près du point L, de normales parallèles à LP que suivant 
les points de Télé ment UjF, et le point 0', par hypothèse, n'est pas sur 
cet élément ; donc, etc. 

Ô3I. Ceci étant bien entendu, démontrons généralement la propriété 
qui nous occi^ie. 

n.61. Soit A nn point d'une snfrce i|nckonqne> et IMH l'are înBnfilnent 
^ petit de plus grande ou de moindre cooilnirei de moindre «omlrare par 
exemple , correspondant k ce point. Concevons , preimèremenl, pw k not»- 
male AR, et par la tangente en A, k l'arc liAN, mi.pbns ce fàôi coupera 
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k splièn MCiîlatrice ÂR sohrant un code raqnd appartiendra l'arc in- P| o. 
fininient petîl MAN. Secondement, concevons pr le point A, un plan *' 
tangent h la surface donnée , et menons par ce point , et dans ce plan tan- 
gent , une droite AB, à angle droit sur MAN; puis menons une suite de 
plans parallèles au plan de la droite AB et de la normale AR. Ces plans 
couperont la petite «>aeMiiiiiiuiie à ksmfiuseoKaklriee AR, et à ia sm^ 
&oe donnée, tnivant les am infiniment pelils Wlbn, k'ka ; IfNn, ele. , 
OOnUBOns à celte surface et à la sphère. Or, ]eatinf;rntrs MC , AB, NI), ete., 
menées partons les points de l'arc MAN , aux arcs M'M/w, A'A^, N'Nn, etc., 
considéré comme appartenant à la sphère , formeront nne petite portion 
MANDBC de cylindre, dont les lignes de moindre et de plus grande cour- 
lune en L seront AB et MAN (Ôao). Si donc on prend sur ces lignes 
deux peinte 9 «t H, infiniment rappV ed rfg du p<Hnt A, les notqules MR 
et PS du cyhabe, conmfondantes à oes pointe, rencoïitienmt AR. 

Gela pofië, imaginons que le point A se meuye sur la surface donnée, dans 
le sens de la tangente AB, c'est-à-dire peipendiculaîrement à MAN, d'une 
quantité infiniment petite \a; et concevons que les choses qui existaient 
en A, glissent en a, en se modifiant graduellement selon la nature de cette 
surface. La courbe de contact MAN du cylindre et de la surface donnée 
prfndm nne posilieo rnutn, infiniment peu difierente ^ de forme et de si- 
tuation, ée la «ouilte MAN; k petlîon de cylindre IfANDBG Yariem 
mute înfimmeot peu , et puis^ rave Aa e8tinfinimentpetît,k draite AR, ^ 
nonnak tonl^-lar-ibis à k snrfikce courbe et au cylindre, ne quitter 
plan BAR : donc la position ar, à laquelle elle s'arritewi,.micontrera la nor- 
male AK. Donc l'arc infiniment petit ka^ perpendiculaire à MAN, sera l'arc 
de plus grande courbure de la surface donnée ; donc enfin les ares infini- 
mnlkt petite MAN, A'Au, demoindie et de plus graside eonikue, ae cou- 
pent à angle dnnt. 

6m. Suppetonr miIntgBant qn^ e*e{^ de mesura' keourimre d^me 
a n r fc c e en un de ses points. Il fendra d'abord convenir du -sens tigonreux 
qu'il convient d'attacher à l'expression de courburetfane surface : or, quelle 
que soit la convention qu'on adopte, une surface sphérique présentera 
dansions ses points la même courbure, et cette courbure diminuera à me- 
sure qnek rayon de k sphère augmentera. Posons donc en principe, que 
iêsoourburu^siMrasoneenntistmùtverMdele^ : nous pour- 
rons alefs nous entendre sur les difffieens dq^rds de courbure dm surfines 
spiitfti^ues* 
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Bien plus, le sens du mot courbure étant rigoureusement fixé poar les 
sphères, il se trouvera fixé aussi pour toutes les surfaces possibles; car il 
résulte de ce .^ui précède , que si l'on considère une surface quelconque 
OOmme coniposée iTitne infinité de facettes iniioinient petites, les sphères 
' occolatrices en uo jMint de cette snr&oe pasBerootdiacimeperdeilx âoettes 
- oonsécattTes ; seront les seules qmjonisient de cette prq[aUië , et fvésen- 
teroat les mêmes courbures que présente la surface dans le sens des facettes 
communes. D'où il suit que les courbures dune uufatxtoni m raison in» 
verse cles rayons des sphères oscuîatrices. 

823. Il suit de là qu'en généi'al une surface quelconque n'a , dans cha- 
cun de ses points , que deux courbures ; que cliacune de ces courbures a 
•on oentce perticalîer, son rayon particolier , et que les deux «tes sur las- 
quels se prennmtoes deuxcoarinins , sont k angles droite sur la soifitce. 

Les cas particuliers pour lesquels, comme dans la sphère et dans les 
sommets de surfaces de révolution, deux normales consécutives se rencon- 
trent, ne sont pas une exception à celte proposition : ces cas sont des cas 
singuliei-s dans lesquels les deux courbures sont égales entre elles, en sorte 
que les directions suivant lesquelles on doit les mesurer se tiouveut indif- • 
finentss* 

n. iB. 8a4. Passons à quelques conséquences qui suivent des deux couzlnvrcB 
*' d*une sur£iœ courbe , et qu'il est important de faire ccMuudtre anxartîstss. 
K S<Ht LPP''L'' une portion de surface courbe quelconque y sur laquelle 

nous considérions un point L choisi arbitrairement , et soit conçue la nor- 
male à la surface en L. Nous venons devoir que l'on peut passer, suivant 
deux d'urections différentes, du point L à un autre M ou L', pour lequel 
•lanonvelfe nwmale rencontre la première» et que ces deux direcBons smt 
à an(^ droit sur la suz&oe. Soient donc LUI et LL' ces deux direclioM 
MCtangulaires en L. Du point M, on pourra de même passer dans denx \ 
directions différentes à uu autre point N ou IVf, pour lequel la Q<Minale 
rencontre la normale en M ; et soient MN et MM' ces deux directions, 
rectangulaires en M. En opérant de môme pour le point N, ou trouvera 
les deux directions NO et NN' rectangulaires en N; pour le point 0, l'on 
trouvera lesdêux directi<nis OP, 00', et ainâ de suite. La whî» des points 
L, M, 0, P» etc., pour lesquek deux normales consécutives sont 
toujours dans un plan , formera sur la surface courbe une ligne courbe » 
qui indiquera perpétuellement le sens d'une des deux courbures de lasur* 
■. &ce , et celte courbesera une ligne de première courbure, qui paspcra par 
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le point L. Si l'on opère pour le point L', comme on l'a fait pour le point L, Hi. 61. 
on pourra d'abord passer, suivant deux directions rectangulaires, à un ^* *" 
nouveau point M' ou h", pour lequel la nouvelle normale rencontre la 
normale t;Q L', et Ton trouvera de màaie une nouvelle série de points 
I4, M', O', Fy etc., qui formeroiit mit U surlaoe conclie uno 
entre' ligiie de pieinière coniiiare, qui pessen per k' point L'. En 
opérant de même poor la suite des pcnnts L"', L'", L"". . . trouvés comme 
L', L", on aura de pbuvelles lignes de prehiière courbure L"M"N"0''P"..., 
L'"Ai"W"0"'P'" . . . , etc., qui passeront par les points respectife 
L", L'", L"", etc. , et qui diviseront la surface courije en zones. Mais la 
suite des points L, l/, L", L'"..., pour lesquels deux normales cousccutives 
iont encoce dansnn plan , iomien enr'la em&ce conilie une àntra courbe 
qin indiquera peipëtoellement le lenefle l'entre conrimre de la soifiKse, et 
cette coûlie sera la Hgne de aeeoode courbure ; M, M', W, W, etc. , for- . 
roerontune autre ligne de secondé courbure, qui passera par le point M; 
la série des points N , N', IN", N'" . . . , formera une nouvelle ligue de 
seconde courbure qui passera par le point N , et ainsi de suite, et toutes 
les lignes de seconde courbure diviseront la surface courbe en d'autres 
lones. 

8a5* » Enfin, tontes lee lignée de pramèrec(Mabnrecoiq[ieron^ 
droits toutes les lignes de seconde courbure , et ces deux sjratèinea de ligiwe 
courbes diviseront la sur&ce enélànens rectangulaires; et. cet effet anm 
Heu, non-seulement si ces lignes sont infiniment proches, oomine noue 
l'avons supposé , mais même quand celles d'un même système seraient à 
des distances finies les unes des autres. Avant que d'aller plus loin, noue 
dkms en apporter vn eannple , avec lequel «m est d^gà finnâianië. . * ' 
• 8a6. » Si Ton oonpe une snrfiMse quelconque de rérolntion per une 
suite de plans mênés "par l'axe , on aura une antte de aectioos qui seront 
les lignes. d'une des courbures de la surface; car pour qu'une courbe soit 
•ligne de courbure d'une surface, il faut qu'en chacun de ses points, l'élé- 
ment de surface cylindrique qui toucherait la surface dans l'élément de 
la courbe, ait sa droite génératrice perpendiculaire à la courbe; or, cette 
-condition a évUemment Heu ici, non-eeulement en ^que point de la 
courbe pour un élément de sutêm» cylindrique particulière, ce qui serait 
•anffiiént, mais mime par rapport à tonte la combe pour une même snr- 
^ce cy^iAdrique. De plus, si l'on coupe la même sorfree de révolution 
pàr nne suite de plant iieipendïcolaires à J'axe, on aun une stoonde 
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salle â».wte!&am, qui-aenoiit tontes eraliûrét, et qui sevoot-Ut Ugom 
lis Teutre courbure ; car st par un point quelconque dVne de OM notionty 

on conçoit la tangente au méridien de la surface, et si l'on suppose que 
cetto tangente se meuve parallèlement à elle-même pour engendrer l'élé- 
ment d'une surface cylindrique, tangent à la surface de révolution , Félé- 
ment de la surface cylindrique touchera cette surface dans l'arc de cercle , et 
oetarcMra perpeuf^enhire k h ditotte génératrice. Ajam$ paTuae •ukAw 
qodoonqae de Tévolàtûm, les %nesdie oonilNireaoïity penrmieeip&Qed^ 
courlMire » les méridiens de la fearface , et pour l'antre courboiey les paral- 
mes; et il est ÔYÎdent que oas deuK slntes de comècs secHiqMiit toutesà 
angles droits sur la surface. 
PL 63. 837. » Si par tous les points d'une des ligues de courbure LMNOP 
^ d'une sur&ce courbe, on conçoit des normales à la suc&ce, nous avons 
▼a tpB h seconde nonnale xenoôtitreni la pranièn éa «m ceetain point, 
qœ le traisièaie fenoooivera h -eecoode en «n aub» iMinty et einsi de 
suite { le système de ces normale*^ dont deux consécutives sont tei^oiiM 
dans un même plan , forme donc une snrÊice développable , qui est partout 
perpendiculaire à la surface courbe, et qui la coupe suivant la ligne de 
courbure. Cette ligne de courbure étant elle-même partout perpendi- 
culaire aux normales qui composeut la surface développable , est aussi 
«ae ligne de eouilrave de cette dernière aufiMae. L'aiélie de rabwnsiti 
ment de la snrfiu» dérdk^pable, axéte qui est formée par la suite des 
points ^ rencontee des noraudcs consécutives, et à laquelle toutes les 
monnaies sont tangentes, est une des développées de la courbe LMNOP; 
elle est le lieu des centres de couAure de tous les points de cette 
courbe , et elle est aussi celui des centres d'une des courbures de la sur- 
fine pour les points qui sont sur la ligne LMNÛF. Si i'ou tait la même 
olMenralioa ponr tontes les entms lignes de coorintee de U même snite» 
teUes «ine LWDIIIKF'» VWmyV, ele. , tontes les nonnaleB de k emAee 
oMtifte ponvraot étee ingardées comme composant une suite de suc&cee 
dévdoppables, toutes perpendicnUires la stirÉace , et le système des anfttes 
de rebroussement de toutes ces surfaces développables, formera une surface 
courbe qui sen le lieu de tous les ceatres d'une des «ourbures de la sur- 
face courbe. 

M' Ceque nous Tenomde tennrqaer ponr niiedes denn eenilinMede le jne^ 
tee^adgdniMnt lien ponr l'entre. Bn «At, siper tons les peinte L, V, h", 
>ete.,>4*nne<des lignes de- g nnte o n o n rhnro» en conçoit dae nowns le i 
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à la surface , ces droites seront coQ&écutivcnient deux à deux dans un même 
plan; leur système formera Qii« siirfiic« dévdopinliley qnî açn jnrioot ** 
perpendicqlaiiv à la surface proposée , et qui la rencontrera dam k ligne de 
oonrlnue LLW**. , qai sera ell»'mème une lign« de courbure de la sur^ . 
• iaoedérelaïqpable* L'arétederebrousscment de cette dernière surface sera le 
lisil, des centres de courbure de la ligne Lh'U'U". . et en même temps celui 
des centres de seconde courbure de la surface courbe , pour tous les points 
de la ligne LL'L"L"'. . . Il en sera de même pour toutes les normales menées 
par les points des autres lignes de courbure MM'M"»!"'. . . , NN'IN'N'". . . , etc. 
En sorte que toutes les normales de la sur&ce courbe pourront étrere- 
fgÊtà&ei de nouveau comioe composant ui»e seconde suite de suifiicss dér 
veloppableSy tontes patpaadiailairss àJa surface, et le systcme des arêtes 
de nibroosscment de tmites ces nouvelles surfaces développables, formera 
tme seconde surface coorBey qui sera le Ueu des centres de la seconde cour- 
bure de la surface. 

0^6. M On voit doue (jue toutes les normales d'une suriace çourbe 
peuvent être coi^déréss comme les mtevBed^OMLde dm itâte da sasv 
tes dévdoppaUss» telles que chacune dss surfaces dtfveloppdiles rsn- 
conlre la sni&oe courbe perpendiculairement, et la coupe suivant une 
ooinrbey qui est en même temps ligne de courbure de la surface courbe et 
ligne de courbure de la surface développable, et que cliacune des surfaces 
développables de la première suite, cou^.tQutes celles de la secou4e suite 
en ligne droite et à angles droits. » 

Ssg. Dans quelques caw particulier», les surfaces de* centres des deux courbures d'une 
même surface courbe sont diitinctes et peuvent être engendrées séparément « Oi» eo a 
waesflBipledBiisIfetsarftice* de rêv(dttU(n,poar1esqiMlI« voaâeoetsarAMes ae rédnit A 
Paxe même (le rotation, et pour lesquelles Vautre est une .uitrc surface de réToIatioQ engep- 
drée par la rotation de la déreloppéc plane du méridien autour du même axe. » Mais le 
plus sovrent , et dans le cas général , cm den m&ee$ ne «ont autre cbose que 1^ deH* 
'Mrppei d'oie ibSom nuriMe. 

83o. )) De ce que chaque normale est tangente en mtxac temps nux arêtes de rebrouv- 
■enent des deux surfaces développables normales dont elle est l'intersection, il s'ensuit 
qrfdlê est en nêinataDps tangente aux deux nappes de la surfsoe des cottes de cour- 
bure ; de plus, cbacone de ces nappes est l'enveloppe de toutes lu furfiiees défel^Kpajbles 
normales d'une m(*nie snilf- nins:, '.ou! plan tangent à une de ses surfaces déreloppabW, 
swa «iMSt tangent à la nappe que cette surface touche ; donc, si l'on conçoit par la même 
BoraM}«rlci 4ena plau ttaflani fwfnes développabiaB^k«t«ile est l'intersection, 
«j^.daaKfima, qui d'aifleun aont 1 angles dtoits, «eront tatottÉtt/Tnn'à k p yFn Pw 
inppadalasurftMdmentrei«et?avtat«àhteooaile. Donc k larfiM» de* eenlfes da 
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courbure , d'une «urfaœ donnée quelconque , jouit de cette propriété remarquable , que 
lei plana tangeosi «■ dem nappu, mea&s par uu point «fe la ivrftcB donnée, ae coupent 
à angle* droite a 

Il suit de U que toute turfnce courbe n'est pas propre à ôtre 1p lieu unique des centres de 
courbure Juncautrc surface , et que, pour qu'elle y soit propre, il iaut, i*. qu'elle aitdeus 
nappes; a', que ces nappes joaÛMlit delà propriété que Fou vient d^inoBav. TbulcioellM' 
qui ne satisfont pas h ces deux oondîtîoDS ne peuvent former que la aniftoe dea centrée 
d'une des courl>ures, el If lieu des centres de l'autre c<>ur))urc est alors une seconde sur- 
face , conjuguée à U première , de telle sorte que leur système jouisse de cette propriété. 

63t. Lonqi^nne aoiAee eitpartovl «oaveu> letaurfaoeadet œntretaont aitnéea tfna 
aoêine cÈié par rapport à cheeen de ses pointa. Dans le cas contraire , c'est-à-dire kce» 

que la surf.nc ii't st convexe en aucun point , comme s'il s'ngît d'un byperboloide & une 
nappe , les sur faces des centres sont situées de cétés opposés, par rapport à chaque point 
de la niftcAi Mais U anrâra aoment qnPmw nirfaee ett oonveM en d» eartehwa poitietf , 
et neTert pas en d'autres-, alors les surfaces des centres changent de 0AI& CnHÎdérona-, 
par eiemplc , une surface annulaire produite par le mouTement d'une spUre aasujettte 
î tonner autour d'une droite : l'iiémisphère tourné vers cette droite va décrire une 
partie enra aes rajone de eouliare litiiét dane dee lene ooBtrair«y eth païUe igaa 
décrira rhéniispbèrc opposé sera oonvexe, et annioi rayons de couriwure iHmit d'nn 
même cdté de l'enTcloppe (,3oi). 

832. iies deux rayons de ooarbure étant situés dans le même aeni , 3 peut eaom ar- 
river qu'île Mîent éê»nxj elorf lei niriâiDes dés oentree ae oospant, et Inr Iteieectie» 

ett le lieu des centres des courbures spbériques de la surTace. Les tangentes à cette înter- 
aecUoD sout normales à la surface suivant une ligne remarquable^ qui est celle où les 
ooorbures de cette surface sont ^les , et que l'on désigne à eenw de eeb aous le nom 
de l^na du eourburei tphirique*. Il est «dair qoe «ette ligne eonpe tonlea le» Kgnee de 
courbure de Punc et de l'autre espèce. 

833. « Voyons actuellement quelques exemples de l'utilité dont ces généralités peuvent 
être dam œrteins erta. Le premier exemple aera pria dane l 'Ar <t it ectnr& 

'a* Les voûtes constmitet en pierres de taille sont oompoiéei de fûtees distinctes, aua- 
qnéOes on donne le nom générique de voiissoirt. Chaque voussoir a plusieurs faces qui 
esigei^t la plus grande attention dans l'exécution; 1". la face qui doit faire parement , et 
qui, devant être une partie de la marfaoe riaibte delà voAte, doit être exécutée avee h 
ylnfl grande précision : celle face se nomme dottelU; 2'. les faoes par lesquelles les voua- 
soirs consécutif j s'appliquent les uns contre les autres, on les nomme génératementyotni». 
Les joints exigent aussi la plus grande exactitude dans leur exécutian j car la pression tfi 
tmnûmiettBDt d'an veuMoir à Fantre, peipendienleirement Ji le eorfiMe du joint , il eet mè- 
fendre que les deux pierres se touclient par le pfvs grand nombre possible de points , 
efin que pour diaqoe point de contact^ la pccnitai MÎt la moindre, et que pour tons ^Ip 



(*} Ceux qai coniniuaot la p w ^ p s cu *» Tcrront p»r cctM propricic qo*, d'an point de toc qotleo 
Mtaé dsBi U direction d* la MRfaca dom^ «d> la tvfuet dm c«nM, 1*4 
ê* celte dstaièr* surfactjp mi ss nn Majovas coupcf k an^ 
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approche le pliu de TtigaUtc. 11 faut donc que daiu chaque voussoir, les joiuts approchent 
le 'fins de le vAeitaUe aurbéé dont îla doivent fitira pertie; et poar cet objet loit 
plus facile à remplir , il faut que la surface des joints soit de la nature la plus simple et 
de l'exécution la plus luMeptible de précision. C'est pour cela que l'on fait ordinairement 
les joiuts plans; mais les inrikoes de tontes lei TOÙtes ne comportent pas cette disposition» 
«t dans qacIqaeMUMS» en Uenenit tmp 1m conTeBenoii dent nons parleront dans nu mo- 
mentf si l'on ns donnait pas aux joints une surface couilvo. Dan? ce r.T<;, il faut choisir 
parmi toutes les surfaces courbes qvi pourraient d'ailleurs satisiiaire aux autres condi- 
tions , celles dont la génération «it lA ^va aimplc , et dont Feijattion eal flna «nsceptible 
d'euctitude; Ot, de toutes les snrfteesoovrfaes, celles qu'il est plus fiwile f aiécater^sont 

celles qui sont engendrées par le mouvement d'une ligne droite, et surtout les surfaces 
développahles i ainsi, lorsqu'il est nécessaire que les joints des Toussoirs soient des sur» 
faoeseourbest on le* oompose, autant qu'il est possible, de sorftees divdoppablea. 
■ M Une des principales «onditions auxquelles la forme des joints îles tiMMoiss doit sa- 
tisfaire , c'est d'être partout perpendiculaires :i la surface de la vovilc f^ie ces poussoirs 
oompusent Car, si les deux angles qu'un nicmc joint fait avec la surface de la voûte étaient 
aensiblement in^ux , celni de ees angles qui exeéderait Pangie droit , serait oapaUe fane , 
fins grande résistance que l'autre; et dans l'act ion que deux voussoirs consécutib exercent 
l'un sur l'autre , l'angle plus petit que l'angle droit, serait exposé à éclater, ceijui, au 
moins, défurioerait la voûte, et pourrait même altérer sa solidité, et diminuer la durée 
de Pédifioe. Loie dene que la snrfree d'un joint doit étare courbe, il eeaîrient de Pnigen- 
drer par une droite qoi soit partout perpendiculaire à la surface de la voûte; et si l'on 
veut de plus que la surface du joint soit «li'veloppahle , il faut que toutes les normales 
à la surface de ia voûte, et qui composent, pour ainsi dire, le joint, soient couscculi- 
▼ement deoz 4. den dans on même plsai. Ot, nooa venons de voir qoe cette condition 
an peut être remplie , à moins qae toutes les normales ne passent par une même ligne 
de conrhure de ia surface de la voûte ; donc , si les surfaces des joints des voussoirs d'une 
▼oôte doivent être d^eloppables, il faut nécessairement que ces surfaces rencontrent 
celles de la voAte dans aee lignas de oomiinra; 

» D'ailleurs, avec quelque précision que les voussoirs d'une voûte soient csi'etitrs , leur 
division est toujours apparente sur Ja surface ; elle j trace des lignes très sensibles, et ces 
l^nes doivent £tre soumises i des lois générales , et satisfiiire à des convenances particn- 
. Mères, selon la nature de la surface de la voûte. Parmi les lois générales, les unes sont 
relatives à la stabilité , les autres à la durée de l'édifire; de ce nombre est la règle qui 
'prescrit que les joints d'un mémo voussoir soient rectangulaires entre eux , pr la même 
nlion qa*ib dmvent être eu-mémes perpendieulaîrài à la snrflMn de la vnàte. Anan lea 
lignes de division des voussoirs doivent être telles que celles qui divisent laveAteena^ 
sises, soient toutes perpendiculaires à celles qui divisent une même assise en voussoirs. 
.Quant aux convenances particulières , il j en a de plusieurs sortes, et notre objet n'est 
' pet iei d'en ftire Pdnunération; smis il y en a «m principelei tfest qne ka l^nei de 
division des voussoirs qui, comme nous venons de le voir, sont de deux espèces, et qui 
doivent se rcDcoatrer perpendiculairement , doivent aussi porter le caractère de la surface 
& laquelle elles appartiennent. Or, il n'existe pas d'autres lignes sur la surface courbe, qui 

4« 
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puissent remplir en màne tewp» toatei oet «oiiditM»n%^pc lei èeax nûtct de tigaes ée CDor* 
bures , et ellet les fosplinent complfclaticnt. Ainà, U dirinen d'âne Toéte «n fo— >îrf 
doit donc toujoar* lin faâe par des ligne» d« courbure de la surface de la voAte , cl la 
joint* doivent être des pertions de coriiMies déreloppabiea ùméet par la mite des aor* 
iNttleiAUiitfcfMe, qui, oaaMiM« MHéaMtmmwt , mt.dank don dans 
plaa; easortaqoepaorabiiqM www, InMflMBidM^MlMÎaw^ 

•oient toutes rectangulaires. 

u ATant la déooaverte des oonsidératioas giewjlriqMB eor lesquelles tout os que MW 

conduisent , et, dans tous les cas , ib avaient coûta me de s'y conformer. Aiasî , par exem- 
ple, lorsque la sxirfnce de la TOtkte était de rérolution, s«^iil qu'elle fût en sphéroïde , soit 
qu'elle fût en berceau tournant, ils diTisstient ses fonssoirs par des méridiens et par dee 
fmnU», ^«U^ pw 1« li«Mi da oswbimde k nrAee d* la wéle. 

a Lh iomto ipû oomspondaient aux méridiens étaient des plans meaés par Faze de 
réfolvtiofi; ceux qui cor r asy u daient aux parallèles , étaient des surfaces coniques de ré* 
volntioi» autour du même aie} «t ces deux espiœs de joiata étaient ractaugalaire» entre enx, 
«t parpendiottlaires k la sofAmm delà voéle. Mais, kcsqnahisuiftMidM v«iAlMaf«wiMl 
pas une génération auui simple , et qtiaad leurs li^es de courbure ne se présentaient pas 
d'une manière anni marqués,^ comme dans les ToAtes en spbéroïdea alongés , et dans ujt 

et ils sacrifiaient> diM Aifpa «M pwtiMiiaRy cdki qaâ laar ftéMiteiestlea dUknlMa 

les pins grandes. 

» Il saatt dont oonranabie que , dans ducune des éocdes de Géométrie deacrip» 
tiw,4tdiIieidaBt la» diatriots (*) , le proliMv ^oaoopil dé k délammiatiaii «t 4ia 

la construction des lignes de courbure des sarAMMi miÊ^iitjim «idiiiainnBBk Jm* 

les arts, afin que, dans le besoin , les artistes qui ne penvei^ pas consacrer beaucoup 
de temps à de sesohUbles recherches, pussent le ccnsultar avec fruit, et profiter de 
eéerénliato.. 

834- » Le second exemple que nous rapporterons sera prie dans l'art de la gravure. 

Dans la gramre , les létales des différentes parties de la surface des objets représentés 
sont exprimées par des hadiores que l^on ùiit d'autant plas turtes on d'antant plos 
■appradiéai, qiw k taBtedbNt étn plM'abtdM» 

» Lorsque la distance à laquelle b gravure doit être vue est asses grande pour que kl 
traits individuels de la hachure ne soient pas aperçus , le genre de la hadmre est k p«a 
près indifférent i et quel que loit le oootour de ses traita , l'artiste peut tou)o«rs les foNor 
atkimlUplMr de aMÛèn à «Uanir k teiale qÉ» dMn , at fc paadaim lUbt de- 
mandé. Mais , et c'est le cas le plus ordinaire , ijuand la gravure est destinée k étrevae 
d'assez près pour que les contours des traits de la hachure soient aperçus , la forme de 
am contours n'est plue indiffécentc. ^rarcihnqM-tdijal al pour :ihaf e partie delà sur» 
kaa dfon étij/dL, 9 7 • daa tmâm m «da fc a dwg ei pkf.pwpm qaa «aw ki MMi à 



n ^VrwbaatsdanswtaH. 
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jBa.»f Idét de ht «aarkvN de k nrfiwe ; oh oonteon putianlieM mt toaiowi 
au vomlm de dcax , et qaeI<pefots le* graveurs les cmpluient tous deux à la faî^t 

loM<jur , pour forcer plu5 facilement leurs teintes, ils croisent les bacliures. Ces con- 
tours , dont le» ar tûtes n'ont oBeore qu'un sentimoit oosfos^ sont les proieotioni dtt 

pert def nfc | <li m «ont pas msœfttiUesde déinhiên rigoureuse , leurs lignes d« oour- 
bnre ne sont pas de nature à être déterminées ni par le calcul, ni par des constrao- 
tions graj^iques. Mais a* , dans leur jeune âge , les artistes at aient été exercés à recher- 
che» les lignes de eeurW e &mm g r— d vamiim de mAùm difflNiitei , «I enieeptibki 
do dWaitiniM 1 1 m li i. îk seraient plos aensiblesà la fonne de oes lignes et à leur poii» 
tioB, même pour les objets moins déterminés} ûa Us lAiimieBt «n» pllM de préoiiioll, 
et leurs ouvrages auraient plus d'expression. 

» Nom n*nmsleroiMpet«ereetcliiet, qui ne présente peatrélnfa» b aoindn dm 
«vantages que les arts et l'industrie retireraient de l'établissement d'oM toledeGéo- 
aétrîe descriptive, dans diacnn des districts xle k République (*) » 

Ooeapoas-nons »e»tMMit des oosiatnsctioae relethei w rajons de oowbure des 

835. Soit d'abord A le point de c<n>tact d'un plan tangent à une surface convexe quel- P'- 63. 
conque, et supposons qne ce plan oouicide avec osltti de U figure; il sera possible de 
ttwiw Bail seiilewwBl lewgw deoowtanide ù «uCmb e« w point , mûi eneort hi 
directions des lignes decearimie de cette wnhBH en ce même point 

Pour cela , on mènera par le point A une suite |de plans (fAe, cT S.e , d'Aï" . . . ,' nor- 
maux à la surface donnée} on construira les intersections de ces plans et de ces surfaces; 
«odéteraunera, pirlepnoédé dn n° 778, lesrayons deeowlNmfr, p*,fP,«te., deoee 
sections, et, «jreat parlé dbqaë nyo» f' de À en <f,et de A en /, sor In tance <// du 
plan normal correspondant , un déèrilftle oowboflTir^* . .«'sV. . quedottaenial kl 
points dfd'td" ...,e\ tHc 

Or, les inyoïni de eourlwie ctechéi étant Ayidemnifmt fesdisteacH Mà:=sÈJX,mÀsaiUi, 
qui, par rapportii leurs voisines, sont des maMÙnum et des minimum, on rectifiera, pour les 
obtenir , !a ligne JéPéT . . .Je'm' . . . , sur nne droite D'X; par les points \i , D', D*. . . 
E'i L', L". . . , oorrespondans & d!, cT, cT. ..,«', «*, «*..., on élèvera des perpendîco» 
kÎMS D'A.' ,]yA*,Il*A*. . . , Erd^,E'u',£*a*. ... sur dtacunedesqnelleson portera, \ partir 
de lyX ,lcs rayons deoourbureAcf = hMykiF ï= A*", etc , de 1/ en A', de D" en A", etc. : 
ode feit, on décrira la ligne A'A'A*. . . J«tar\ on oiniera,par le procédé exposé 
V* laa (**) , des tangentes pq, tu,à cette ligne; «B ifce in Br a per kmpomti de eonteot 
H et r , R' et r , ke perpendfenkiwe BSsB.'S', les//, qui seront ki njoa» de conr^ 
Jmre demandés. 

• Si la surface donnée était une lor&ce non ootttexe» la courbe dcCtl'. . . t'a't". . . 
9mùtltkKmm\aiaàiifilbt^^fàmt}aip^ Pi,.4. 



(*) Ce qu! pr^ctde est eitrait de U Gtteme'tric detcripiive de Itlfanov Monge j die fat pnblî^ «nltelll, 
à k cMwn de» lejou des Éeoks aoiBalcs , et an BioflMei dt h fondation ife l'Éools polysaduri^^ 
(**) AeM0nadacsta*snavnn»jJi,sspies*i | s Pkf yBfMdsnsieeslisassp8s dli lis 

4».. 
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Pl. 63. liDUcIient k l'iafim deux «s^-mpiotes PQ, RS , dontles partiesincléfiDie» AP, AQ, AR, AS, 

^1 4> tODtlea rayons des MOtiooiBOHBaleià courbure uolle (8i5). 

Dans ce cas, on ne pourrait pas rertHirr la courbe caMdb, éfngi, tftSpq , lomrs , touj 
entière : mais il suffirait d'en rectilier les srct isolés aMd,/hg, hNp , omr; car ilsooa- 
tiennentlas points aniqocis eomspontoitlesnjoas «herdiés, puisque œsnjoMWttt 
eeux AM = AN , Âm = A» , des cercles tsngow WL OUthw aHnlÎMMi déP^. . . . 
e'e'J'. . .,eteaMdb, efngi , i7<N/)f/ , lomrs Ç"). 

83G. Maintenant, soit que la surface donnée soit convexe ou qu'elle soit non conTexe » 
on pourra dMnire des ooutnietwM fiâtes pour oblanir bira7Misdee<MrliOTe<lM>«béi 

Mj- i RS=R'S', n, ^r's'fle» directions des lignes de courlmw en A. En elTet, si l'on rappofli 

** les licDcs E'S' et E'« en «"N et en, sur la courbe auxiliaire ilil'iC . . .ee'r". . ., et que 

l'on niène les droites &I AN , mA», il est clair que ces droites seront les tangentes aux lignes 
de coorlMiie de la aorlMe. 

De ce qu'on sait trouver, en chac] ue font dPoMMBftoei hi difectîons de ses lignes de 
courbure, il s'ensuit qu'on peut se iigurer, sans antre seoomvque celui de la r^leet dn 
compas, la manière dont ces lignes se trouveront ployées sur (sette surface, et œle peut 
raffiKMVTBnl dans la pratique : aaais ^il fallait coaatniize cea lignai »ob ne poomit le fliira 
avec qudqne rigueur sans l'aide de l'Analjse algébrique. 

637. Ainsi, le prdUème de la recherche des lignes de courbure est, comme celui du 
développement ^ime mrboe (O49), insoluble jusqu'ici par la Géonétrie. Les praticiens 
doivent s'en consoler aisénent; ib ont dA reaaaiqiier qve ka aolntions de nos questions 

générales étaient rarement applicables , et \\<- « n concluront que si l'on trouvait un moyen 
rigoureux de construire sjrnthétiquement les lignes de courbure, ce sn-ait sûrement pas 
un procédé si compliqué qu'il serait iautilft. 
CeBtrAnalTSeqnilfappUqneaTec succès aux questions générales de Géométrie. Cependant, 

nous regrettons de ne pas pouvoir trouver par des considt rations synthétiques, les lignes de 
courbure de l'cilip^oïde (838); mais nous ne résiston.s pa-. di-sir de les construire, comme 



(*) Le* ticUc* recbercbca de M. Uupin {vo/-es te* DcTsloppuneu de G^ioiDiftrie) l'uni conduit à da> 
yMiOSAét d'aaa applteaiion hsaneoap plaa timpk csea bous vmons d'espotcr. Après >Toir prauvtf 
psatMsuwf» disses poîas d>n w sui f ics qtMkeeque noeseriac» du secoad d«gi< otcnkaïM en son 
sommet Ib *arfteedaaBée,«lt(llecoaséqiieraaient que tomes iMeooibofCi «fcssccâons Bormdei de cette 

drrnï^ie soient données parla (Urface osculd Iticc , il [Tojrtte celle-ci rar le pt.m (.mpcnt \ celle-là aa point 
d'otculalioD, et il fait voir que toute» let courbure* de la aarface donnée peuvent être dc-leimiuée* par fa 
■MfcndaemUMrdakproiaction de la tarface oscolatrice. H appelle indicatrieet le* •fciion» conifucs qui 
ftiment de (eb cootoon; il déduit de Icar* propriélëi un gtand nomlm dt conitffDcacm ute inifinum, 
«t il indique de* moyen* d'nne pratique ais^ pour eoBsirain ha fadlcalriecs. 

D'nprè* le plan de cet Ouvr.igc, oii nous avoiih tii lit' cic lubstitupr partent l'art de* coMlmctinn» aux 
conudt-tations analjrtiqnc* les plus «lcuieiuiitte«, telon l'ctprit de U Kience ^ai non* occupe, noti* n'anm* 
pa pctealer ici le* propre* conctructioni <le M. Dupin. 

hm Ugoss JTJr^... «t coSMA, «/ntft, MNp9,/oMnr, qes nous aa^kyon*. •ont aani 

des csptMi d*/mBMlrieet des coart a w s de la lUTriee dooaée; aasis aa Bea d^lre les couto un de* projecttaas 
d'une turrace du tccond degré , ils lont ceux d'une autre (urface qui est le lieu de lou* le* cercle» o*cuUu«f» 
dn aeilioo* oormaU* en A. C'est en lisant l'oatrage d« M. Dnpin ^ne nous eonoies atrim ans résiduit 
«esBM83Set«3«. 
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an beau résultat d'Aii«ljse,qui donnera l'idée du r«jseau dont les 6U suivraient les coorbora 
4*«M mufnc», ifii MonlNrm Fainitéd'aDier r«ad« acrAlg^à «Ile delà GéaBArie,et 

qui est employé dans le Ht. 2. de la Science du dessin. 

CoDoevoBS dans l'espace trois plana reotangnlairet-entre eux , Tun AB parai li-le an plan pi. œ. 
vertical , l'autre A'B' parallèle au plan horiiootal, et le tnHÙème (D£, FG) perpendicalaire Fis- 1. 
à laligM de terre , et ooneéqtfent «m. deus premien. Ces Irow plua raetnigiiUii«t ae 

cou|)eront suivant les trois droites (AB, A'B), (DE, C), (C, FG). 

Soioit^ÇB, CB'), (CD, C) , (C, C'F), trois lignes données, (CB, CB ) la plus grande 
et (C, CF) la plus petite , et porloat cet ligne* de parf et Vautre du point (C, C), sur lea 
lignes respectives (AB , A'B') , (DE , C), (C, FG). Elles détemÎMnmt Ica trois lignes 
(AB, A'B') , (DE, C') , (C, FG) , dont les grandeurs sont rrsprrtivoniont doubles de 
{CfijC'B'), (fiD, C')f (C, C'i')t et que nous appellerons les ajc«« principaux cU l'ellip- 

Imagiim— Maintenant trcja aUipia» I» première AB1>E partant par les quatre extrémités 
des axes principaax horisontaux , qui sont le grand cl le moyen axe; la deuxième A'GB'F 
passant pas les quatre extrémités du grand axectdu petit axej la troi&ièmc cntinqui passv 
par lea ^■atieeitrénitéadiiBOTaii et du petit aie, et dont nn quart «A rabattu en EB. 
On appdlaœa dlipaei^qai aa raooootrentdeiBèdcaxen estrémitéadciaiea prindpaozr 
Mipuê p/incipalêê. 

638. Il eat évident que si un plan se meut parallèlement au plan A'B' de l'ellipse ADBE , 
floMpara to«{owa1aadeiiKantteaellipaea(ouaa iBoins tantqi^il sera entre lea poiatsFetG) 

en quatre points, qui détermineront une nouvelle ellipse dont Us scnnit les sommets. Cette 
dernière eUipw, TariaUeà le faia de grandeur et de forme suivant la hauteur du plan 
horiaental qni^ la eontiant, eat la génératrice ^sne mr&ee ft laq;ndle on donne le nom 
ifêO^ÊÊokU , -fitce qu'elle ne peut être coupée par un plan ip» aninait nneelUpee. 

Les six points (A, A'), (B, B'), (1), C') , (F , C; , (C, F), (C,G), s'appellent I«-s 
tommeu de l'elliptoide. (C, C) est son centre, et les lignes que nous avons appelées axes 
principaax et ellipses principales, en aont enefit kaaie» principaax et lea dtipaea 
{M'inci pales. 

839. On démontre facilement par l'analyse que le même ellipsoïde serait engendré si le 
plan de l'ellipsegéuératrice,au lieu de se mouvoir parallèlement à l'cllipiie principale A DBE, 
«e ntowait parallUanMnt à Pane qndoonqne det deux* antrea ellipses principales , ce qui 
donne le moyen de construire deux oonrbes elliptiques paaiant par un point donné de 
rollijisoïde, et d'obtenir immédiatement [paiafn^on lait mener des *fingyn<fff i ces 
courbes (b^4) J P^'^ langent en ce point 

9fyh Stdaaxdaaaxeaprindpanx de cette avrfaoe détenaient ëgaax entre enx, il est deir 
qoe deux des ellipses principales seraient égales entre elles; que la troisième serait dreor 
laîre, et que la génératrice contenue dans le plan mobile parallèlement à celte dernière, 
ou, ce qui revient au même, mobile perpendiculairement au troisième axe, serait par- 
tout nn eerdex d'ofc 3 sait ^ FcDipadUe général m diangirait e|or» en on eUipaeide de 
idvolvtion. 

Passons maintenant à la construction des lignes de courbure de l'ellipsoïde général. 
84i* Les erea IKf, O^EL, d^oae ellipae et d'eue hyperbole auxiliaires, construites sur 
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FL OB. — " — t — r- rt^'. f ti-* -'-^-=ti tlnh Mniiî>rai|«o ■nui iwlifn njyi rf->pri)i (849), 

"f* t. on aura lej projections horizontales de la série de lignei d'une même coarbtu«^«BBliausaiit 
des points Jt de l'arc hyperbolique O'KL, les perpendiculaires KM, KN , aux axes DE, 
âB,Hw cOMlyrilMit le» eUipwi MKP(^ mn tn i r igae» à ADBi:., et passant par les pied<M 
«t N des perpendiculaires abaissées. 

Les projections horisontales de la série deslignes de PantM «mribare l*nhtiiwdniilt M 
abaissant des poinU J , de l'arc d'ellipse IJO', les perpendicolalres JU, JR, anx axes , et en 
«MitntMmt le* hjrperMei TRS, VXY , coneentriqttes à ADBE, qui anroat pour demi- 
axes les lignes déterminées CR, CU. 

8^7.. Le demi-axe CO', <te l'ellipse et de FI, vp:rbole auïiliaires^est toujoors plus petit qm 
le demi'grand axe CR de l'elliptoide ; il s'ensuit que le sommet commun (X de ces courbes 
tombe tM^omea dedbw dePellipse principale ADBK DPapris «la, il est évideatque la 
plus petite des ellipiei, projection d'ane ligne de courbure, a pour demi'gMiidl ute la 
demi-grand axe commun CCÏ, et ([ne son demi- petit axe est nul. Elle se confond par consé- 
quent avec la ligne AB; d'oii il résulte que l'ellipse) principale (AB, A'FB'G) est elle-même 
vne dei l^gnei de eoorbacedeU •urfiioe. ▲ nesote qae le grand axe des ellipses croît, la 
petit axe erolt aussi ; et lorsque le prem icr de ces axes est ^al au grand axe de Pdlipaeidiv 
l'ellipse correspondante se confond avec l'ellipse principale ADBE, qui est aussi consé- 
quenunent une ligne de courbure. 11 est inutile deoonstruiredes ellipses plus grandes 
cette demifare; ellai toaberaient toatei en dehors de l^ipsoîda, et eeruent étrangères à 
notre objet 

On voit donc que chacun des deux sommets O, C, de l'iijperbole et de rel!ip»e auxi- 
liaires, est embrasse d'un même côte par toutes les ellipses, lesquelles se resserrent toujonre 
k meiare que leurt wnoMti en approobeet, et ne perdent leorpetH axe qae knqiÂllai 
atteignent ces sommets. 

Quant aux hyperboles, il est clair qu'aucune fVrlles ne pettt aToir , dans le sens AB , un 
axe plus grand que l'axe 0 0 , commun à l'ellipse et à l'hj'perbole auxiliaires. Celles pour 
laqnelle l'axaa «aile grasdear , aaoo avti« axe nnl, et ae oonlbad famé AB; 1 a iewa 
que cet axe dimiaae l'autre augmente, de manière que , lorsque celui-ci est le plus grand 
possible, le premier devient nul à son tour, et alors les deux branches de l'hyperbole se 
confondent arec la ligne DE. Ainsi , la troisième ellipse principale est encore , comme les 
deux antres, une dea lignes dk eonrlmre de la anrAe& Gbitenn daaae—etsO,.<y, iiiiaimMM 
à l'ellipse et à l'hyperbole auxiliaires , est embrassé par tonte» les li vpcrlxdes , mais de 
oflté opposé à celui où les ellipses Pembrassent Ijcs hjperboles se resserrent à mesure 
qu'ellû approdiant de eea aonmels, et dles ne perdent ienr petit axe qae lorsque leur 
HMnmtt partiffiilKy ces mêmes sommets : il en est ainsi poar les eMîfw ea . 

843. Ces points , vers lewiui.'Is 1rs ellipses et les h>-perI>oles tournent leurs concavité* , 
sont les projections de quatre points (O, O'), (O, O^, KC, O'"), (C,!)'), très remar- 
quables ; deux d'eatro enz lont placés an- de n ui dii]dan ÀfW et deux a n -db sw a. G» iunt 
^oatra omtsl^aalour desquels les lignes de courbure sont ptoyées , tontea les ânes d'un 
cdléi et tootas les autres du côté opposé , de telle manière qu^allea dangOBl tf a a pè c a 
quand tenra aononets atteignent ces ombilics. 

844* LesUgaaadeoooAnreélaBtdéterniniéesenprojeetioitlMrisonlalei 3 aerait&eilc 
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dPoi nmdtan letrn projeetian ««ttfotles , puisque la ooiidiliott «|«r«N<» Mtoat mr h Mv- n* tt- 
flm k* défemme oompIMeaient , «MÛi il lan bMMMip iAm «i ww aa ie decontime» *' 

jf — yidyer les r«SuU«ts nTiRhrti«]«€s. 

Suffitoas l'arc a6c(/, d'âne eilipae auxiliaire concentrique à A'FB'G , décrit sur les 
Mmhm» Cd.C'a, Anéi smh -verm h oam tc oetien fini te ^> Foor a^oirlà 
fV^ection verticale <Pane ligne de oourbare pre)etfe Ivorison^Iementl suirant une ^ 
hyperboie TRS , VXY , on mettra le point T, qui appartient k Fellipse principale 
(APBF , A'K), ea projeotion verticale en <; on élèvera par le potBt< la perpendicvlaiM 
»»à Alfjfir le poitttft, «k clv MMOMcera l'eUipee aniKaire abtd, <Mk ahaiitefa la 
perpendicoUite b» sur FG, et l'eTlip» trt^ty'xyt, dont les deni-flics sont C/ et C/, 
contiendra la projeetioo vertic^ ^ti/^Vt •* l"8"« ^e «owbttre dtmt TUS, VIT, 
ett la pn^ectioa ItoriaBatatei 

Om w lapMjMtioD wtteab dFme ligne de eeurbure projette sar k plan borisonlii 
suivant une cUiiisc MIÎPQ , en mettant le point de celte ligne qui ae projette «tt M, «t 
qui se raitat en Z tor l'ellipte principale liZH, en projection verticale en n», M moyen 
de l'aron», «t ■ ■miMil ji 1 1 œpoiâlmMHpM mmn'p/f^m, iww ii triq irt à A.WG 
et dam Im àmii— !■ CMf &f aoall éitarminés au moyen de l'ellipse aosilinre aiedét 
des droites me , ci j respectivement perpendiculaires à FG et A'B'. Les arcs r'pn', ^ mn , 
qae cette eliipae mnin p/fi^m, déterminera, seront les projections verticales des deux 
%Wid> «watfe projetée» hwfaoutstonwnte» <UiP(|. 

A(5. H mit de là que les lignes des deux ooarbures de l'ellipsoïde se projettent tontes 
«■r le plan vertical , c'est-à-dire sur le plan AB du grand et du petit axe , suivant des 
fliiipsrt dont k eantre est en C : et feUipae principale (AB, A'FB'G) , étant une ligne de 

MIBMnWyeKBMMHnMMMtVM VVQBiMIipieil <r<HI-ll nninB 4|VB m pQTpnMIlCnMTCi 

G^, B*^, élevées aax extrémités G et des axes FG, Alf^d» «M» dlqfâe y bcifi fa; 
rencontrent en un point g de l'ellipse auxiliaire abcd. 

Tous les points de l'arc de Fellipse auxiliaire , donnent des dlipses «te's, dont l'axe 
hwkoMtal s* «tflufillt que r«M Alli de Vdlipae priMipde J^FVG» atdodt na» 
vertioal «'« est plus grand quePaxe FG,de la mémeelKpte prfndplIc.Ceir'dlipses, quia» 
resserrent à mesure que l'eae «/ s^elange, et qui se eonlbadent aveb la droite FG, lorf»- 
que le grand axe est égal k «flbf'de PeBipie aasilkire eéed, Avisent Paire de l'eUipee 
principale en soneadirietedam fe wtiarFG-. An contraire Parc gi^ de Pdllpae ansHtaite", ' 
daainc des ellipfies qui tonte; ont leors axes dans le sens FG, plus petits , et emX'dattl lé 
•ans A BV|iitts grand(, qae les aites «erreapOttd«ns à PèHipue principale A'Ir'B'G. Oe^dlip'' 
•es, qniaa iMMmrt iwMm qnft Vue dnate-Mm AUCmift, et qui se coafbndentnrèfe 
A'B' lorsqna eal «M e* dpi i oelni de Pellipae aotiEui*, dMNMI Mi« d» Mil|Me 
principale A'FB'G en zones dirigées dans le sens A'B'; et cliacnne d'elles coiip<? chacune 
de oellfls^k la première eifèoe en quatre pointa, qui sont oompris en dedans de l'eUipae 
prin d pak.- 

M. Monge, aprèsavoir démontr^flM'IonlM ces dlipses sont inscrites dans «n iMngtf, 
dont le centre est en C et dont les pointsa et c/sont deux dw OTgltl, terwiee ainii qÉ*!! 
suit la belle théorie dont nous avons tiré ce qui précède. 

84& « S^il était qocitkn de Toûtar nnflapecedfoonttritenprôjeeimalMriaotttekjpar 
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une éliipte, on na ponmit pu donaor k la '«oAte une «vriaea phu oontenaUe qo« cdk 
de ta moitié d'nn elUpsoïde dont une des ellipsci principales coïnciderait avec l'ellipse de 
1,1 nais<anrf>; et en supposant que cette voûte dût être exécutée eu pierre de taille, il 
laudruit que la division eu voussoirc fût opérée au moyen des lignes de courbure dont 
nous avons donné b constroetion , et qne les )oinls ftinant les urAnas déreloppables 

normales à la Toûtc. Les lignes de division m voussoirs fr.iceraient sur la surface des 
coai[>artiinem rectangulaires suscr|itil>lcsdc décoration, et ces com parti mens eux-mêmes 
n'auraient rien de fantastique, puisqu'ils ne seraient qu'une snite uécessaire de la pre- 
mière donnée, qui est nne ellipse; mais la destination de l'édifioa paomil influer ma la 
(dioix d(i celui des trois nifs (jii'il faiideail placer verticalement. 

» 11 o'jr aurait aucune raison pour ijaire l'axe vertical égpil à l'undes deux axes hori- 
> sontanx ; ainsi les trois axes seraient inégaux. Dam cette hjpolUse, Paie vertical poor* 
nit être pins grand que les deux autres, et alors la voûte serait surmontée ; il pourrait 
èlvc pins petit, et la voûte serait surbaissée; enfin, il pourrait être compris entre les 
deux autre», et la voûte serait mojrenoe. La voûte surmontée aurait en général plus de 
liardiaKetpIudedignité;etsiianaîssaneeélatt elie-inénM à une grasidahanieHr, qndie 
qne iAtd'aiOenn ladaitination de l'édiGce, ce serait la voûte surmontée qu'il faudrait 
eniplojer, parce que sa £;rande élévation faisant paraître s«s dimensions verticales plus 
petites qu'elles ne seraient réellement, écraserait trop une voûte d une autre espèce. La 
voAtesorliaiMéa, en diminuant la volmna de Pair comprit dans Femphcaaaant, aerak 
jilus favorable à la voix d'un orateur. Si l'cdiGce devait être éclairé par deux lustres 
suspendus à la voûte, il faudrait que cette voûte fût uu surmontée ou surbaissée , paroe- 
q^ue dans ces deux eu sa turfaœ aurait deux ombilics , placés sjrmétriquement au-dosus 
dngrandaxe de l'eiUpae liarimatala, et qne aai c«di3ic»» Mwina tria epparaupar las 
compartimens qui se distribueraient autour d'eux, seraient les points naturels de sus- 
pension : alors on pourrait disposer du rapport entre les trois aius , pour que ces points 
lassent espacés d'une maaibv coBvenaUa. 

» Au contraire, si Fédifice devait avoir quatre gnfides ouvertures, ou si la voéte 
devait être portée par quatre groupes de colonnes, oh pnlln si , dans la décoration inté^ 
rteure, on emplujrait quatre supports distribués symétriquement, il faudrait choisir la 
;N»Ale moyenne pour laquelle Inquatre omlnlioimBCtouioan denala naimuwa , et plnev 
les messi6 ou les supports aux quatre exkëmjléi dm eam» paeoa que tfmt au cavinma 
de CCS quatre points , et loin des ombilics , qne les lignes de courbure , rendues appa- 
rentes par la décorât ioq. de la voûte, et qui d'ailleurs rencontrent toutes verticalement 
janaismnca, s'émrtentpina Uptemant de la ligue de pins grande pmita de la surfiMsa. 

847* «On sreccnpaMqonrd1inî^)dala can atru c U ende salles pour les deu« conseils delà 
législature: les emplaceraens dont on a pu disposer jusqu'à présent pour de semblables 
salles , ont, forcé de donner à l'amphithéâtre moins de profondeur en face de l'orateur que 
aur lea oétésjmaisPeipérienoe ayant prouvé que la voix se porte k nne plus grandadiîlaaea 
en fkoa» U par^tque b'mt nnediipoaîtion tonte contraire qo^ea devrait adopiar. De tontm 



(•) M. Ms^ teiisb «■ psisigs m Fan m. 
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i«s formes akmgéM qw l'on pourrait donner à l'amphithéAtre, il n'y «n a monM diMi U 
loi loit fin faillie et4ilai gr a da n e qoe Tdlipse : il faudrait dooo q«e k salle fttt «Dip- 

tîquc, et qu'elle fi\t coMTcrtc par une voûte en ellijwoïde surbaissé*". 

» Le senriœdes aaiemblées légialatÏTes exige an emplaoement pour le bureau , ea avaot 
dB|Ml «et h tr ihoBie de Foratear. En plaçant le b«ree« à an dfle'MOHMts de l'ellipse, on 
pourrait lui oonsaorer nn espace soffisant pour la commodité du service, et l'orateur se 
troavsnitaiturellKnient placé «ous un des ombilics de la Toùte : l'amphithéâtre n'occuperait 
quelaptflitqui serait en avant Une galerie qui ferait le tour entier de l« salle, et qui serait 
«M élevée pour llratite dvdiiele dePanipUlUllie, «minHdM pboMmpaUie. U 
«nef i|«il^«HCiitni tribune ni neaae esptM tfîcrégnlarité, pourrait être décorée piur des 
oolonnes,k chacune desquelles correspondrait une nerrure delà Toûte, pli<'n suivant la ligne 
4e courbure ascendante. Toutes ces nerTures, TerUoelet à leur naissance, se courberaient 
•ntov de Fan oe de Peut»» enAîlie, pewidbMidi» ■nwHc k plosab wr lee «olemMi 
opposées, et elles seraient croisées perpendiculairement par d'autres nervures pliées suivant 
les ligne* de l'autre courbure. Lee intervalles de ces nervures pourraient être à jour, soit 
poerédeirer leaMUe» eMlpoor deaaerdet fawes k l'air, et formeraient un vitrage tuia* 
fontastiqne que lee MM* de aoa églises gothiques. Enfin, deux lustres suspendus aux om- 
bilics de In voûte, et k In siupeni'on desqoda k voAte entîkre seBUerut coBce ur ir, ser* 
riraientà éclairer la salle pendant la nuit. 

» Noos u^traMMpa* dana de plus grand* détails à cet égard; il non* *iifit devoir 
indiqué aux artistes un objet simple, et dont la décoration, quoique très riche, poomît 
n'avoir rien d arbitraire , puisqu'elle consisterait principalement à dévoiler à tousUwjBIB 
une .ordonnance très gracieuse, qui est dans la nature même de cet obict (*). h 
- . 84a Ceikdfapfteeette idée de M. Monge que l'épnre ert eoB«lraita.Oii e divisé l'eUipse «• 
des naissances AOBE en parties égales s/, ?u, uS, S*>, etc., et par chaque point de ^ *' 
division S, on a mené une ligne de courbure dont la projection verticale est r'tr, et dont la 
projection boriiontale est SRX (enverra plus loin (BSo) le moyen d'obtenir le point K , 
étet deané k point S, ok, ce qui reriant aa aaéme, étant deané k poiatT). Be cette 
auniife, on a obtenu toutes les lignes de oourbare asoendentes. 

PkMir obtenir le second système de lignes de oourbnre , on a divisé FelUpse principaleDE , 
en un nombre impair de parties «eC, , yZ, etc., et par chaque point de division on « 
VMnévae ligne decoailMirB. La pins grande de ce* parties, dont k amitié est H«, «t ea 
sommet supérieur, cDe e*t égdeà ; ksaeteencBiteadiBMwat yadaa)kaMat deyan- 
•dear jusqu'au point E. 



' f*) Le Iwitar qui aara va avec pIsMr les dAsBl dsM I si q as i s aow VHnons dPsoinr, «t qsi tcra un peu 
r.n,u u ^. a.ei: r..ii[>li<-«(ioa Ae rAl|ièbr« Il U G< asiéiiie, B» im Is |lss ysad imâtk h é> W m am im 
Dc*>elopp«m»n* de Gtuiuêtrie de M. Dupin. 

Bvsiitf «tM aauw propriété, 1*. qn'Âsat donnas vas «orfim d« sseoud ikgrtf, «m prat loaioara 4^ 
•■■iMrtBiisgneiMsdeswfacsi da. mimt ésp4, ésaa INm dwqu'l* •« trouTc la inrfare doniWc, icit qae 
disqossarfiMS d\ia<IeoMfroiipei eoape traies ediet dnantrci grmipc, pnoui l> angle liToit; a», que Im 

•arfucci (rua de^ ^r<jii|i< « » ni ilri cllip*oï<]rt, et telles tUs auLrcs gtoupci lin hyperboioidct k une nappe et 

•is* hjrpociiotoiiln k ikax napp** i 3". conmsiu 00 peat employer cet tadacw , fo'iMi affettc ««r^bast trmj««- 
êUmti hf§uMm tjd fmim» ^, àk is esn Hu i Mn ésslïip é^ cswtesséola si ri iBs daan tf s. 
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LITRE VI. COMPLÉMENT. 



Pl. €6, EïpoMMM maintanaat , et twqoa» d'après U. Monge, 1m c — i t n a cti i wii ^ aiMt «tom 

Vift. I. rcDToyées à la fin 4e eet^npttre. 

849> D'aboi^ cKXupom-nons de PellifMeaindlwiM IKy. 

Vif. 3. a Soient AOB la iwntw delà çrandceJlipeehornoiital* <[m pasip par les mtitsawfA de 
la Toûle surbaiaaée -, F, F, ses fojers-, A V« le quart de l'eiiifse verUcale d«dl le plan pai BC 
par AB>, f,r, M loyéni DDE faHipae qai pane par SJ>, «t/nB da Mi kn/taa, 9emt 
contraire le^pohit if ou poiUntSf «t KF sur faatraaBB, da&aa f ' et F ; an mènera f B, 
«t parlepointF' OTi lai ■mènera une parallète F'O', qui, paraon îaterieeti on avec l'axe AB, 
déterminera te point O'. De mémo, an partent hf anr i'autreaxe , de K en/' ^ an mènera 
ladmtejTDyelpar kpeiiltP,«a]aiMBBeMVMp«dMaf1, yi,ppMiM iuw » t a i ua 
l^Be SD proloBgc , dctemiincra le -point I. • 

fig. I. l->a comihnietion de t'itrperfaole «vxiliarrc O'KL ne pi feeirte wacane dlftwllé, pMBB<pa 
cette hyperbole a tes mêmes axes Cl , 00', qnc l'eilipae IJO'. 
85o. EtartdoaiiéteyniritS, wiwhai MW »éfc»dtoMBtia'paiBtfc,Mi,ae<qaia«WBBt 

Fig» a. au asAne, étant donné te point R, snr la fig. 3, oonstroisom le pohrt P. 

Du point 11 cm aîwiîsera sor AB h perpcndicutaire RT-, on mènera la droHe f T, 
et la droite F F menée par le point ¥', parallëlenKnt a f 'ï, déterminera mr A6 le point 

Vig. t. 85i. Passons enfin à la construction da F«lli|iM "wr^icale aêcd. 

Vtg. s. u Soient AB le grand axcde Pdlipsoïde; KD la moitié de Taxe mojren -, K£ la moitié du 
petit axe ; T, F, les foyers de ht grande ellipse, dont en a représenté le quart par A5D ; 
f,f,to ftrfân de W B | i ie mye a m AOE , -ét /m êm fiyen de la p«lile elKpM WOê, ^ 
Pour conittra ire k soromct X de ÎVlIîpseauxilraii-eXlXT, on portera KFet Kf sur l'antre 
aae, d&Ken F et f; on mènera FB, et par le point f la parallèle fXyipit, pavsaren- 
oniOre avefe PaxeAB prolongé, déteradnaca le point X. De «atee, pMwfertféaMliO de 
TaulctBaM, C»p<irteraK/aorAB,dBK.en/';onmencra la droite /'£, et par lepointf 
la parallMp fO , qui, par sn rcnomitro nvrr l'axo KF. proï^n^p , drtorminera le pomt G. » 

85a. Ce problème des lignes de coorbnrc derdlipao>dc,qMe l'on tenterait sans devte 
Taînement de réaovdra psir desimijen spui 'e « wt g|ia| d dq a w ^dait «iw<lMia la heaaièat la 
fécondité de* métliodes anafytiqoea, « ta u i ilM i iH 4 WlMftei PAlgWhra-pM» €nr de la 
Géométrie tout le parti pMsîble. 

853h Ces JoT hniphts des Mathccoatiqncs, rAnalyâe et la Géomëtcùe^ 
ont chacune des avantages particuliers et une élégance qui leur est propre. 
L'Analyse ronduit au but sans tàtoanemcnt; clic donne des résultats dont 
la ^icralile i>«:lesid Aussi loia que rimagiuatk>aj son clcgauce residte de 
la facilité et de la rapidité de wmarche; ses «rantages Bout une taMème 
•^uMir eft des idsnksiB4|ai donnent mus eBbrt toutes les propriété gue 
tDiiiporte le sujette Ton traite. LaGdonëtrîe au contraire ae pgéwn É e qae 
desoonceplioitf 3ontlH||éniéraIité, comparée à celle de l'Analjse, est extrê- 
mement bornce; sa marche est incertaine et toizt^«£aiit dépendante du 
plus OU moins de péaétratiou de celui qui l'emploie : mais elle n'a nende 
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mystérieux, parce qu'elle s'applique à des grandeurs, et procède par des 
moyens, qu'on se représente physiquement, et qu'on peut considérer sous 
tous les aspects. En un mot, son mécanisme est palpable, et il ofTre partout 
le plus haut d^rë possible d'évidence et de daité. Enfin, elle a sur l'A- 
naljw» dans la mëÂode des projectioiis, rsvmlage infiniment prfc kuA 
4» i^afpliqocr «wcr pralilènMs dont les données ne sont pas aoqniees 
4 11 loi de continmtc. C'est cet avanla^ partiadier qû la vend éroiiwiii- 
ment propra ans arts, dont l'Analyse ne peoi tnnter que des qocstions 
«bstnites. 



NOTES 



854. N 0U9 avons lâclié d'incorporer dans cet ouvrage tout ce qui filait nécessaire an dé- 
veloppement des diverses parties de la Géométrie descriptive^ mais il j a de* pfOpotttioii» 
et dès théorÎMqni nToat powtuik pas dA y trovver jpUoe, et qui fimt h aMilftr^ «le e» 
Notea. 

Au premier rang de ce» théories se trouve l'exposition simple et synlliétique des pro- 
priétés de l'ellipse , de l'ii jperbole, et de la parabole. La loi que nous nous sommes impoaée, 
de traiter le Géo e i élf ie detcriptire aana antre leoovrs que «daide la Géométrie fléaBea- 
laire, nous obligeait & donner -la théorie de ces lignes: nous aurions pu la placer dans le 
livre des Préliminaires, où se tronre celle des développées et des développantes, et celle 
dee hélices; noos avoiiBpréfSiré en faire Polqet de la note 1", parceqne cette théorie ajrant 
été étudiée par les perwones qui ont varappIieationderAlgëbre à la Géométrie, et oea 
personnes, dans l'état actuel de l'enspi^ement, devant former la majesre partie «le aW 
lecteurs, cette même théorie est réellement étrangère à ce Traité. 

NOTE PREMIÈRE, 

JDs VtlUpm, dê fhypnheit ttdtta panAok. 

II. &j. L'fiixiPSE. Concevons qu'up iil inextensible et parfaitement flexible FMF', ■ 

Vif* >• aoitattaehépareeeeitrénutéeaazpointefiiaaFetF, etqu'unpoinçoBvertioil»dant]ft 
pointe soit en M , se mewe le long de «e 11 «aie tendant ooMteanBani, la «oiIm AVA'B» 

décrite par le point M, sera ce qu'on nomme une ellipse. 

Les points F et F s'appellent ses foytn y et les 1 igoes 1- M , F'M , menées des fojers à na 
BBlBMpoiatMdePdUpse,ooat WraynicwetaraeonmpondiBsA oe point 

856. Pour construire une ellipse, étant donnés les points F et F*, et la longueur FII 
4- MF du fil, CD portera cette longueur sur FF, à partir d'un des points F et F' ver»; 
l'autre, de Feu D, par exemple \ cda lai^arec un rajon FM, plus petit que FD, et d'ail- 
leurs quelconque, on décrira, des points F et fcMnie centrée, qaalrear«iiiMy,ii^i^, 

m'n', TTi'n*, dont le [ircmif r mnji vienne rencontrer FF' en un point p; ensuite aveo 
D/> = FD — Fp, comme rayon, et du point F' comme centre, on décrira quatre nonveanz 
arcs ?r , y V, î'/, fr", qui couperont les quatre premiers m qnatn points M, W, HT, 
M", appartenantà l'ellipse, puisque les longueurs MF-|-]|F',llT-f*M'F,M'F4ill*F^ 
M'F -fM"F, seront égales à FD. En faisant varier le rayon FM| VU obticiidr.i nicoessî- 
vementS, la, 16, etc., points derellipae,eteafin on aura bientÔtaases de cca points pour 
mener nn trait AB'A'B, qni odineide avec eDe (*). 



(») ^'ilinM, eia, nantie aHi«B ésdéeriic ItdMfas.. 
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Si Ton prend le rayon FM ^al k la moitié de FO oaanra FM = FM , et les arci mn, Pi. 67- 
m'n, etc., yr, q'r, etc» donneront le* deux points B' et B de la omirbe sitoés sur la 

fl|.t. 

droite W, 4kvée par le miliMi C des points P et F , perpendicdairement è FF. Si en- ■ 
mite on porte le même rayon i FD rie C rn A, et de C«n A.', fl est oUir quV» awa lei 
poiKte A «lA'.de l'ellipie aitii4s sur la droite ET. 

857. n liiullll Irr^fT-^* *** <wwM»wMttMMi Am» pwmta M , M^, ite. , tptm l'ollip»/. «w* mt» 
m ml iB fjnétritpwpBr rapport am droites AÂ' et BB"; car elle est formée de systèmes de 
quatre points, tels que M , M', M", M", situés sur quatre droites MM' et M"M', MM* et 
BI'M*> respectiTementpo-pendiculaircs aux lignes AA' et liU', et divisées par ces lignes eo 
èwt fortiei<nalct.Oii noniBei|Mverttention,letdrottMAA'« BBTytafUMaéwca A, 
A% B çt B*, les ojcés de l'eUIpw. Ciï^ AA'i qoi «CQtieBt Itt foyers F «t F, ert Io^mm^ 
axe ; l'autre BB' est le petit ast. 

Les quatre points A , A', B et B' s'appellent les $ommeis de la courbe. 

8S8L On loit ipfètMA donnés les den axes AAMV, ai P«b décrit dn point Bon Y» 
comme centre, arec un rayon CA égal au dead-fpaad ta», don potîte arcs (F| tF, ils 
couperont la droite AA' aux foyers F et F'. 

859. Le point C, où se oonpent les axes , jouit de la propriété qoe ai par un point quel- 
conque M' de Pdlipse on vaine la droite IfC , die ira feaeontrer eette eUipsa en on point 
M*, et qo'on aura CM' = CM*. 

Ce point C, et en général tout point qui dirise en parties égales toutes les droites ter- 
aùnte comme M'Bfk «nemémeeeoilie,on A «aa mfaaeanHboe, reçoit la dénomina- 
tion de centre , et cliaquc droite M'M*, menée par le oantrOi celle de diamètr». 

La distance CF = CF', du centre aux foyers , se nomme Vexcentricitè, 

860. Gonoerons que pour deux ellipses ABA li*, abab', on ait la proportion tig. a. 

AA' : BB' :: aa' : bb\ 

les droites AB , ab , seront parallèles , et si l'on augmente l'éclielle de la plus petite dans 
le rapport de AA' à aa', il estérident qu'elle coïncidera avec la plus grande. On appelle, 
parwtte raison, ces dlipaes des oonliea sfasMaMiti 

861. De l'hyperbole. Si l'on imagine qu'un poinçon M se meure le long d'un fl pas- Fif. 4. 
saut par les points F et F', et variable do longueur tellement que la diilerence des par- 
ties Àoitea FM» MF, de ce fil , soit nne longûear oonstenteFD, bpointM décrira nne 
ligne MAM*. . .M*A'M* que l'on nomme une hyperbole. 

Les points F et F s'appellent set foyers, et les droites MF, MF', menées des fojen i 
un point M de la courbe, Rappellent les ng^ona vecteun de ce point. 

86a. Poareoostraîre Fhyperbole on mènera la droite FF", on prendra «or cette droite, 
à partir d'un foyer et en allant vers Pautre , la longueur FD à laquelle est égale la dî^ 
férencç fies deux rayons vecteurs d'un même point; cela fait, avec un rayon Fp , au moins 
égal k b moitié de FD, et d'ailleura qndoonque, on décrirai des points F et F comme 
«entres, quatre arcs mnp, m'n, mfn', 111^11^} pnis avec le «ajon s fp ^ FO, on 
décrira , des mèanes pi)ints F et F comme contres, quatre nouveaux arcs qr , q'r, q'r, q*^, 
qui coopèrent les quatre premiers guatre points J^I, M% M', appartenant à i'bj* 



\ 
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NOUES. 



'ij' ^ ri» rayWn F>f , on oh-i^mlra sncCMsiremPot 8, 15, 16, rte, points, OOIMBie M, M', 
M", M^, et bieoMt oa aura an nombre taSuaat de cet poiou pour mmu ott trilt q|tti Iw 
réunisM et qni ebfttdde ameft P hy pe t tolft 

Si on porte sur la droite FF', à partir Ait potaf G millBlI étf n1t>T jlrrtîIlT, l[| l»0|^1Mlli<l 
CA, <!:A', 6gale< à ta akoitté de Fl>^ k$ poittU A et A' I^MC dMit «fe 1é «MIInI «tti^e 
la droite FF'. 

9Si. D'aprfcs ce qai précède, il «rt'Mdéttt pié PfcjfpeiMe eit «onkpMêè'de 4Mi bMn- 
cbe» «éparées, (ymétriqoes i*. per rapport à la droite AA.' ; i^* tgppoii à k di«lte 

Brt', &rv('H- par le point C perpendiculairement h AA'. 

Les deux droites A A', OB', a'appelleat par cette raison lesoMt de l'h/perbole. La pre- 
mière AA', limitife aux deux famodies HAItf, Ifk^M.', se Mttmie Vam ritt; Pavliê W, 
qai ne rencontre pnn la tobrbe, s'appelle Van imaginairt. 

On donne à cet axo îmaj^inaire nne gfanJeur OB' telle, que la moitié CIT = AP de 
cette grandeur, soit le coté d'an triangle rectangle CAP, dont l'hjpoténuse CP soit 
<gale à CF, et dont le edté GA adluent à raogb dniit toit Ut tteiflé CÂ de kk*. Il É'ett- 
suit que la longueur BB', de Taxé imaginaire, peut excéder celle AA' de Taxe réeL 

864. Les poiuts A et A' s'nppellenl les sommets de Phjperbole. Quelquefois on les Domtue 
\ea sommets réels j alors les pumU» B et B' prennent le nom de sommets imaginaires. 

Êtâitt éaHÈiÊ Ifei fiiab» Mmiael* A, A', B» ÉT, «ituéi «ur èML dioitei fcctaogalaifet 
AA', BB', on ea éêâmn les fojrers f et F en prenant sur fe ping 1m <W«t t< Ti cff CP» 
CF , égîilcs h ITiypolénuW AB = CP du triangle ACB. 

Si l'on avait AA' = BIT, U Cottt-bc serait ce qu'un nomme une hyperbole équiiatère. 

861 II«M«lair(iiieil|i«iffm pôlM^MldoftfMMdélaeovribeMAIf ...M*Alf^ et 

par le point C, on mène une droite MC, eUe iimomipcr cette courbe en un autre point 
M* tel , qu'on ait CM = CM*. Le point G se nomme par cette raison (85gi) le centn de 
lltyperlioie , et tonte droite comme MM' est un de ses diamitns . 

aa et hb', proportionnels, en sorte que dans les trîang!e<! ARC, t7f>C, !cs hjpoténuje* AB, 
abf soient parallèles, on dit que ces bjrperboles «ont sembiabies, parce ^ue.dana oe cw, 

il toSÈt éfuenuiieAt êê «lettto la plui petite ite». . .aVi»', «ut tmt ManiSÊiiAàk , qui 
•oit à réchelle de la première diM le «apport d« CA i Ca, pou» ifi» oM dan ]iyper«- 
bolM oMneideiit m Utte nette. 

rif. 3. 867- Dk là MllAKttk» tteigiMlIfl ^D^ltt psiAt If m IMMfa'ie lataikvè «tt««éa. 
loue dgdeMi «loigAê dTaii point V èld'ttiM Mit ÉB, U l^ue WOt» ^ ètcAik, etk 

ce qn'on nomme nnc parcAoU. 

Le point F est son /qyer; BD est ce qu'oik Appelle sa directrice ; la perpendiculaire 
AX ttiMée ^ \6hfétk h ^u«ètHo« BO est «ou àkêî le twiHt A aitné àhitaiRtIé 
aè là dUlatice da Ibytt à U ilUwtfloè M ioA MMMM^ 
fdht ce t^u'on nomm»? s^s rayons vtcteurg. 

868. Si du point F comme centre, avec un t-ayon FM, pins grand que AF et aiUeura 
4|)UlaoA4«*, Ml Étacit iM «M» M» , lÊllii ^pMHKMtf Ml ]^MPle Ik ik^on fX «A OP, «t 



NOTES. 
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«ju'oo mène htiroile f¥q , i>«r»llèl« à la diiccli kc BD, ccUe droite oou^Hira les arcj de- PL 67. 
criU mn, m»f en ilem poiots M ot àl', cgaleweat ciijiUus du puiut 1' et de £D , et ^ >8- 3> 
i MlMut ffw iwmftumit t In piriilinli I V i f i l a w h mu «rf i f n l i l in^ aiwi U yimf 
de cette oonriia |war pouroir U ittaer- 

869. &> Ma parant la coti striction «le Fdlipjc (856) e( odI« <!« la parabole , on voit 
que la droite pq n'étant autre chose qu'un arc de cercle décrit, avec ua rajon infini, d'un 
poîiik prit pour centre A «ne ilkliin hlÊÈm à drott» dn pgkit V — r Vmm AX , per«- 
bole est une f^itable e]li[)se dont k t;ran<i axe serait infini , ou «e qui retient au même 
dont l'exeentricité aen^ wfinic, et émX leccHtae^ouéqnHBMeHt Mrak k «nediitaMe 
iafinie du eenHuet. 

01 ft — b d» wâiiw (W»!) ia D u Il ilîmi -âtle fwhole <■! ■Iioliwim «Ile 

«le la hranclic M' A'M* iVune lijrperliole dont le foye»" F se serait doigné à l'infini, à l'op- Fig> (. 
Ipoaé de F. iji diiet , k grand axe AA' se trouvanit iatini : ayant donc décrit dn point 
W eamme esntne » deux am m'n'» 0^11^, le rayon FM* aérait iniini , et les um j^/, q"*, 
m tmnreraiMrt Hmfhoés par ime dnkite sy. perpeudicuUire à A'X', et diMentedapotot 
D d'un»' longueur D-, qui serait égale à l 'M"; donc la courl>e M" A'M" serait une pare- 
^le ajant po«r iojer le point F, et pour dii-ectrtce une droite menée par le point D. 

Mail ilfaat liieB lemarquer qne loii»que ]'eo c wM idè r e «MpanMewmBe fteat une 
«Dipae, le deuxième ibyer im «att» <llip«e'«lt4 um dMlwoM iaSnie da pnnier, et du 
istl^me aité F que ce dtx-nier, par rapport «u sommet A , tandis (pic '^i <rtte pand]olee*t Fî(> 3. 
flOOfidérce comme une bj-perbolc , son deuxième foyer «era aussi à «ne diftanœ mfmie 
•dB pMMîer , «nie d« «Mé -G, oppoeé & f, par rapport an'eoMnat A. 

870. Puisque la parabole est une courlw qoi a Km centre i l'infini , ou , ce qui eut la 
mtiae chose, qui n'a pas d«* cpmtrf, elU? ii'« pas non pTus oe <îti'on appelle des diamètres 
ittS^ Cependant, a cauae de son analogie avec ifeUip&e et l'iaj-perlMile, on désigne (oute 
ligne IW, «le, qvi part d^ deMep^nli, qui«rt panlltle À Mn-aM,«t^i-«ie8n- 
•éqticf ice 490BCO«rt -rers ton centre à l'idfait , •■oita la f<le diamètne. 

La cordo TT', wné«' par le fovrr, parall^ement i la directrice, ^ant compotiéf 
de deux parties Fi' = i l = i'X> = lAf , on «oit que 11' est «gale à quatre fois U 
distanœ dn aommet A an foyer F. Ondonnei cette corde lefiewa de j wi wiijfi e^ Siyar 
le point A on mène des droites AI , A T, liout'da «ng)e« PAI, PAl', t«k que, dans des 
trianglos analogues à AFJ, Ai*'!', le rapport xle Fi «a'Ff -à AFaoit égal li«, eea droites 
«auperent Ja pacaiMle ans eBlPéBntés I et <1'. du parw C— aîwant deae «ne pera- 
MalldM'>atf8aaaeA3C,aa«nm4iMHlnBi«wn.fai«^^ le 
ibjer F. 

daadnll8»'iyiiatMaBait4«adÎMMneeb'l«i«rian^es tftiiQ\ A/^^ 

.aldlieaiiéfideMtqn*! aofihidl^inukifliar l'écbelleide Ia.p1u« petite, par le rapport de Il'è i£ 
<\m deux pafaiB^tras, poar qt^eHe» «oieiit <iijw r pnvil>(r~ d'inc touteeles parftholes ]kis- 
isibies aoat « wn lJa M o , ou iiien eUes ne ^nl qa'aue seti4e et méme-ooiiHie rapportée sur 
doi'.dclielles diBefeolai» 

^93. JUfi iré)i(«KKVBs,(^ if4itl>»'-* M»i'kjfpitM**^à Im^mai^- Im trais caurltts 
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dont il vient d'être question pouvant être décrite* «u mo^en d'uu poinçon (655, 861 et 
867) qvi tend on ffl «Holalti à oarlaiBe» oooailioM, fl art nMriM^^ 

*J*^' leurs points Ir- point décrivant M suit une ccrtainr direction : or, !a ligne' dMÎItTK» 
qui a cette direction j e*t ce qu'on nomme la tangente k la courbe en M. 

Si par le point K on élève la droit* MB, perpendioakin k b tvigente TAi, cette droite 
fera la normale en M. 
D'après cela il va être facile de trouver les tangentes. 

874* Soit M an point de l'ellipse ABA.'B' : on remarquera qu'au moineiit oà le poittt 
décrivant «t en M, il déerirait le néaae âémant inBninient petit de 1* «oaribe, im se 

mouvait dans le sens AMB', ou dans le sens B'MA ; car la ooaQgoratidB de cette courlje , 
résultante de sa construction, ne dépend pas du sens du mouvement do poinçon décri- 
vant. Donc ce poinçon se mouvra, en M , dans nne direction dépendante des lignes MF * 
MF*, et indépendante de leurs longueurs respectives : donc il se mowvra ooaame /û était 
.l'eibripiité^un fil MR , divisant l'angle FMF' en deux parties ^ales, et attaché quelque 
part en un point de la droite MR. Mais, dans ce dernier cas , le jK>iof mobile décrirait nn 
arc de cercle , et l'élément correspondant au point M serait sui^ la tangente de cet arc ; 
tfest'i^Kte Kur ne liyw parpendicdaire au rajam Mit Donc la tangente en M, & Fel- 
lipaOf est U perpendiculaire TU k la droite MR qui divise Pan^e PME" des rayons vec- 
teui-s en deux parties égales , ou , ce qui est la même chose , la tangente TM est la droite 
qui divise en deux parties égales l'angle d'un des rajons vecteurs FM , du point M , et 
dn pndongeaMntl|)r, de fantra caToa veetaiir MF'. 

Quant k la noraudeHR/on vient de voir qn'elle eitla droite qni donne Fanf^ FUR 
égal à RMF. 

Vig. 7. 875. Soit M un point d'une hyperbole les rajons vecteurs oorrespondans Mffont MF 
«tMT. Or le point M, considéré oonnne point déorîvaat,eii«endi«ra la mémo ooolw 

soit qu'il marche dans un sens , ou dans le sens opposé ; donc la direction de la courbe en 
M est indépeodaulc des longueurs MF, Mb", et dépend seulement des directions des fils 
FM, FM , tendus vers ftL IX>nc enfin, cette .direction «it oaUe de la dniile BIT qui , 
en divisant l'angle FAIF' en dans parties égales, ne participe pas pins de la position de 
MF que de celle de MF'. 

La normale eu M sera par conséquent la droite MR , qui divisera en deux parties l'angle 
d'un des vayons veeteors Flff , et du prolongement M/* de Tantre rajon vectanr MF. 
. 876. Clicrchons les tangentes dont les jwints de contact sont à l'infini, et pour cela 
voyons d'abord daus quelles, directions, à partir da centre» se tTifurent les points de l'faj* 
perbolc situés à l'infini. 

On renarqoera queles rayons TeobBorsFM, FH^ qniahon tî ss e ntànn point quelconque M, 
sont tels que l'arc DiG, décrit du point F comme centre, avec on rayon FO égal au 
grand axe A A', tour hé sur l'M, au point de contact ir , par l'arc Pi, décrit du point 
M comme ceutre avec le rayon vecteur F'M comme rayon. Or , si le point M s'éloigne à 
rinBia, rare DtG i«slera le BBéne, et cslni qoi remphcecaFA , étant décrit avne m 
rayon infini , se trouvera une droite qui devra toucher l'arc DitG , et qui sera par consé- 
quent la tangente F'G, menée par le point F" à l'arc DLG ; donc le point situé à l'infini 
serajnr kdroile VOL. Mû» û sera aaisi sur ie rayon vecteur F7, parallèle à FGL, et comme 
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• il est &ur un diamètre , il sera encore sur une autre droite CS , menée parle point C p«- Fl 67. 
»t1 M .l ff inint k FL. BMmiwMM Im aaiiitfeMi» ipii dterminent ertta dâmitre Aaite , rtnom "l^ 9* 
verrons qu'elle passe par le point P, situé sur la perpendiculaire AP , à une distance APde • 
A A' égale au demi^tit axe CB. En eflet, le triangle CFn est semblable à FF^G , et 
puii^ue CF' est la moitié de FF, on aura Cn = iFG=:iFDBsCA.i d'oli il «ait que 
Im trfaaf^ C2aF, CAP, sont reelMi(s|bi» l'un en » et Pautre en A : mot ll^poléniiie 
CP, de l'un, égale celle CF' de l'autre (864); donc ces triangles sont superposables ; 
donc leurs angles Â'Cn , ACP, sont les mêmes : donc le diamètre CS, qui abuatità l'io- 
fini , est celui qui passe par le point P. 

Cela poié , il art &eile d'olilaiir la tangente à Ptiifiiii. Oa sait qu'elle doit diviser 
l'angle des rayons vecteurs en deux parties égales: ces rayons sont les droites FL, F/; ils 
forment un triangle iaosoèle dont la base est FG; la droite CS joint le milieu n de cette 
bBie et le wimMt de ce trteiigle; donc b droite CS diviae Faille des rajoi» veeleÀrs 
FL,F/, en parties égales : donc elle est la tangente chcrcliée. 

877. On donne à cette droite, et 01^ g&néral à toute droite qui tooche une courbe à l'in- 
fini, la dénomination ^asymptote. 

11 fidt donc de «e qui firéoMe que Phyperbolea «es deux braodiet comprises entre 
deu dro it e s S'S, as , qui se croisent par son centre, qui sont les directions des dia- 
gonales du rectangle V¥pp', formé sur les axes AA', OB', et qui touchent ces branches k 
Finfini en quatre points. , ■ . > 

878. On rentiqnera en pwwmt qœ k tangente TM, néooMaifcnient perpendienhiro 
à la oorde de l'arc F/t, puisque les angles FMT, TMF, sont égaux, coupe toujours AA' 
entre les points A' et C , et qu'à mesure que le point M s'éloigne de Â' , cette tangente 
s'ai^tcoche de plus en plus de £ure avec AA' un angle dont la limite de diminution est 
A'CS ; d^ofc 3 tint qne le point M, & aiesare qi^il sPâoifpe, iTepproche toujours de plus 
en plus de l'asymptote CS, sans cependant la toucher jamais, car il ne la joint qu'à l'infini. 

Soit enfin M un point d'une parabole : si on la considère comme une ellipse dont Fig, y 
le foyer soH à FialiniYeraX, les reyontTCeiean en Minent MF, d'une part, et MF pa- 
rallèle à AX , dPantre part ; la tangente & Fellipw ou k la parabole sera donc la droite 
TM, qui divise en parties égnli'* rani;!e FMT», de FM rt du prolongement MD «le IVÎF. 
< 879i La parabole étant aussi une hyperbole dont un fojer serait à l'infini, à l'opposé 

dn point X, on dmt por cette considératiom treaver la atème tangente IM, et 
qui arrive eCTectiTcment, puisque les rayons vecteurs du point M sont alors les droites 
FM , 1>I^ , et que la tangente à l'hyperbole devant diviser leur angle en deox parties *gr^ , 
elle coïncide avec la droite déjà obtenue TM. 

BBù. llBceqnelesangleeTMO,TMF,sont égn», et de ce qne DMT et itx'jC «ont 
alternes internes, il s'ensuit que TMF=FTM, et que le triangle TFM est isoscéle, 
ce qui donne FT FAI. Pour avoir la tangente en M à la paralwle , il faut donc porter 
le rayon vecteur FM en FT , et mener TM. Cette propriété va nous en iournir une autre 
fort neneUe} mais avant de ladéorantrer, il font qne nooe finsians coomltre k mo7«n 
qu'on cmpbie ordinairement poor délenniner les positions de direre pointé sikôée lor 
un plan. 

S81. On mène sur ce plan deox droites AX , AT, et M étant un des points dont on Fig. i3. 

43 
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Pl. 6;. n«t fiMR U fo«itMN», «m àbûmèê wiwmt une |ierpaidiBidaii« MP tmr AX. Ak» 
'««■ «3. connaissant AP ci PM; sacJiant de plus si AP e»t à droite Ott. h ^Ulàm do iT «I dl PH 
est •«i-<l««u& oa W-de«»wde AX , ou toit qu'on pourra ton jours retrouver la {Position du 
Ï Î^«Î*Î1lY°^ ****** M\M", M", Mlué d'une mamère «{ueloMique sur U plu 

Dans cette manière de rapporter les poinU à de»droite» AX et AT, on nomme AP et PK 
les coordonadfs du point M j A est l'or^ des coordonnées ; AP est Yab^Usc du ,K>Jnt M 
FM ett «a <mfiNMrf#;k «boite AX Rappelle IW d«, ab«tiun^ et AY ïa»» de, ordmnàn 
Ordinairement l'angle XAT est droit , et les ooordennfca aoBt ditainvMi^pffaMW; daM 
le cas contraire ce sont descoftrdonnécs uhliqueit. 
Fig.3. Ma. Cela posé, prenant AX pour l'axe des aiwsiMCfrde la parahole , et la Ungenl*- 
TlTai A iMNiraMd«oidomié«a, de l'égalité FT =5 FUI nous déduirons 1; A' =DM3»&P- 
ma.sAF - GAjdgocPT- VF = GP - GA, o« AT = AP,«lê^lM d«M8Fr=saA» 
U droitePT, comprise entre le pied Pde l'ordonnée et le point T où la Ungente eoup^ 
Paw dei alMCisses, se nomme la »oatangeate . on wit donc que, <iwM ^ paraboU 

""l'^Vv t "«P**» * P^î' àv Mmmet pris pour origine. 

H»3. Si 1 on cherche l'atjnttptoto d'une parabole , on verra 4|M 1* pWBt d* coaUct M 
étant k riniini, le point T est à une distance infinie AT du sommet A, et qu'en cône». 
qM«lO0 Ft^ptote tout eqtière est aussi k l'infini : c'est-à-dire que la parabole mm- 
qu'èDa ait «les poioti l PinBiii , tfa capendwt d'asympiotek ' . 

884. Des variétés d^Mps.s,d'hyperboU,ctdcpamùoles.î^^Meét^nl,comm9 
nom ParonaTii (869), la nème cime qu'une eUipse et qu'une hjpcabole inimimeol akm- 
gèea, on voit, par l'intermédiaire de la fMndMfe.qirïlyftttaeMrte J SArn ^i l é tUit lu 

générations de ces trois lignes , et qu'elles forment un ntm glPn dbcDwlMa'daat elk» 
•ont les C9pcues (*). Nous allons examiner leurs variétés, 
«g. I. 886. SnppoNM q«e r«ueiitri«:ité CF a CT dW eUipse soit nuUe ; ks deux Ws 

F et F' se trouveront rémiit an rwnira f n 1 . «. . 



trouveront réimis au centre C , et 31 art ■■vtiffite qœ 
k fil FAIF aéra circulaire. Le cercle est donc une vnriél.' jr. llipse. 
Si le» esea AA', DB', éUient nuls, l'ellipse ae réduirait à un point. 
Fi». „. Si k petit aie mr «tait «M «niidear 8«e, et ^un le grand axe dirigé suwaut au' 
fût infini , les foyers seraient à des distances infinies du point C sur la dn)itea»'v k» 
. droites menées ^ux Ibjers par les points B et B' seraient deux parallîîles ftHÎ j M'N', au 
ffmnd axe «etoea devx. droites seraient l'ellipse en question, fiaefiet , kfil céaéraAem étoat 
atteohé à deux foyer» nta^iàriidtaiiurA/.lKmtiMMiitHimirdekoMriMaen «tué 

par rapport a ces foyers , et conséqoemment par rapport a la droite aof, Inwiwlldt] 

même que H extrémités B et B' du peUt axe ; donc toute corde MM', paraUèle à BIT. 
•era d'âne longueur éf^k k BB', et coupée en deux parliw ét^ales par oa' : donc, etc. 
"f- 7- 886. Concevons que lo« axee AA', BT, dNuie bfpedmkdiniDMnt laMqae-leivn 
chaogei ksl^BerlMkaqnWolitieiidnNreii^aepibk^ (a66),etèUaiananlJeai 



•w»t Iss i^ruMis «thmimalw, «Wifacs et ecnlnlss d'iM.c««|> iw *r ||Ht (f^^r 
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asymptotes, puisque les angles tels que ACP ne changeront pas. De plu, il est éfitleut PI- 67- 
qneiÂula tamdimmaeM»!, plu fasMoiaettA et A' ferwt vouiM , €t fin I«4mmk 
branches de l'hyperbole s'approcheront des asymptote* ffS, «'«. 

Si le triangle CAP atteint la limite de ses décroîssenwns , limite dans laquelle on aara 
CA.=o , AP=CB=: o, sans cependant que le rapport de CÂ à CB soH changé , les foyen 
et les soDunets de Phyperbok aérant réunis à «m centre, et dU co ft w i to» mm m 
asymptotes : donc les asymptotes d'une hyperliole Mat «M fcatf* hyp«rM»i wiihiMe 
à h première , et dont les axes sont nuls. 

887. Si l'axe BB' derient nul, les asymptotes se confondront arec le grand axe, et comme 
êiea comprennent Hyperbole , cette courbe se tw n tw » otaflandne atee le mime an; 

toutefois la distance AA' n'en fera pas partir. Mais comme il y aarn one hvporhole sem- 
blable pour laquelle \es deux axes seront nuls , cette dernière hyperbole se confondra 
avee la droite indéfinie FF' toat enKfera. 

Si c'est l'axe A A' qui devient nul, rhyperbole se confondra avec l'axe BB^. 

Enfin si l'axe imaginaire devient infini , sans que l'axe A A' dianpp . l'hrperbole se tlVn- 
Tera formée par deux droites élevées en A <rt A' perpendicalairemeot à A A'. 

888. Fmkmm mux firiétés de la parabole ; et puisque tontes tes parahohs sent wne même 
ooorbe rapportée à des échelles différentes, supposons que l'unité de Péebelle soit sue»- 
ceaaiyement nnVIc et infinie. Dans le premier cas , la paral)ole se confondra avec l'axe 

AX, et sera comprise entre le sommet A et l'infini à droite. Dans le second cas elle se Fig. 3. 
ooafimdra «ree h taig^TT au •ourault A. Deotideu ^uMm AX, TF, Vtet 
sen UiOuimmt fWMnée» Pantra infinmettt twitttaw 

NOTE II. 

iUttritê CmtrbiÊ qui ont pour projectionK deux lignen égales semblablenuttt diipotim par 
rapport à une ptrptndicuUùrt à Ut Ugn» de terre. 

88g. Nous allons faire voir d*abord qxtune courbe de f espèce de l eiks dont nom mut 
occupent têt toujowrt dan» un plan iacUné à 45 degrét avec tes plans de propeetion. 

Pbur démontrer cèlte propriété nous «ommenoerons par le cas oà les projections ABC, n. 87. 
h!f(Ct de la coorbe donnée , tooraent feoft ooneavitia ven la l%ntt de tetn. R«> S- 

Imaginons qu'un point qui^lconcjne (A, A*) de cette courbe se meuve pour In décfire. 
Anifé en on autre point quelconque (C, C), il se sera âoigné d« plan borizontal ét la 
liantear iC — thtstwiC, et dn plan tertiod de U AManeeiiC'^IAas mC : cniM» 
à-dûe qa*n se leva éloigné également du pbm hortiOBtal et dn plaii t«r^^ 
suite dfi ce que 1ns courLrs ABC, A'B'C, sont égales entre elles cl scmblabletnent 
disposées par rapport à une ligne BB'j perpendiculaire i In, que m'C = Of, pDVir 
qiÂm point moÛle ^éloigne également de deuK phns fite», fl fiiut qu'il se tte u ftdÉti 
m^plan qui divise en parties égales l'angle de ces deux plans ; donc les deta points (A, à!% 
(C, C^, sont dans un plan incliné à ^5 ilogrés .-ivec les pl;ins de projection. Êt eomfnc 
ces points sont deux points quelconques de la courbe (ABC, A'B'C')> il /enfuit que «ette 
oondbe tont entière est dans ce plan. 

4».. 
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n. 69« Si h ligné ABC «fait h position AW?, «De aeniît «neora pheie par rapiiort k W 

1%. i. ^ la même manîërc que A'BT', et l'on conclurait de ce que mC = m'C, qu'en tran»- 
portant le point (A, A') en (C, C), on le rapprocherait du plan vertical de ia distance 
dont on l'él^ignerait du plan faoriaontal , ce qui montre que les points quelconques (À, A'), 
(C, (O^et'ooiMéfaaBmMitk comte «atièM (AB'C, AVC), Mraient OMora dam un 
plan incliné à 4^ degrés nvcc les plans de projection. 

La même conclusion aura lieu si les deux projections toomeot leur convexité vers la 
ligne de terre, ou si la projectioD trariaontale tmimant «a oowiavilé rer» cette ligne, 
la profection verticale loi présente sa convexité. 

8qo. 11 est facile de voir d'après cela qu'on peut mener par le jwint (A, A') quatre 
aombes, dont les plans fassent des angles de 4^ degrés avec les plant de projection, et 
dont ki projeetioiia aaient des lignai égàn k ABC , placées d« H nftne asaniire par 
rapport à BB'. De «es quatre oomiwai deux sont iridemment dam nn mime plan , et les 

deux autres dans un second plan perpendiculaire nu premier. 

891. Si la ligne ADC ctait uo are de cercle tan(^eiil à ia ligue AA , deux des quatre 
courbes dont il i^agit aenôant les prolongeBsem de* deux autres, «t il ui^ aunit dam 
l'espace que deux, l^nM courbes distinctes , au lieu de quatre , foriuiiiondanlai aux dî> 
verset positions des projections ABC, A'B'C, par rapport à BB'. 

89a. £t comme ces deux lignes courbes seraient sur les cjrlindres droits qui auraicnl 
pour base» leur ap w^ectiom (i68) , il ifemuit qu'élites aéraient lea intawectîoM de ces effta- 
dresavec des plans inclinés à 4^ degrés sur ces mêmes cylindres : or , on sait que l'inter- 
section d'un cylindre à base circtilaire et d'un plan est nue ellipse (SSy); aimilas lignes 
courbes dont il est question seraient diliptiques. 

NOTE m. 

JDtr laSfiihodt dea eourimd'trmtn. 

893. Les problèmes i" et a* du chapitre iv , livre l*', ont été résolus par une méthode 
très Aoende, qui mérite d'être dévdoppée, et qui a^emploie quand la riadintion d'nne 

question tient à la construction d*n&poiBtaitaésnruieooafliedaiuiiée.£lledeaHnide un 

peu d'invention , et voici d'ailleurs en quoi elle consiste. 

Ayant trouve une série de suppositions, parmi lesquelles ou sait qu'il y en a une qui 
ooimentaupoint dierdié, ayant aussi txouréle procédé JavoraUe au bût qoePom se propooa 
par lequel on déduirait ce point de la supposition à laquelle il correspond, si elle était 
connue, ou fait plusieurs de ces suppositions; on en déduit un suite de points dont chacun 
serait le point cherché, si la supposition d'où il résulte était Traie j par ces points on mène 
um K gm eembe qui centienitn éee s w ireMMnt ce peint, et comme il est déjb ewnmcovribe 
donnée , il se trouve l'intersection de deux courbes connues. 
Pl. 8. ' Ainsi , dans la fig. 1 , pl. 8, il s'agit de mener par le point M une tangente à la 
Fig. I. oourbçACB,etlaquestionsetronTeramenèeàUGonstructiondupointdecootactCdecette 
tangente (1 at) : m , li la normale enrespondanle à ce point était oonnMf en abaiisendt du 
point M une perpmdkulairesw cette nonnale, et le pied de «elle perpendiculaire avait 
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NOTB8. 3él- 

le point cliprclié. Si donc on mène les nomaalet a6, et qu'on abaisse les per- Pl. fi. 

pendiculaires Mb,Mb',Mb°...f leapiedsft, b', b"..., formeront une ligne courbe, dont «• 
diaque point * aertit lepOÎBtdiarehé, si la normale correspondante ab était bien cboisiei 
donc le point cherché sera sur cette comte : dme, ete* 

De même dans la figure 2,où il s'agit de menerparallèUmentà la droite PQvne tangente R». *• 
à la courbe ÀCB (12a), le point d, ou d, ou cT, etc., coïnciderait avec le point de contact 
de le tangente ctercbée, ai crtte tangente dtrit«5,«i«^i', ou a'b', etc. MaU' la tangente 
dierohée fait partie dee tupntes ab , a'b\ a'b\.., de k courte ACB} doae le point de 
contact de cette tangente est sur la ligne dd'tf. . . , dont chaque point iseit le point 
cherché, si la supposition d'où il résulte ^ait vraie : dcoc il est en C i Fintefaectkin de 
ACBetdedU'tl'... 

Ce dernier exemple montre bien que le procédé par lequel on dédak, des rappoiitianf 
fcites, le» poinu d, d", . ., doit «Incteisi «MoeiyMitifonr «tonfimmll» «nlwtque 

rem se propose (*). 

Sgfi. a>eq«esi^tioii«HUttdav«iteftndaii«& nne «mnr, M. BUchette a nommé Fig. . 

courbes (f erreurs les courbes WV,.,, ddldF, . anaqMllw oo «t ooodttit per le nifthadc •* 
que nous venons d'exposer. fig s. 

figft le plupart des oouribes auxiliaires qui servent dans la Géométrie descriptive 

peuTentêtr«coMidéréiec«niB.deioo«teid»«rï«.Aineî,deneUfig.3,pL8,où U 

5'af.a a'avo.r le point dTintWMetion d'une courbe (ABC, AVC) et d'un pleB(DE;BP), Rg. S. 

f* "V"Pf9 *«- que le point cherché soit en projection horîiontale en D, G , B, etc. , et 
letcooiéqaeneesde ces suppositions seront qu'il se projette sur le plan vertical en D' G' 
B', etc. , ce quidonnera la coûte d'emoreiyGl.', dont FînteneGlion avec A*VC donné 
le point V, et ensuite le point cherché (B, B') (ia3). 

Pour nepoint entrer dans lesdétailsqueremploide la dénomination de co«r&*s d'erreur, 
aurmtexigée, noot n^UTOnt employé que celle plus générale de courbes auxiliaires. Mais, 
comme la méthode de>«wr1iea d'eirenna detarantages qui hû «mt propres, nous avons 
voulu en entretenir un mo^nent le lecteur (voyet-en une application n« 617 et 61^ 

ill^i!!^^^"^'"*^ ï^'* ^* '■^"'^'■'^ familière on pourra se pro- 

i*iun poùUj construire la normaie yui cor- 



N01B lY. 

«sr In dinomiÊ^icm d* nappes de êur/ace« et de branches de couHm, * 
897. Une hyperbole est une courbe qui a deux bmnche, , et la surface qu'elle enaendra 
delantrabrancteetdaFautre nappe, l'emploides dénominations de branches et de nappes 



f) Nom »Tion. <l-„l,.o! r..,,!,, le prohUrne du n» ij« m mowb lh dm mn .|__ ■ „ , 
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348 NOTES. 

n'a ici rien if«iiifaarr&«sant SiPondtt4|tie la spirale d é fdopp m te tecerofe «denxlmnides 

unies par un point de rebronssemenl , et un cône deux nappes unies à son sommet , ce qu'il 
faudrâ entendre len encore fort dair. Mais si t'on dit que loraqn'na système de droites 



peints , puis suivant une seconde série d'antres point», et qne la première série forme une 
branohe de l'ellipsa, et la seconde série l'autre branche, comme les branches dont on entendra 
parler ne feront pas séparées, ni méae distinctes sans l'aide des parallèles, l'application 
àB mat. hnoAÊ aen «fw Iméa. DttBiêBe, m «Ht^iiMMKM a «wioftitlé àa 

branrhrs , et un héliçoïde nne infinité de nappes, le diseoan sera obaeorl 

Gependaftt, les mots de braaoiws et de nappes s'emploient ainsi; et comme iU nesontpas 
les mêmes que ceux de parties on de portions, qu'un pourrait leur substituer , il est bon 

Une partie nu imc portion de CMvteoBdB lorfaoe est terminée îi des limites quelcon- 
ques absolument arbitraires, et il n'oo est pas ainsi des branches d'une courbe ou des nappt» 
dTmw iurbn. Cm leniîères sont im^oars terminées à des points , on à des lignes, qui ont 
une même défaHion ,qM Peu soH-eirtenI toawBlt , et qui est d*onKnam fort Atidrâte. 

Quoi qii'i! on soit, iî faut, autant qu'il est possible, n'appeler branche*decourî)e<î, et nappes 
de surfaces , que les parties séparées qu'un même fil non interrompn pent former pour les 
ligaes, etqufoninlnetiaM nen ûtarrompu peut forier poer Iw s o rh ces . le du entant 
qefflestpOWiUf , parce qu'en partant de principes qui semblent conduire k des twniid i es 
ou à des nappes bien séparées, en eirive «pMlqnefBis à des linndMs on à des nappes 
réunies (478 et 486). 

NOTE y. 

Sur let Surjacn coniqtm. 
69b. TuàotiMMM. Lm ttcùon» d'um cdne tt dtau tuitt de plan* paraUètea tont 



Ht. 67. Soit A le soaunet dn cteaj lUfP et mnp , denx quelconques des sections dont il s'agit ; 

^'i' *• ahai&sons du point A une perpendiculaire AR sur le plan MNP, et soit r le point où elle 
percera le plan lunp. Si l'on mène par AR deux plans quelconques AMR, AKR, ils cou- 
peront les plans MMP, mip, enÎTent des droites perdlUes Ml et mr, HE et w} ainsi 
Penann 

RM : rm :: ar : Ar :: RN ; r», 

ou 

RM : fin :: RN : m. 



Et r fWTr** les angles MR!V , mm , sont égaux , il s'ensuit que deux seclriir^ rorrf s- 
pondans quelconques MRN , mrn , supposés infiniment étroits , sont semblables , et con- 
«tiquemmeut que les sections lOIP, mnp, ae oomposent de seotimn sanWaMee : mats 
les seetenrs correspondans sont placés de la mime minike dans lee dens eso ti e n s ; 
donc, et< 

89^ CoROLj-jitRB i". n suit de là que si l'on mène aux sections parallèies ftUiP , 
mnp , m np', etc. , et par les points d'an ■iase dUMent AM , nne ««it» de 
dtâ seront perallMes entre dîes. 
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NOTB». 345 

900. CoRoiJ.AiR£ 2. Si l'un de5 plans coupant passe par le point A , la aeelion sera Pl. C^. 
un point , et les parallèles aux tangentes en -Al , en N , en P , etc. seront tangentes à ce 9- 
point, considéré comme une courbe : d'où l'on voit qa'U aura une infinité iJe tangentes 
«eBapliroiit «ne partie coMidénUe dePeipac» Dans le ces cji le eÔDeanimît pour 
baie un cercle, cette partie de Peipaee wmèX èfidemment le «olide extérieur aux deux 
MpparcUi eiVaa (900!^ 

^1. CamoiJui»m 3k U auit de là que tout pla» mené par le lonuaaet d'un cAne est 
laûfHfcàoBctae^wileet ftdie de mm dans ce plan, et par œaouunek, deux droites 
qui soMnk les tastgeutes i œ sommet : il est évident même , d'apd» «e ^en vient de 
voir, qa'il> a une infinité de maniées de mener ces deux droites 

90a. CeféwdUt éto«Bee«dlnMreMth»eouamea$ant, 

I*. Veiee qn'e»at wit pee#ahîird ^ tout plan, moné per h lowiMt d'un cône ait 

une facette commue arec ce cône. Mais puisque ce plan contient une infinité de tan- 
gentes au SMnqat, il est dans le uAme cas que ks autre» plans taagea»; il contient k» 
dUmee ûdbiaMttt petit» iiwuuimii anx tewgwrtee et fc la iwtiMei ecplement, œs élé- 
mens ayant le masimwn de peCiteiae , la (aoette coanran» ee ridnit i un point 

7 " Parce que tontes les tauf^entes à une surface, en un de ses points , ne sortent p«s 
d'ordinaire d'un seul et même plan, qui est le plan tangent oorrespandant à ce point (14?) < 
tandis qi^ tontes ees Ungentea fenMnt un solide. IVnv expl i quer cet t e nonrelle singu- 
larïté, eeneevons qne les axes, réd et iiaegimaires , d'un hyperbolo'ide de révolution 
à deux nappes, diminuent dans la même proportion, et se réduisent enfin à zéro; l'hy- ' 
perboloide s'ap pt edhera peu à peu du cdoe droitdéterminépar les asymptotes de l'kgv» 
periiele méridienne; et loesqo» k» êtes deviendrent nuls, il su eonfimdra avue ee ctee. 
Or, pour ( haque position de l'hyperlioloïde , les tangentes aux méridiens formeront un 
solide , et x étant l'angle de l'asj-mptote et de l'axe de révolution , ily anra des tangentes 
perpendiculaires à cet axe, et d'antres qui feront avec lui des angles de toutes le» valeurs 
poteibles, eompriaee entre 90* et «r.Hûs tous les points ib eontaet qni réponAiien» aux 
tangentes inclinées avec l'axe d'angles plus grandkqueTT sctrouTcront rénnis au sommet, 
lorsque l'hjperboloide ae changera en cttne ; donc ce sommet doit a>-oir une infinité de 
tangentes qui forment un solide extérieur an câne. En considérant an antre hyperbo» 
laide de révolnlian, qui soit à une nappe , et dont l'hy pcrimle gteératrioe ait pour asym- 
ptotes les asymptotes de l'liyperl>ole génératrice précédente, on verra que si les axes de 
cette hyperbole deviennent nul», en conservant leur rapport, l'hyperboloïde se change en 
un eâne, et qne ee eône , q«ù eet le mime qne le précédent, a pour tangentes toMH les 
droites qu'il renferme et qui passent parsoBSOmmet : donc un cône, oomn 
des hyperholoïdos à deux nappes et à une nappe , dont il est la limite, a 
toutes les droites possibles qui passent par sou sommet. C'est ainsi q^iu U» 
lûn retmnmt tamfaanit pnr dta f^vpriiik ^i§iiUhw», une sorte Àmpmnte di cwlfa» 
yjii appartiennmU au» coê ginémuit. 

3*. Enfin, parce que les commençans prennent l'idée des plans tangens, lorsqu'ils ne 
connaissent encore que des surfaces convexes, cylindriques, coniques et de révolution; ce 
" * " ~ e mnt î^mrie wspune^ C^tf uHe* 
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MOTBS. 



NOTE VI. 

n. 9j. Étant dmmk$d»iÊ9 Hgnt» courbe» LMNP ^ Imnp , situées dans um m^Htplan, «mimt un* 
1fig.n. tbvUt qui Ut touche dia fris toutes its dttut. 

9o3. Ikr VB point M de l'une on meoera sa tangente MA. ; paraliyement k MA oa 
HMoera la tangente mC à l'autre ( 1 22) , et par le point de contact m, de cette dernière tan- 
fiantef on abaissera la perpeudicaiaire mA inr MA. 11 est clair que si MA était la tangente 
demandée Je point A , râin dAtemai » Nnitb prâtda «on^ 

ligne Imnp. Si donc on fait varier le point H, et qu'on fasse, tar m certain nombre des 
positions qu'il occupera, les opérations qn'on vient de faire sur sa première position M, 
on trouvera une suite de points A , A', A*, etc. , dont chacun serait le point de contact de 
le tangente deBwndée ot de AnNp,«l«poiBtMdoBton eit parti étaft eehn de la mène 
tangente et de LMNP. La courbe AA'A* sera donc une courbe d'erreurs (RgS) qui con- 
tiendra le point de oontact de la tangente chrrciiée et de bnnp ; d'où l'on voit que oe point 
!>era le point n. 

Kii menant doBediar h fok/tu, la tangente Nn à la eonilie lutap, eetie tangente lo»> 
dm totttrà-ln-lbb LMRP «t Amy , et elle eem U tmgaolB 



NOTE vn. 

Fis. le. La tnm^firmée de ia section faite par im plan A'B^. dans un cylindre à btue circu- 

labt (AOB, (A, AA ) }, est une sinueotde. 

904. Supposons qu'on prenne pour origine des coordonnées le point de la trauaibmiée, 
donné par le point (O, O') de U seetkm. Ayant porté Parc OP de e en eu> Paze oS. 
det afawiMHy Û Peu porte PW de p en m , sur la perpendicnlaire à cet axe élevée en 
Pt le point m appartiendra à la traaaformée dont il ^i^t, et lei ooordonnéee de œ point 

■eront les lig|>es op et pm. . . , 

V»oaa»op^x,pm,^y; naassaxima op-^ m<Jlf^a»'fÊ»M jmssy^VUÎ sta 
XKXF'saXSP. On a aussi SP = *m OP = «i» «} donc^ s=a X SP =r a «m s: çe 
qm donna, pour équationde la tranaformée, l'éqoation ss asia* d'une sinumid» 



NOTE vm. 

Des constructions géométriques et de leur exactitude. 

Qo5.0n doit distinguer deux genres de constructions géométriques, celles qui n'exigent 
que la ligne droite et le cercle, et celles qui exigent des lignes courbes autres que des 
cercles. Nous allons examiner les avantages et let inoonvénimis de ow deux gnrm de 
eenstmetions: 



906. Des COKSTRUCTIOMS QUI Ii*BM©WT qu* la Uffiê AoUê et la œitie. iï 
Mit d'ebocd qne Im réanlut» de «et oonrtnwtionfiiMeBttoajoantrèe OMtt; maie en 
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m^MMUMltre ^u'U peut y «vair diu l«'<ipirà|i«Bi les -fh» ûa^j^ éa onm gmm 

907. 1*. Lorsque deux ligne» «e rencontrent sous on angle fort aîpu, au lipii <1e se couper 
ea un point uaiqoeyeUM ont, sur notdetsias, où elles ne sont jamais saiu largeur, un 
yetik jléMBt «Muwm, <t Iwr i af w i o tfa » «t digeHe k- ii Màn m ww cet Héwet. Il 
suit de là qac la» points où les lignei se coupent se Ti iinif IMf jftwihmt lilliM flT^nlrtMClU 
que l'angle de ces t^gne» est plus éloigné d'être droit 

908. a". Une l^e drojtq peut Atse menée par éans piuats , et'oomme ces points ont 
tonjoiin «M oert^ioeétendnetiwrke d w fat , <■ te—k UgMqrfBt ^é to nt t inert 
tant moins exactement qu'ils sont plus rapprocbés. 

90^ 3". ^LanfnTim cercle est déterminé par trois points, il faut aussi, pour que les 
cOMfnMlînni mÎBi ondes , qne ce» pointe nanient pas trop rapprochés ; et îl &at en 
onlitt, poor déerite le cercle bien purement , <;tt*il lit — t m ftm qri un eoit ni trop patit 
ni trop grand , sans quoi le compes , trop fermé ou trop ouvert, trace de» arcs irréguliers- 

910. Dans les construGlions cemplifiMes, ces iiMKnnréai«M«t d'antres encore se trou- 
ventfoanreBt rnenililAi,<tln»féwltati— ngnebon p n w wni ttBsnt quelquefois pas plus 
exacts que si l'on opérait par sentiment. Si l'on donnait, par cxempls^ «É ttlgife da- 
gré , el qu'on demandât d'en déduire l'angle droit , arec la r^le et le compas , en construi- 
sant «uccessivcment, au moyen de l'angle donné, les angles de a°, 4"» ^"1 

8a*, fl8^ at flnfip 90^».an m'arrivarait ^ & an iitedM flw 

911. Aiony les épures qui n'exigent que la ligpe droite, et la li^ne circulaire , sont 
sujettes , fomme les autres, à beaucoup d'inexactitode. Cependant, il j a généralement 
de l'ayantage, ^urtçu^ pour les dessinateurs peu exercés, à opérer par le moyen de ces 
lignes i la* ^fum ta fimt paav Panliai^B flm pcaBptaBMl« plas faeilwiiuiil , at fias 

^9* Du COmntOGnoitt QOI moun dits U^nt» <fmrbu €ttUn$ qtu de» tente», 
CeaUgaasneponrantpas ètra décrites par m HMwaaiaat aaatma , na «et awlliiai weiit 

obligé d'en déterminer des points, et il faut ensuite lier ces points par un trait ferme et 
délié quicoiDcidc avec elles. Or, on sent que l'exécalion ^ ce trait n'ait point exempte 
d*ailntraire , et que l'arintraira est presque tou)oun da FinaxaaHtnda 

91S. Cependant , entra lai iHiBs des praticiens fasbOea * la .tracé das Ugnas courbes est 
un mojen de construction non moins exact que les moyens qui sont foomis par la ligne 
droite et le cercle : ce tracé corrige même souvent les fautes qui résultent de l'emploi de 
la lii^atda coaapai. Ainsi, lanqWaa adétenaiBé «n eartafai nemàat da painU^nna 
cotttlie, on jnge par la foiata qu'ils indiquent s'ils sont tous bien 4 lear fhoa; on ra- 
ÎOlteoenx qui sont mauvais, on en refait la construction , on bien Ton en construit de 
aoUTCaux \ et quand on n'a plus d'iocerlitude sur la iorme et la position de cette courbe , 
anlatracan» 



(*) Ds MDS IsB MnH ^ psat péMalcr uh cowfee Mamiie fc h lot d* csnliMill, ktafaVUs m 
■'Joigne pM («iinbkmnitdt sa tMibUs paàdw, hfftasgnnd, è'aUfsMk nUt pas «m fe ims yci ww 
c'cu dooc oc d^ttpi'SlfMttsartsatMMr. 

44 



946 

9i4- Plow biOB loger d» la imwM 'géiiéMle dPuM ooaile dMrt on emuiaft 4|wlqiM 
points ( parmi Isiqnda il ett oonrenable que se trouvent les points singuliers de la oonilt^ 

si flic on a , parce que ces points la caractérisent mieux que d'autres ) , il faut d'ordinaire 
beaucoup de tagacilé el d'iialiitude. Les deMioateort ^i joignent à ces qnalités l'étude 
des MaihémrtiifM âevéea, «nt degnad* > w ii it» gMHi r lg> antres, parce qa^i i^aiMarait 
■oufont, sans aucune peine, qu'une surface cherchée est pkne; qu'elle a d'autres bran» 
chet qtM celles dont on s'occupe ; qn'eile s'étend à l'infini ; qu'elle a des asymptotes , des 
points «le rebcotusemeat , d'inflexion, de serpentement ; qu'elle derient, dans tels 
et tels cw.partienlien, ao*- tatam .tamA» phi «dbmh, Wi>le ajptltiM de-i^mieiivi 
courbes, etc. , etc. 

91 5. Lorsqu'on sait mener Jacilemnt des tang^tesaux lignes ooorbes que l'on emploie, 
leur trao^ est Jbeaaooap pins «îsé , parce qa'ayeDt à rérifier la position d'an point qui pa- 
latt mal oonatmit, il aa sPeflt qae d'obtenir k ianf^te correspondante k ce point) poar 
juger aisément, par l'cQct qu'elle présente , si ce point est bien ou mal plan!- 

916. Quand. on a'a.paide jaojeii «iireot d'obtenvles ttag/aABtf on peut emplojrer le 
prpoédédna^ 766:Bniicllartedbstittter, aprisliiend«i«ftératione, nntiloanenienti nn 
autre-, car il fautooaiteaiwdaeeoiiriwiaigiliaifaBdwit on afaqne des points, et s'ilyn 
de l'arbitraire à mener une tangente i rue, il y en <> aussi h mener le trait compris entre 
deux points déterminés d'une courbe auxiliaire. 11 est vrai que l'erreur faite en traçant une 
tella eonrlia a'alltrarait pas beaucoup FendilxidB da la teageata dkendiéa; toalslbb aa 
dessinataar ywlonnqfaeVen fiera toujours antant à-aan eonp di'atD qi/à a» prooCdéaital 
long , et par conséquent aussi fautif (*). 

919. D'«prësoeU,les constructions qui exigent des courbes, et œllessortout qui exigent 
Femidoi dca tangentes, quand •oùvfm fas 4» aièAadfli naiples pour détetatiaer eea tan- 
gentes , sont en général les plus vlcîeuaes. - 

Quelquefois on a les tangentes , mais on ne sait pas trouver les points de contact, ou bien 
on ne sait les déterminer que par le procédé à peu près impraticable du n" 771, alors on 
flrtdaas uncasaoBMoimdélkvQcaillaqiwlapnMdent. • ' 

918. Cependant un dessinateur habile , que la théorie édatre, ae tire ordinairement de 
toutes les diflicaltés , etopèrc asset sûrement avec toutes les méthodes. Toutes ont, comme 
nous venons de le voir, leurs causes d'inexactitude, et ces causes peuvent se combiner de 
tdlawvlB ^i^adaaaifiroafdéafm eondairBieat à m aiêaw téadtat. Pan cntaolaatà 
Taedes tang^tas à une courbe déMsiiaéa par poinit. Vautre, par la ligaa droifa et la 
«rd»! ce dernier aoit le OMnas boa; - 



f; .ivon» iniliquc In-unoijup (l'autre» priKidc» ai»«i peu praticables que cdui du n^jK: il» «oui luoio» 

intvrcïSkDi que ce (kmicr : loatcfois nous If* rmyini tous utile» ,&oil pour compléter de* dléorici in^lOlUp^. , 
Mirpaitr mOoiMr^iss^iaWN^ ^alls titiMM aasent à la t%»eaf iasotoHes pH i l i l^K j É é y^'^ ^ 



FIN DES SOIES. 
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maux à cette courbe mené* par le point donné , 49' 
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constante ev .Tirieble de forme. Exemple , ibid. 
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gent à oetie inrfaoe en ca point , ibid. 
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ai5. UnenvfiwegendwMpeotétre, danteaomiCM,mooniqnBBi^lindnqne,ifrïrf. 



at& Obs tOHFAcis okvaau Qtnoirr m PLAKMiwoTSim. 
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struire FéléaMBt qui paaie par M point', Aid, 
Étirit donnée nne droite qadoonqne , ooMtmire Félébent panllèle à celte 
droite , 79 

aao. Des conoides» Do conoide droit et de la ligne dt ttrielian , i^i» 
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révolatioii à me nappe; toutes les positîone de Pane des (jfaiiratrkes ooopent 
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boloides à une nappe, go 

a4a. Des surfaces gaucots eu GÉITÉIAL. De divers genres de surfaoss gauches, ï^dL 
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il4j ^1 ui Tiii I Mil lu I nuit ili II I III f II 1 1 iiiiil oomsiaM^ 9^ 
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GHAP. IV. Des surfaces m^dajfpm ' 

H** a49 «t a5a. Dbs suiifacbs enveloppu br GitoÉUL. DéflldUm teMffsœs enve- 
loppes; AeVen^'eloppée c\.<lfi\tycaractirhtique , page Qî 
aSi et aSi. Les plans tangens à l'enveloppée, sur la cài^tèristîqne^ sont aussi tan- 
gqis àFe n niqipa. DaFarttsdSs rsAreusat^isiii; dés ni^ijpas jTnne envdoppe, 93 
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•Mat aSSL ZiIcMwliyi^ ilW ^Im WÊÊèik mt wm mrfinM démkffàkkt «< récipro- 
quement t ibid. 

3â6«-a5â. De l'arite de rrf i W Q MOicn t d'nne surface déTeloppabiei oetta arête est 
toncliéepartowlatéléinait JahwilMitdhaMpfaitftoa pwtetdérdop- 
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aboelaGi. D'une génération très simple des surfaces développeUes -, autre génération 
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loppea;etc., gS 
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cOoedroH winlile de forme, ott dfoae q ili> w wrîd i l t de rayon, on ë'un cy- 
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37a. Il y a des problèmes relatifs ans «mlOfpM qitt M révllOBk hdiweat par la 
considération de l'enveloppée » 99 
«73— a7& Maiieun datMadrurliala» mifUimAlmf/iaènlùam da £f«iM WTeloppes ; 
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11*376. Des diverses teoUi 900 feat préMUter la question dn plan tang^t : division de 
ce livre, p«ge 101 

QBU^ A''» Des plans tangent dont le p(nnt.de contact m donaé. 
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surfikoes ^lindriqnes, coniques, gauches et déTdoppaUeii passent par Pélé* 
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. a8o.P)MHiMs I». On dbiM ainacMQlIwiOrte^ 

45.. 
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tontale d'un point de cette turface ^ et Pon demande le plan tangent qui eorret' 

pond à et point. Constructioa du point duœntact, page 102 

N°*28i et a8x Tout plan tangent à une surface cylindrique la touche tout le long 
de l'élément qui passe par le point de contact ; application de cette pro- 
priété Il la résolution du problème proposé , ibid, 

283. Lci traces du plan tangent demandé «ont tangentes am traceidu cylindre, io3 

a84 et a85. Du cas où la directrice du cylindre serait dans le plan boriiontal. Exé - 
cution de l'apure, ibid. 

a86. PnoBi.ÈMg 2. Mener par un point donné d'une surface conique un plan tangent 
à cette surface , ; io4 

a87 et a88. Tout plan tangent à uncAncle touche tout le long d'un de ses éléoiens; 
applicatioti de cette propriété à la résolution rlu proliU-me proposé, ihid. 

289. Conjpient on déterminerait le point de contact , s'il était donné par une seule 
de ses projections, io5 

890 et 391. La trace du plan tangent toran plan qnelcopque <■> tangente à la trace 
du cOne sur le même plan. Exécution de Vipurt j ihid. 

292. PhoblÈme 3. Mener un plan tanguent à une surface de résolution ^ dont la mèri' 
dienne soit connue , par un point de c^tte turface donné en projection hori- 
sontale. Construction du point de contact , 106 

2(>3. Constructioa du plan tangent, 107 

394 et 395. Le plan tangent à une turface de révolution est perpendiculaireau plan 
méridien correspondant. Exécution de l'épure j 1 08 

agb. PaOBLiKE 4- Connaissant l'axe et une génératrice quelconque d'une surface de 
révotittion j mener un plan tangent à cette turface par un point donné en pro- 
Jection Aoriionto/?. Construction du p<Mnt de contact, ibid. 

a97 — 299- Constructioa du plan tangent ; construction de U tangente à la méri - 
dienne. Exécution de l'épure , 109 

300. PaoBLâKS 5. Mener un plan tangent à une surface annulaire par un point prie 

eur cette turface j 1 1 o 

301. Le plan demandé coupe la surface donnée, ihid, 

3 02. Exécution de l^ épure , ibid, 

303. Construction de l'intersection du plan tangent et de la surface donnée , m 
3o4 et 3o5. Des parties Tues et cachées de la projection horisontale^ des parties vues 

et cachées de la projection verticale , ibid. 

3o6. Problème 6. Menet j par un point d'un hyperboloïde de réivluiion à une nappe ^ 
un plan tangent à cette turface , lia 

So*?. Lorsque le point de contact varie sur Télément indéfini «nqnél il appartient, le 
plan tangent var ic aussi , ibid. 

3o8. Dij^ression sur les plans tangcns aux surfaces gauches , ibid. 

309 Le plan tangent en un point de la surface donnée passe par l'élément de la se- 
conde génération correspondant à ce point , 1 13 

3l0. Si uu plan se meut autour d'un clément d'un hyperboloïde de révolution à une 
nappe, il sera constamment tangent à cette surface, ibid. 
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N'Sii. L'hyperboloïde dont il s'agit est ane surface non conrexe dans toutes ses par- 
ties , page 1 1 3 
3 13 — 3i4- Exécution de fépurt ; détermination des parties vues et cachées de la pro- 
jection horitontale ^ détermination des parties vues et cachées de la pro)ection 
^ Terticale, H»**^- 
3i5 et 3i6. pBOBLfan -7. Mener par un peint prit iur un paraboloîdê hyperboli ' 
que un plan langent à cette iurfac* ^ 1 14 
317. PaoBLàME 8. On donne Us deux droites directrieei d'un paraholoïde hyperbolique , 
le plan direcUurde cette surface , un de ses èUmens et un point de cet eUnitnt, 

et ion demande le plan tangent en ce point ^ 1 16 

3i8 et 319. Recherche du second élément passant par le point de contact^ construc- 
tion du plan tan{$ent , ibid. 
3ao. Exécution de f épure; représeotation du paraboloîdê hyperbolique donné , 117 
3ai~324< Du choix des données de l'épure, fait d'après un mode remarquable delà 
génération du paraboloîdê hyperbolique j application de ce mode à la con- 
struction des élémens de la première génération ; application à la construction 
\- des élémeAS de la seconde génération ^ avantages des données choisies, ibid. 

3a5. Des parties ti^ et cachée* de l'épure , 119 

3a6— 3ac>. PaoBtiate 9. On donne les trois droites directrices d'un hyperboloïde à un* 
nappe j et l'on demande , i°. fèlcmenl qui passe par un point de l'une des 
directrices; le plan tangent à ¥ hyperboloïd* en un point de l'élément 
construit j ''^ 120 

330. PaoBi^ME 10. Une surface gauche dont la génératrice est con.sUimment paraU 
nie à un mime plan étant donnée, avec la projection horizontale d'un de ses 

" points j on demande le plan tangent à cette surface en ce point. Construo » 
lion du point de contact , 12I 

331. Construction de l'élcnient qui passe par le point de contact, laa 

33a et 333. De la construction du plan tancent au moyen d'un paraboloîdê hyper- 

bolî<|ae auxiliaire , ibid. 

334 et 335. Explication d'un cas sinRulier. Exécution de l'épure , i23 

336 et 337. PBon.àlfX 1 1 . Les trois directrioes d'une surface gauche étant données , 
avec la projection horizontale d'un point de cette surface , on demande le plan 
tangent en ce point à la surface donnée. Construction du point de contact et 
de l'élément correspondant ; autre procédé pour obtenir le point de contac 
et l'élément correspondant , ibid. 
338 et 339. De la construction du plan tangent au moyen d'un hyperboloïde auxi- 
liaire; d'un cas sioRulier, ia4 

340 et 341. PnoBLima Qkskasj^ Étant donnés une surface quelconque et un de ses 
points, trouver le plan tangent à cette surface en ce point. Solution générale; 
simplification qu'elle peut souvent subir , ibid. 
34» et 343. Des moyens généraux de solution qui s'appliquent aux cylindres, aux cônes 
et aux surfaces de rÙTolution ; au délaut de ces moyens , d'autres s'appliquent 
aux surfaces f^auches et aux enveloppes , '^S 
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CHAP. II. Des plans tangens menés par un point donné au dehors d'une 

swface. 

N°* 344'~*346- PROBLba. I*^ Par un point donné au dehors d'une aurface cylindrique 
connue, mener un plan tangent à cette êurfaee j page 126 

347 €t 348. Pkoblèmx 1. Par un point donné au dehors d'un eânej mener un plan 
tangent à ce cône, la^ 

34<) et 35o. Probl^e 3. Par un point donné ait, dekor» d'une nxirfact spfwrique , 
mener un plan tangent à cetw xttrfttce. De la détermination de la courbe de 
contact de la sphère donnée et dq cAoe circonscrit ayant pour tommct le 
]x)int donné , 128 

35l et 35jt. ProblLme 4- -Pq^ itn point donné hors d'une surface de rétxilution j 
mener un plan tangent à cette nurface. De la coarlx» i]p rontact de la surface 
donnée aTCC un crtne circonscrit gui aurait pout- sommet ie point donné, 129 

353. PROPt-tifE 5. Étant donnés une aurface de rcrolution et un point j on demande 
kl cuurhe de contact de celte surface et du cône circonscrit qui aurait 
pour sommet le point donné. Des divers procédés qui servent k déterminer les 
points de la courbe demandée , ibid, 

354 — 356- i*^ Procédé j dans leqiuL l'enfeloppèe est une surface conique ; 7.* procédé , 
dans lequel Penyeloppée est une surface sphérique ; 3* procédé j dans lequel 
^enveloppée est une surface cylindri<jue , i3o 

357— 35ç). Construction des points singuliers de lu courbe demandée. De Ceox de cet 
poiatâ qui s'obtiennent, immédiatement, en menant des tanf^cntes aux con- 
tours de la surface ; de cc.mz. gui sont dans le méridien passant par le point 
donné; les hauteurs de ces derniers points sont des maximum ou des mini- 
mum j '_ i3a 

36o et 36i. Des tanficntes de la courbe dcroandoe aux point» ritué» dans le méridien 
du point doancj des tangentes à cette même courbe suivant les autres points 
singuliers , i33 

36a et 363. Le^ points singuliers dont il vient d'être question peuvent être divisés 
on trois espt-ccs. Exécutivn de tépure , 

364 et 365. PtioBLfiME 6. Par un point donné au dehort d'une surface gauche j 
mener un plan tangent à cette surface. Tout plan mené par un élément de la 
surface donnée est tanficnt à cette surface , de la courbe de contact de la 
sphère donnée et du cJne circonscrit ayant pour sommet le point donné , 1 35 

366—368. Pa^BLiM» oisiRAi. Par un point donné au dehors d'une surface con - 
nue , mener un plan tangent à cette surface. De la courbe de contart de la 
surface doimé^ et du cône circonscrit ayant t)our sommet le point donné ; lors - 
que la surface donnée est une surface développable , le problème proposé n'* 
qu'un nombre fini de solutions, ibid. 
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CHAP. III. Des pians tem^ens menés parallèlement à une dnrite donnée. 

N°*3(k) et 370. PROBLiaiE 1". Mener un plan tangent à une surface cylnidrigue jniral- 

lèUment à une dnàte donnée , paye l36 

371 et 373. PtouLhM 3< Mener un plan tancent à um mrfac* conique parallèle' 
ment à une droite donné» , ibid. 
3'73. P»oni.hMK 3. Étant donné* une aurfoce de révolution et une droite ^ on demande 
. un plan parallcU à cette droite et tangent à la surface donnée. Du lien des 
points de contact de tous le» plans qui satisfont au proLlème proposé, iS^ 
3*74' PHOPL.i:ME 4* donne une surface de révolution , on donne une droite, et 
l'on demandé la courbe de contact d'une eurface cylindrique , circonscrite à 
, la sur/ace de réivlution j et dont les élémens soientparallèles à la droite donnée. 

Ce problème peut être résolu par plusieurs procédés, l38 

375—377. i" Procédé j dan» lequel P enveloppée eet une surface conique ; a* procède , 
dans lequel l'enveloppée est une surface sphérique ; 5* procédé j dans lequel 
l'enveloppée est une surface cylindrique ; ibid. 
378—380. Construction des pointe singuliers de la courbe demandée. De ceux de ces 
points qui s'obtiennent , immédiatement, en menant des tangentes aux contours 
de la surface; de ceux qui sont dans le méridien passant par la droite donnée; 
les hauteurs de ces derniers points sont des maximum ou des minimum , 

381. Des tangentes de la courbe demandée suivant les points singuliers, i4i 

38a et 383. Exécution de f épure ; les points sin|;;ulit'rs séparent toujours les arcs ms 
d'avec les arcs cachés delà courln; demandée, i42 

384. PaoBLiMS 5. Étant données une surface gauche et une droite j mener un plan tan- 

gent à cette sutfbce parallèlement à la droite donnée ibid. 

385. pBOBLiiiZ oÈMiAAi.. Mener parallèlement à une droite donnée un plan tangent à 

une surface connue quelconque. Solution générale, ibid. 

386. De la courlM? de contact de la surface donnée et du cylindre circonscrit dont les 

élémcns sont parallèles à la droite donnée, 1^3^ 

387. Des contours de la projection d'une surface, ihid. 

388. tx?rsquc la surface dunnte est une surface développable , le probïënie n'a qu'un 

nouiljre fini de solutions , ibid. 

CHAP. IV. Des plans tan^ens menés par une droite domiée. 

... . , • ,. - •. .- •■■ ; ; 

N*38ç)et Bgo. On ne peatp«Mmea(Tpar aiiedrDi(e4iniaé»m^l4»Bl«n^t4une surface 
développftble ; exemples , page 1 43 

891—394. ProbiImz I. Par une droiu donnée j mener un pkm<Uij»gemt ù unesurface 
sphérique j 1^^ 
395. PnoBi.iMB 2. Par une droite donnée , mener un plan tangent à une surface de 
révolution^ 147 



d by Google 



56o 



TABLB m» MATEÈHBS. 



N"* 3^6 — 399. I ' * Solution, dans laquelU on emploië dta c6nea auxiliaires j choix des cânes 
•oiflialMi. InAoïtîoB àm «obiIumImi; da I» détermimiiôn dw points okw 
coupent les courbes de contact, page i47 

400—402. Ofatenration sur la surface prise pour exemple, et sur deux cônes auxiliaire» 
particnUen ao moyen desquels on simplifie beaucoup les constructions, lor»> 
que la «arfaoe donnée est dn gBooiid dqgté. Sskuiicn â» hjpw»^ i48 

fyâ—\o(S. T.* Solutwn j dans îaquelU on emploie un hypi rhohnde de réifollMvn à une 
nappe. Exposé de cette solution j construction j cette solution est mini rifpHi' 
na«e que lapremihv. Exêe u t iontU l'cpure ^ i49 
407. ^mamàm riMisiik, Étant datmim m* dnUa qtukonqu* et auM tmfutt queU 
txmquê, mdÊMOudtU^au taaffÊiUàlanti^fiua domdêfpattanipttrla droiu 
doaaitt iSa 
40& Premier procédé, dans lequel «b «mploie des oénei auxiliaiTei, ^nà* 
409. Deuxième procédé, dans lequel on emploie one projection auxiliaire, ihid, 
410 et 4 1 1. Du cas où la surface donnée Mnût ime xoiftoedéfeloppablei cea singulier 
que préseutu Iccôue, ibid, 

CHAP. V. Des pkmt tangent à ^udeutsturfitcess 

* 

4i 2. Un plan ne pouvant pas être assujetti à tduclier plut de trois surfaces, Dous n'aTOU» 
k oooi occuper que des plans tai^ena k dent «t à tvob mtrSna», page'iSS 
4<3. PsoniaiiE 1*'. Étant données deux noffaeêtfudeamjuêÊ^imdtmaiiAunpIanqm 

les touche à ki fois toutes Ifs deux j ibid. 
4i4*~*4'^' Ce problème a une infinité de solutions, qui sont les positions de l'enve- 
kppéefonenitodévdspfidiledivonMritoHzdennirfi^ d«' 
' la eonitmction des élémens de la surface déreloppable circonscrite, et des 
oonrbes de contact de cette surface et des tnrfaoes donnée!} du caa oii les sur- 
CmM données seraient dé?eloppables , ibid. 
4>7* ^ffionÈia X JJtsausaiiis/Sseiis^jmiigsMt imm dhtl^pabka étant emmim., on de- 
mande de leur mener un plan ÊmHgmt par. un poùUpri» mrhiiiwmmimt dam 
^n/Mtce. Solutioa générale, iS4 
418— 4^0. Du cBf oitle» anrfîMeidnBnéeiaenientdeax «iMra: alonlepidblèM 
quatre solutions; comt r nction de deux solutions qui correspondent anoAae 
circonscrit extérieurement aux deux sphères. Exécution de l'épure j jSS 
43 1> PaoBLiiu 3. On demandé un plan tangent à la fois à trois sphiru données. Ce 

problèiM«-lniitiiàliiti«nf, ■ i57 

4s3~4M* PlMlHiKB4' JStant données trois surfaces quelconque n , on de rruindt: unpUin 
.. ^[UileftlBuehe toutes les trois. Solution f^cnérale. Du cas ou les surfaci^s donaét^s 
aéraient spbériquesj des cas où il entrerait des sor&oes déTeloppables parmi les 
idooné^, . .1 " tSB 
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" r LIVRE IV. INTERSECTIONS DE SURFACES. 

K°'4a5 et 4^6. Exposé de ce liTTc; du rabaiUment àc l'intersection d'une courl)e et d'un 
plan. De la tranajbmùe de l'intertection d'une surface développabln et d'une 
autre surface, pape 160 

CIIAP. 1". Des intersections de plans et de surfaces courbes. 

JS' 437. PaoBLiiot I*'. On donne un cylindre et un plan, et l'on demande , 1*. leur mter- 
êection commune i 3*. le rabattement de cette inlenection ; 3*. la transformée de 
la mime intenection êur le divthppementdu cylindre, Claoîx des ptam de pro- 
jection, page 160 

423< D'après ce choix, l'iotertectioa diemandée te trouTe immédiatement repré- 
sentée, 161 

439^43(. CoMtrucUondu rabattement, du développement du cylindre, et de la trans- 
formée , ibid. 

433. Lorsque la base du cjlindre donné est une courbe fermée, la transformée se trouTe 
composée de parties pareilles, qui s'étendent à l'infini, i6a 

433. Comment on peut tracer la courbe demandée sur un cylindre solide, au moyen 
de sa transformée, i63 
et 435. I>e la marche à suiTre arec un autre choix de plans de projection. Exécution 
de l'épure ^ . . ibid. 

436. PftOBLiKB s. TVomwr, t*. fintertection d'un cénedroU et d'un plan; a°. le rabat- 
tement de cette intersection; Z". la transformée de la mime intersection sur le 
enveloppement de la surface du cône. Représentation de* données, 164 

437 et 438. Construction de rintersection demandée. Elle est composée de branches qui 
s'étendent k l'infini ; construction du rabattement, ibid. 

439- Remarques au moyen desquelles on peut simplifier les opérations, i65 

44o~44' . Construction du développement du cdne ; oonatruction de la transformée, 1 66 

443. Observations sur diverses particularités de l'épure, 167 

443 et 444- Autre procédé qui conduit k l'intersection demandée j comment ce procédé 
conduit à la transformée, ibtd. 

44s et 44^' Observation relative au cas où le cdne donné, au lieu d'être droit , serait 
quelconque. .£Wcu/»on ffe r^/7ur«^ 168 

447- PROBLtux 3. Une surface de révolution quelconque i tant donnée j on demande son 
intersection atvc un plan donné. L'exemple choisi est celui d'un liyperbu- 
loïde, 169 

44B— 4^^- Construction des points de l'intersection demandée*, construction de deux 
points singuliers de l'intersection obtenue; construction du rabattement de l'in- 
tersection , ibid. 

4^1 et 4^3. Moyen de solution qui présente l'avantage de dessiner la surface particu- 
lière prise pour exemple. Exécution de l'épure, 171 

46 
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M»453. PitOBLiMï oiNiaAi. Tmuyer VkUentction d'un plan et d'une surface quet- 

CHAP. n. Des itUenecUaas de surfaces courtes. 

fff" ^^l^^ ^intenection commune de deusoytindree , page 1 73 

H^^'^U-^C- K^poilUon du procédé qiu va conduire « la solution; constrnction de l'ip- 
toneclion dcmanilcc, ibid 

4S7 et 4|>a. De divers plans auxiliaires qui donnent, aTCc des points de la coorbe cher - 
cfaéQtej Ungenleg.on une projectkm des tengentes, correspondantes ace » 
poimg; exemple d'un de ces plana, dont la trace tonche l'un e des bases d'un 
de» deax cylindre». Ce plan donne des pointa de la courbe chercha; et les tan - 
gentes correspondantes, 

4^9 et 4G0. Exemple d'un plan anxiliaire qui donne, aTcc de» point» Je la courbe 
c herchée, la projection boriiootale de» tongeote» corrwipuj Mita »; eamople 
d'un plan auxiliaire qui donne des points de la conrfae cherchée et la projection 
horiionlale des tangentes correspondantes, 7n5 

46'- il y a entre Jei cylindre» de l'épure œ qu'on appelle nrracJiemmt. Si Pnn de» 
cjlindre» pecçaH l'auiro de part en part, H y «oMt oe qu'on appdle péni- 
tration, ,^ 

46a. Déllnition» générales d'une branche Sarrachememt «t branche de phO^ 

463 et 464. Comment s'op^k réunion de la courbe d'entrée etde la cenrbe de «ortie 
des deux cjlindres donné», lorsqu'on -passe du cas de la pénétration à celai de 
l'arraoliemenL; comi&ent on jnge qu'il y a pénétration, ou arrachement, entre 
les denx cylindres .deenéa, «ans construire leur intersection , ibid. 

4fe> et 466. Eaéctttion de Vipnre. Rfegles-pour déterminer le» peint» va» et cachés de 
i'întcrsection dnmandée; détermination des 7>artieg des élémens de chaque 
cylindre, qui «ont cachées pour l'autre cylindre, i nij 

■467 et 46^. Paoai-èatB a. "Tnuyer Vintenection d'un cône et d'un cylindre. Con- 
struction au moyen de plans auxiliaires menés par la droite qni contient le 
sommet du c6ne , et qui est parallèle aux élémena da cylindre , i^g- 

469. De diTer» plans auxiliaires qui donnent , aTcc les points de la courbe cherchée, 
les tangentes corrcspoudanlcs k ces points, ou au moios une des projections de 
ces tangentes, 

470—47^ L'exemple de Pépure présente une pénétration ; comment on reconnaît, 
«ans construire l'iatersection, que les deux surfaces données se pénètrent on 
s'arraclient; unct^ne et un cylindre peuTcnt présenter iin arrachem«{nt , quoique 
leur interjection soit composée de deux branche», i8o 

47?. Moyen qu'il convient d'employer poar bien classer les points Je chaque branche' 
de l'intersection demandée, i87 

474—4?^ Exécution de l'Eure. Obeerratios» sur les coostructipos .ii^iqaéec*, mise 
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* ' au tf ait de; lipncs de l'épnrp; de la f^cterm^natîon des parties des clfoicas tus , 

Jane des surface» données , qoi «ont cadiées par Paatre , page i8i 

H** 477 47®' PaoBtiMï 3. Deux surfaces coniques étant données j on demande Uur in- 
Unection commune. Construction des points de l'intersection demandée-, les 
'■ - ' points obtenus appartiennent à pTasienrs branches. Manière de rcconnattre les 

* ' points d'une mémo branche, i8i 
^79^4® r. L'intersection cherchée a trois branches, une de pénétration et deux 

d'arrachement ; les brandies d'àrrachemcnt s'étendent h l'infini. G>nstruction 
'* ' - ' dm éTémens parallèles des deux surfeces données-, moyen de se faire une idée 
claire des diverses parties de l'intersection , i83 

* i^da tH^SB. l'Ians auxiliaires qu'il oonrîent d'emplojer, parce qu'ils donnent, avec 

des points de l'intersection demandée , des tangentes aux proiections de cette 
' ihterseetien; d'Inné singularité qoe présentent les points donnés par le plan 
anliliaire parallèle an plan rertioal de projection , dans k cas particulier de 

répnre. iS^ 

^ 484 et 4ftS. Scr le» plant «uxîKaires gai , dans le cas o& lia dïffihreraient les uns des 
autres, donneraient, avec des points de l'intersection, une projection des tan - 
gentes correspondantes, i8S 

486 et 487- l^cs branches de la courbe d'arrachement des nappes inférieures. Exécu- 
Uon de Vipure , ' iVtd. 

488— 4!^- PaoBLiiEE 4- J^eux surfaces de rèyoltUionj dont Us axéf Ont M» poùU cem^ 

mun j étant données , on demande leur intersection commune j 186 

^ 4qI'~494' PBOBLiiu. oBxiaAi^ Etant données deux surfaces quelconques , on de' 
mande Uur iniersection commune. Procédé f;cncr;d; clasj>emcnt des points ob- 
tenus ; des branche» qui se réunissent; choix des surfaces auxiliaires, 183 

« QIAP. in. Des tangentes aux intersections de surfaces, 

V°49^ Preon'cr procédé pour oon«truire ces tangentes pegB 188 

496. Dcuxièave procédé fourni par la ooQiidératioa du plan normal , ibid. 
. 497* 1a tangente à la transformée d« l'intersection d'une snrfaco quelconque et 
d'une surface développable , ibid. 
. 49^ ^ 499- ^3 ^ cea moyens de mener des tangentes ne s'appliquent pas; on n'a 
pas de procédé direct pour mener les tangentes aux courbes de coulact, 189 
5oo et 5oi. Des asymptotes; de leur construction , 190 
5oa et 5o3. Pa0Bi.iMa i*'. Par un point d^ intersection ttun cylindre et d'un plein, 
mener une tangente à céttt intersection j ibid. 
fio4* PaOBLàMX2. ElarUdonnéejSur le développement d'uncylindre, la tranaformée de son 
intersection avec un plan connu , mener une tangente à cette tnuu formée j ibid. 

'. 5o5— 5i I. PitOBLiiiB 3. Étant donnée l'intersection des deux nappes d'un cône avec un 
planj on demande les asymptotes de cette intersection j 191 
5ia et 5i3, PaoBiJaiE 4- On dema/uU, sur le développement du cône dont il s'agit dans 
■ le problème précédent jUa asymptotes de la transformée^ '93 

46.. 



364 ^ TABLE DES MATIÈRES. • 

W*5i4» PnoBiJaiiS. Étant dimnée l'inienMtioTkcl'unplmU d'une sur/aetdtrii^olutwn, 

mfnfr.par un point de cette intersection, une droite qui lui Hoittarigtntf j page 

5l5. pB0Bi.i'.i(E6. Etant donnés deux cylindres ttun point de leur interjection, ondf 
mande la tangente en ce point à cette intersection, ibid. 

5iG. Pboblâme 7. Étant donnée t intersection de deux cônes , on demande lesatymp' 
tote» des diverses branches de cette intersection, tgS 

517 et 5 18. PnoBLiicB 8. Étant dotuxé un point de ^intersection de deux surfaces de 
révolution dont les axes se coupent, on demande la tangenteence point à cette in- 
tersection. Prta'Kreio\ul\on,frle procédé du a" 47^1 deuxième aolution, par 
le procédé du plan normal , ibid. 

Sig— 5ai. Des tangente» à des pointa lipguïîers de la pro)ectîon Terticale de l'inter - 
•ection , iqft 

5a2 et 523. PnoBLiiMF. g^n/ibal. Étant donnée l'intersection de deux surfaces j et sup^ 
posé que celte mternection ait une branche indéfinie qui ait une asymptote j trou - 
ver, 1°. cette asymptote ; 2°. xi l'une des deux surfaces est d^vrloppablej trouver 
sur son développement l'asy mptate de la transformée de la hraticlie indéfinie, ic>8 

CHAP. IV. Des sections coniques^ 

m* 5a4 Définition des sections oonîqnet, page 198- 

5a5ct5a6L Des sections dtt oône arec un plan en mouTemeut autour d'une droite qui 
perce le cAne , ibid, 
5vj. Des sections cjlindri(|ues, * aoo- 

528. Analogie (les sections canii^ues avec l' ellipse, riiyperbole et la parabole, ibid. 

529. Des sections circulaires du cône. Dn plan principal, ibid. 
Sio. De* sections circulaires parallèles àk Uase.D'unesectioacirc^kire dpnt le plan 

n'est pas parallèle à la base» ibid. 
531—533. Des plans et des sections mntiparalUles ; situation de ces plans; le plai» 
principal passe par les dieux droites <pii oontiennent les centres des sections antl- 
parallî;le5 , aoi 

534. Des pôles OONJO&ué» et de*, cordes con/uguées du cercle. Ce qu'on appelle 

corde* d'un câae , aos 

535. Du pôle d'un système de cordes paratIèUs, ao3- 

536. De la corde polaire d'un point ^ ibid. 

537. De l'are des pôles d'un système de sectîens pan11èler> ibid, 

538. Des cordes conjuguées et des pt'iles conjugués, jo4 
539— 54x Propriétés remarquables du cercle aotiparallèle, U>id, 
543. Enoncé général de la propriété des. cordes polaires cou j uguées du cercle,. 907 
544* Diamètres conjugués dn cercle,, ibid, 

545 et 546. Des duhètres OOVJIIQUÉs des sections coniques. D'un c4ae etd'ao piaa. 



LIT&E IV..' mXBBfiECTlONS DE SURFACES. 36£r 

•^tti se coupent snitant nne section fermée ; oosttnwtkm dal'tXS 4es pôles de 
U section et d'un sjUème de pôles conjugués, page 20S 

»• 549. Lm qoMlrililhw iiMarili «roqnwrîte à k bue répodbit à te yumM- 



..'548 et 549. Chaque section a un centrt; des diximètre» conJiiguJ$j aog 
. il$oet55i. Ch»qacdiamèlrediviseeop«»lie8égale*le8cordesparalièlesàmangenteàion 
«stvémité ; cette propriété oqûvtnl i b^ttnWoD te din^^ 
^«t ftS3.. U Mc^ioo fermés » to^W.te dnpkliM rMtHD«id»im} te «M et <!es 
«omm«/» de la section, 2'* 
554 et 555. Cas de la section à deux branches; construction de l'axe te pAleeet ^aa 
. eyritedeeortewDjiigite,. 
■ 556 et 557. Les quadrilatères inscrits et circonscrits à la hase réponilcnt à des triangles 
doubles opposés au siMMoei} tLU d^ pôle» variant sur l'axe des pôles, l'autre 
' demeure inunobUc, . , .. 
5S8 et .S59> Le MiBliotf à tea hmaÀ» a un centre , des dtraeilANe tuifiigHis, . ai 3 
S60 èt 56t . Elle a des diamètres recleiiBiilairei. pa Icswnbbw ses atttê ttutrM; axe 

imagiriain j tommets j 
56a. Elle a des asymptotes» 

' 563 et S64. Cas de lasedion à une seule branclie infinie; Constnietieii dsFaiete pôles 

et (l'un sYSlènic de cordes conjuguées , ibid, 
565-r56j.. Analogie de cette section et des sections fermée et à deux branches, relaU- 
venwttt ™« lignes qui correspondent ans ^[nsdr ilatdns rasants et euoonscrits à 

. Ubase, a»4 

' nes^S'jo. De ce qu'nn ai^pclle dimnéAws de la section; elle n'a pas de centre^ De son 
axe et de son sommet, • •. . ^*5 

571 et 573. Gasde la sectim cjlindrli^ Gefle sec^ a w «M et te 

conjugués, ■ 
573. Sut ta manière dont se transmuent les «nés dans les antres les WQlwns fermées, à 
deux branches et ouyertesr 317 

574'^57& LbS sections rOMOUF.-'! sone des el/tpaes , (irs hyperholes OU de$ para- 

hoUa. TUorème relati f au cercle coupé par trois sécantes ; ce théorème «détend à 

toatesles sections eoniques', démonstration, tfrui. 
S77. Il iPélend aussi aux sections cylindriques , aao 
S78L Kelalîon à laquelle ce llx-orème conduit lorsque l'une des sécantes est un dia- 

mètre«et que les deux autres sont des cordes conjuguées à ce diamètre, ibid. 
579. Les dietMioea comprises entre deux pointi dt«M droite, e> VmMaàtà do «ette 

droite située i Fin6ni , sont rigoureusement égales , aai 
SSo^.Lf carrés d«s ordonnées de toute tectioaeonifU* SMtt êOtrt Cmm» Iti rtC" 

tangiesdeêtegmeiucomspondqfUt .393 
58i. ta section liem^eeit nne dlipae^ ^ iHd* 

582 et 583. La section à deux branches est nne hyperbole , 2 4 

.$84el 685. Les otfiéa.te.attein^^e U seotioo omrertc sont; enlaee «m PWm.-^* 
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9S6 TABLE ]>£8 MATliRÉS. 

parabole, page saS 

N" 586. La aeelMm otivMe dt vitt pardbole, aa5 
5B7. Lw MOlioiM ooaiqoM alogidiirei Mot Ma n tiqiai 'à Wfc^dPpiMl^ Mr liTparlNliB' 

et les paraboles singulière?, jia^ 

' 588b Ln oànes qai ont po«r bases dei wbtieai ooaiqa» ae yca ye a t être oovpéi qae 
MlfiflMte'iettilldtooniques, iÛd. 
58^ BMprojeetîoMoUiqoefet* 



59001591. DiiS vtkvs DiÀJHÉTaAUX deg c('>iug.Oe<fa'oa*ffdL» vMpitutdiamitmlf 
ce qu'on appelle un plan tRamétntiorthugonais aaS 
et Sg/im Dei pians diamétraux conjitgiUt ; des plaiu cBmmàlitna pHnt^miM / des 

axes d'un cône ; de Y axe réel j et de l'ojw imaginaire j \hid. 
594 et 595. Le cône à baae circulaire présente un syctème «le plan* prinaipaux^Uii 

fig|6 et Sgfj* TJn oâne i base cîrcolaire n'a qu'un seni système de plbiBi «aâfenIHIeL 
L'axe réel ne peat contenir aucun des centres des sections cîrcuTaîres, aag 
598. Toutes les teclions coniques jouissent oomme le cercle des propriétés des cordes 

figg. Trois pôles conjugués d'une «otiOB cooiqw AtennSneat àm qwièiM'dé plans 

diamétraux conjugués , sSo 
600. Ëtant donné un plan diamétral orthogonal, il s'ensuit un sjstèn^e de plans 

Trtndpenc, ' tSU. 

'6o«— 6o3. Tout cdne qû a peu hêm vm miAm ponifw • w tjàhmà de plene 

principaux: Aid. 
604 Tout plaui perpenAnhiveàFeM réel dfin câne qpi a paar biae une section 

conique le ceopeaaÎTBiiit une ellipse , 
Go5. Un tel cône peut toujours être coupé suirant un wrcTe , ibid. 
606. Tout cylindre dont la base est une dlipse, une hyperbole on une parabele, 

pevtaBMÎélrecoopÀperunpbneaivuitiiaeeNlef 9(34 
607^ Toutes les ellipses, les hyperboles et le» pegebofae pnwilJni, m tMmtpft sur les 

flânes et «^grliiidxeeà bèaeéciMiiUiree, ^ i^idL 

608. ThÉORÈMU et PftOBLBHBS sur />• «MAMWCVnijivs^ a35 

609. Tuàotàta t**, Lt9 ordamU» ttmt$el^pt« ét d^uh cerck fat tmt tm am tmuHm 

mUtmnBUmeommêlÊtmAFeilipttf M. 

610. TirfonèsEE 91. Dans /r mém^ cas l'ellipteetU cercle ont mitnt aoàiangente , ï36 

611. TnBoaiiis 3. Toute droite igaU tmdtmi-grandaxt d'uni ellipte, «tqui i't^me 

prise dans l'angle des axM ^golé à FexctntriciU j • lAigL 

6ii. dMolir. £MQ4dé «nple «t eendMde poor déeriM l'cllipett,- «S7 
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LIYKB IV. INTEIISECTIONS DE SURFACES. 567 

'^^ 6i4- Taioaàio 4- Si fon inciùu tous unminuaaglê Us ordonnitÈ orthogonal** 
^iinonvi^^ >/ M cAai^ni«n«tf^«. J)e U tangente à cette eUipae, ^pè^iZ-j 
. '6|jL RmkIwi t*. IU<P«jëbiH>> «M* ^ mpub^t fmu Ma^m, «MHMT l!krtrtr» 

i , tu* t \ a38 

6t6. P»obi1mï 2. r/n* surface conique à hase circulaire et un plan étant donnés , dê- 
Urmitutr Uutr iaUrw}tiafjk4H pon»iruiifantjfiimeurK$firat<tim«t d* Juwuttre* coit- 
Juguiê A etUt biUmetkm, iHd. 
' ^i7'<t 6i8. Faauiaa 3. Conaamant Pwuruction ell^Uqu* d'un tint Jetait dretf 
lairt et cfun plan, tromfer Uê OiUtdtmtlÊ imttneetùm. ftew — y n wtflb CW la 
thàarie de» awht» 4waUijùret , sSg 
. f%Ê^*Vmmàâm^ **v\r*rmr* » *••-■•-—■««*- ^—^«a.^^ .a^t^ ^^^jJ^ 



.CflA^. i**. Déffékppmmmt de$ nafiuiès. 

a4i 



mande de cotutruirtaoo développement j de rapporieraur ce développement une 
courit piÊtnim tur lAêwft et dgua é e, stde mener une tangente à la transformé* 
dteUI»€BÊiiitfpatmp^tàakt tpèUnUnmtmtnir«tm.mmÊ^brmits ihid. 
Mt^mlSSff. 'Htmàia^.ÉâlUttiilonahMat surface oonifue^mdtmanded'«ncomtruire 
le développement , de reporter $ur ce développement luie courbe donnée sur la 
tisrfiiee conique f et de mener une tangente à la tranafbrmée par un quel' 

j im tmihimfmM e a44 
CM— 645. PaoMiMi a» Ahu dmni mU^te*^ d jpt kp j pa W t^ eonttmin eon dève- 
loppement f a^S 
^6. De la tnaufomée dlmte çQ«^.Miiiiitie jtir l*béli$otde , a5o 
647 «k64a D'an moyBa.tt>t mmÊmOit Ji Ah».Ma»oJae JhéMgeaejaar w moyen 
généralUé, ébidi 
649. Paqaiiaa •i»iBJJé. Une eurfimt détitlepp<tblt gueicungue étant tionnit, con» 

a5i 



. iL JSêêkJêê. Spkàm, 



Moyen de V>Iation, page aSa 

652 et 653. PaoBuàm 3. m^rtfki'tr kt^^iàrt ineçrH* dane un tétraèdre dmné, 353 
.Q&\-—6S'j. Psonixa 3. Étant donnétt trait tphi/m » on deauuid* de construire , 
tK mfit tp^imj£Mn fggvkmm^ mtikimnfm. kmgi Kf i Êt jam «■fa-ffiAlnM 
données} a*, la ftm pêtUt i§Airt qyi pùim itiiÊèmimIirimumtia ett trait 
. aphèvt^ * ■ 'a54 
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658. Des modiOeations que les solutions précédentes sublrtienl •'•giatait d'troir 

des sphères tangentes «xtériearement, page 355 

659. Paouiws 4- Quatre tpitèreê iUmt donnée», trouytr un» cinquiènu splùre qui 

le» touche toutes les quatre j • ibid. 

CHAP. 111. Problèmes de Trigonométne sphériqtte. ' 

N* 06o. Dfcfinitioii de la Trigonométrie sphérique : phjet de oe cttapitre, page 256 

661. Le» six grandeurs qui composent un triangle; sphériquc sont représentées par 
six angles, qui sont leséléinena constitutifs d'uo anftie solide trièdrc, ibid. 

66a. Question générale relative à l'angle solide trièdre. Cette question se divise en 
six antres, qui comprennent tous leè problèmes de la TrigocMHnétrie sphé- 
rique, ibid. 

663 et 664. De Vangie toUde trièdre euppUmentaire ; la considération de cet angle solide 
supplémentaire rùluit à trois les six probUines ii rcioudre, aS? 

665 et 666. PaoBtiim i ". Étant donné» le» trois anf^lei plan» d'à» angle aolide triidn, 
trouver le» trois angles dièdres aSS 

667 et 668. Etant donné» deux angles plan» d^un angle tolide trièdre ét PungU tiièdn 
compri» , on demande l'autre angle plan et le» deux autre» angUt dièdre», aSi) 

669 et 670. PHOBLiMB 3. Etant donnés deux angles plans d'un angle solide trièdre et 
l'angle di*tdre adjacent à l'un d'eux ^ trouver l'autre angle pUtn et Us deux au - 
tres uri^Us dièdres , 260 

€71. Remar<jae »nr les angles solides trièdres symétriques auxquels conduisent le» 
problèmes précédens, ^ ^ 261 



CHAP. IV. Construction dun point donné de plusieurs manières dans 

Vespace. 

N" 672. PaoBLàm 1". Troie pleins étant donnés, et connaissant le» dietance» d'un point 
à cet trois plan» , eonttnùre la po»ition de oe point, P*9B 361 

673. PiOBLÈMB 3. Trois point» étant donné», et connaùi»ant leur distance à un qua- 
trième point, on demande ce dernier, 363 

674—^76. PaoBiiaiE 3. Étant donnée» trois ligjies , et le» dittance» <ffun point à ce» 
ligne», construire la position de ce point, ibid. 

67761678. PHOBLisiE 4' IJn point étant situé »ur troi» »nrface» cylindrique» donnée», 
on demande le» intersection» de ce» turf ace» et la position de ce point , 263 

679. Vérification par laquelle on s'assure que les points obtenus sont bien effective- 
ment sur les trois cylindres donnés , 364 

(>8o—683. Exécution de l'épure ; marche à suivre pour avoir les parties vues et ca- 
chées des intersections, ibid. 

684. Sur chaque projection , les points demandés sont l'interaeetion de trois arcs vus 

ou de trois arcs cachés, ... a65 

685. P»0BLàH£ 5. Un ingénieur parcourant un pays de montagne», etc., ibid. 



LIVRE V. QUESTIONS BIVBR8B8. 869 



l l **69 6 - W g. PRomiilt & £m vimmtianem ikaU tt$ méim quê dam la question préci* 
d*nu, avec cetu diffirmct, fie,; Bojuk'd» iuliitia& Dn noiahn dat aolu- 

tions de la question ; construction , p»ge 266 

690—693. Des points des différentes branches de l'intersection complète obtenus 
le OMijen ^viamtaàmtw^Aat «uillnire. Dm pniÎBi wMh» et imafpnaim 
de l'intersection. Des diverses branches de courbe qui composent les lignes de 
l'intcrsectioa d'une cle» «orfues doniiéet avec les deux «olree. Exécution de 
i'^pure, a68 

UyR£ YI. œMPLÉMËNT. 

De la théorie des lignes courbes et des surfaces courbes, 
CHAP. I. Deg surfaces gauches: - 

11*694. Objet de «• elupitre I page 271 

695. TnÊanhÊM t*. àidgiuc surfaca gamktâ taâ m» aUme plan directeur j un 41^ 

ment commun, et deux plans tangens communs j dont len pointu de contaet 
•oient êur cet élément ^ cet deux surface» se toucfunt entre elles tout le long 

6g|Si TirfoBbfi a. Qwtfrs gue soient dmm mifiiem gauches, lonqu'elUe ont m éU- 
ment commun, et trois plan* tanins communs dont Us points de contxtct senteur 
cet élément, elles tont tangentes entnellee tout le longde ce même élément, 372 

•fi97--i6g9. •PbokAmb oMmi» ÉInU domniÊ wm turfafgnuch* qudeonqm et ùnpoùu 

70» et 701. Dn tOBVAGES qui ont un plan dineteur et deux eurfiicee dif*ctrices. 

• SîTon employait comme <îireotric«i linéaire les courljcs de contact de la MKfiwe 

gauche et des surlaces directrices , on n'obtiendrait aucun arantaga 1 274 

• 7o3-^o5. PteadMa t*^* Étuni domié* «ne «Htr/bg* gauoha, du genre de ceUoe qui 

mUmmpkmdiMcteur et deu» tmJSimdirmkiMf, m^-wt éUmmi dejoeUe 
sur/ace et un point de cet éUm m tt ^ «omftlrfl* trplm «il^f oampondant 
à ce point, 

706«»7I^ PhanfalS.' Rmntdotmtéê U êur/ace gauchequi a pour pian ékweteur U 
plan horiMontal de projection , et pour tttntetrieêê ww flBivév fmnut et «w 
sphère j on demandé i". de repritenÛT cetiê Utrfituêj 9f. de tomtnàn ïe-fitm 
. tangent en utt point d'un de eeeélémeae, 3^5 



914^17. surfaces GAUCHE3 dont la génhutrkê «îidltf iminâïeMiijir tnk 
sur/bces données. Construction des élémens. Lrs opérations deiiailBaDt {doe 
«impies loraqu'nne ou plusieurs des surEtces directriœa aoat femflaaées par 
>«%»t 378 

4ï 
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. TABLE 2>£S HATt^aBS, 

S* 7*8. PaoBfiifB I*'. Jetant donai* uue iitrfacegauch*, du genre de cflle<^ qui otUfmm 
dinctrices traie uurfàce»^ avêo fiadête» ilitnma et uapifiiU de cet ^UmerU , an 
demande le plan tangent à la tmfitçê m ce point, page 279 

7 19— î*i. V)tmim X (h nUmaad» x\ de nptiuiUtr la êurfin» jm^ JMW^ft i 

par le mttUtwnent d'une droite assujettie à toucher constamment une sur- 
face tylindrique donnée et deux courbée donnée» f de mener un plan tangent 
à cette tvrface gait^ f par un point donné BUT un df t»e iUmfne f ihid. 

fflOL Dis surfaces catcrfs qui forment lê$ filets des vis. De dca'ï genres de sur- 

ftesa ««mueUes i^piMr Ueat l'espèee de celles qui forment te* fiieU des yi§, a8 1 
jai.Oaiuu» m warhoméetMBmgknU nom if héUç^ ibkL 
7^4. BmPeA«B ti*. ^Uvnt dUtnht uafMBfi^à htm circulaire et une droifê qmifeip- 

ptiU sur cette hélice et sur ton axe, représenUr l'héliçoïde gauche dont cette 
droite, mobile tan» gue kf partie «oa^tme ^ntm fa^e et hélice varie de Ion- 
gueur j eet lagénératrie», iUd. 

faS A 7«S. U amftfle dont il s'agit est bien ue wvhm f j m éBjU tfMni t î fft i«t 
un angle constant avec l'axe do l'hélioe , 

gaj^»^* Caostructioa 49» éiément de la ^svrface j des couriies ^ui i«trmept les coa- 
to«v*4e laproie«ltii»^wtiMl9^towl«IMlinto4i-|p|i9^^ 
hélices de même pas , a8a 

73a De la construction des plans tangens à l'héliçoïde gsuche , ibid. 

n^w^^ J)e8 héli|0essiiiguUiQre0 tmifunt ksqueMes se coupeot 1^ difiereot«» parties de 

Vmst»â0', wi*n^i^:wn4êm m m,Jg mMo9 der^, M 

735. pBQBi^baa. Représenter U MÊifat» ^une à filet tnaitguhin* 384 
g36— 738. CoastracUop de* positkMis de U jitotwtiiwfy, àl$4mt«im ^ fcajectioa 

de la vis» et de Tarète rentrante y 
73^741. Des m» mm mlM%mâmt»te Idfc àm ieiUe-q«i«HW:«Md»««^ De 

dcuxTÎS, Funesans arête rentraote, et Peutreoyec .nr.He rentrante, que donne 

, rhéliçoubi p~rfr 4|»*a» l'wl iwifiiii* dm »>iyréMntcr AiKUt k p rob lè me pré- 

^Ui^ JkkMem^AhM'^*'»Atmf§,*^ii.^^, ^ 
j44'M 44f>^ Ttmàtn J5. ReprésenUr une vkà jUetéfmmL Mm MHhw fMChes 

ibid. 



N° 94& J>f» 0*»ff^^Wltt 4$ vl«iir« Çiv m ti f 'vti q/ > f * fii ide JImks «t^^et.de rebrousse- 
inaal, 1»8» 
^f^^ijg, lÂ dénOBiiBitiini dTarlte de relveuaiemenl «t jMis, c^est-4-dire qoB ke 
dâvji n*ppai d'ope emeloppe t^jiiûwnt teofoare par one eourlw de rdb»9«Ne- 
nwn»} d <i m qiinfc f » t i^ pfWir le cm d«i wriMesdétel^pobtas. I^éinoiutntion 
pm wim» iv¥!èf)mi9^ V^mitàMikiÊàtitm dm am^ 

plMFe^pèoedepliéiioiiièMqwpiteBtefcNi^^ 
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LIVRE Vr. COMPLÉMÊNT. 9jl 

H^^Bo— 758. D'une surface prisé poor premier «exemple, pagi Afiff 

^ ^59— 761. D'une surface prÎM pour aecood exemple, ago 

ment les propriétés des enveloppes , ibid. 
j63. D'une surface déreloppcUe qai jwittfie ces propriétés « et dont te oAné rf'eatqtfan 
cas particulier, 991 

HMXÊ, Ht. Ùet umgenitif dei rajronsde àaui^iat, ëtdesdMi^pieides 

. l^nei courbes, 

9* 7^. CM>jBt de œ chapitre, . page 291 

765. 1)ês TAHcmms* lly adeazproUàiiiesàréHMdMiiir kitangeates, i6uL 

^ 770. PaOBijiBGB i". Une ligne courbe quelconque j aoumise ou non à la loi de con- 

tinuité ^ étant donnét ainti^u'un tes points, mener par ce point une tangent» 
âeemeoitrbê, ' - 99» 

77l« SteHiacB. Une courhe e^yant été trade une manière quelconque ^ f < 4* ^S* 
rection d'une déuê tmtgmtt* étant donnée^ on detmomleUpoûU de couioei de 
cette tangente, 994 

77a. Des rayons de oocrbure «our&n. Las njoifs de ooniliQré d'une 

Gourl>e ^ double courbure forment une surface gaucfie , ibid. 
773. Tonte courbe n'a, en chacun de sea points, qu'une seule courbure , agS 

77$ «t 776» Usage de ces angles pour plojer une ligne droite ilaxiUe «nr vae courl» à 
dooUe courbure donnée j ils sont indépendans, ibid. 

777. Vasmàta i**. Étant donnée une courbe à double courbure et un point de cette 
«aueh, «n demande tepSanoaeabttnÊrqideonwljpeiid Ace ptAii, 997 

778L t'ROBiiaiCB 3. Étant donné» une courbe quelconque etun de êU fnotê, OU A* 
mande le rayon de courbure eoireepondant à ce poini^ iHd, 

779. Des dkvkluppkes. De la description du car<|B an mojen ^ an pAles, 998 
TiQtt. De la ligne des pôles d'uu élcnicnt d'one ligpa copi^, et da. tVfvk dto courbure 
correspondant à cet élément, ibid, 
7S1. Da Hen oea pAlei dea âémeiM ^ane Ugna eooifa; «e lieu e«( mia «w 

pahle, .... 999 

782. Des <1t!'VL'!op|>ées d'une li{;ne courbe, ibid. 
983. Lorsqu'on déreloppe le lien.de( p<kles, les développé» «e transforment en lignes 

784. Moyen d'aVoir une démloppée, quanif oo tmfno^tun it» pMéi» i^ià. 

785. Moyen d'engendrer une courbe par \ai mouvement continu , 3oi 

786. Le lieu des pûtes des élémen^d'une oourjie jp^ne est vue &urluce cylindrique, ibid. 
787—>78^ ffamugiiaia ohâMàaM ÉHm t domU* km cmtrbe quelconque ^ oti demande wê» 

tupkuimtn d» eee dé i >»k fpée», Md, 

47.. 
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579 .TABLB DES MATIÈRBS. . 

N*'790— 795. i" Eittm^lt. La courbe doiuiceest l'interaectioa d'une spbère et d'un cy- 
lindre à bue cifcolaire. Le lieu des interiectioins coMéoatives dee pleni bqc^ 
maux est im c4m ^ il art coii^pocé dft qMtre puliw fntSkti dé«déi!pe|mn^ de 

oecdne, page 3o3 

7g&— 800. GoBStroctioa de la dirdoppée ; génération de la courbe donnée au mojren 
de M développée. De la oonatruotion do njon de courlMwe) . 3o3 

8oi»8o3 5* Esfmple.VnchcMce à hase circulaire étant donnée, construire son rayon 
de coarbure et l'une de tes développées. Le lieu de toutes le» dévelefpéesd'ttiifr 
hélioeertiiiiliélifoidedévcloppable. ' 3oS 

8e4'— 80^ Développement de l'béliçoïde; propriétés principale* de la dévdoppée; 
Oentlruction cîps projections de la développée dcmatidép ; de ses tangentes, de 
MtpiTBiptotesj composition du système de branches de courbes qui la for- 
ment, 3o6 

810 et 811. Génération de l'hélice donnée par Icmojén derM'dévdoppée;coauBent'on 
, déduit toutes aesbrancbesd'iiiied'entre cUes, 3«8 

ÇHAP IV. Des mjmu de eouiiun et des lignes de courbure des surfaces 

coulées. 

N" 81 2. Une surface conv*se quelconque, et une sphère qui la touche, peuvent avoir une 
aorflMse d'eUonelieîiient plus on' moine con^déreble, mÂmi le 1*700 de' la 
sphère, page 809 

8i3. Des stiiTncrs sphériqocsqni ont avec la aoriaoe donnée la pltugrande ooofbrmité 
de courbure, 3 10 

8i4 et 8i5. Dee iphèrm OÊaUaSrictê dPnne aurfitoe «mmwm et Jnw eurftee no» 
eonvtxtj 3ii 

816. Une sur/ace guelccnqtte a , en chacun de ses points , dtux tphères osculatrices , 
dont les ray ons sont ceux des sections normales de moindn et tU jtlus grand» 
eourbium €oni$ipenda$Ut$ à et poiiti , -SiS 

817 et 818. Si 1*00 s'écarte infiniment pea d'un point d'une surface, en suivant les sec- 
tions de moindre etde plus grande oourburede cette surface, les normalesaux 
point! ^anÎTée rencontreront la normale du point de départ ; les autres nor- 
males voisines ne la rencontrent pas, ' {Jl^f* 

8ig. Propriétécaractéristique des arcs de moindract de plna grande eonifauvi ibid. 
8ao. Casd'une surface cylindrique, 

. fer. I<sawedemeî«dl»etdeplosg^a n ^ecn Kt ^m^nd^^l»iBrtMeq|^fc^eonquesec^ 

pen* à angle droit , fj^^ 

822. Principe d'après lequel on évalue les rapports de courbure des surfaces, 3i5 
8a3. Une surface n'a en chacun de ses points que deux courbures , qui ont leurs centres 
et leon rayons partieulienf 3i6 
8a4' cjstèmes de ligites de courbure d'une suriàce , HuL 

9aS. Les lignes de oonuhm des dens ^stèoMs divieent b coriaoe an ^ément rectan- 
gulaires, : . 
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LIVRE Vr. COMPLEMENT. 

I^* 826. Lea lignes d'une des courbures d'une surface de révolution sont l^méridieunes , et 
celle* de Fenire cwwbare sont les' sections cirenlaires, page 3 1 7 

82^. Dee lartecedéTClopiMibles que forment les droites nornialcs à une surface qucl- 
oonqup suivant ses lignes de courbure; des surfaces des centres de courl)ure,3i8 
828^830. Toutes les normales d'une surface sont les intersectious de deux séries de 
surikoesdiréloppables , qui répondiest «ttz deux systfanei de lignes de oourijure 
de cette mrfKse; keden sarfaoes des centres de courbure eont ordinairement 
msppes d'une même surface; toute surface n'est pas propre è être le lien 
I des centres de courbure d'une autre surface , 319 
8St. De h ntoatioii des surlMea des centres, scIob que le snrftoe doutée est pertoat 
conTe:ie, partoot wiicoiiiTeie» cvconreieenoert^tiieipertieictBoncoinvaie 
dans d'autres, . 32o 

932. Del&li^Dedeicourburts sp/iériquesj ibid. 

833. Applicitiondela théorie précédente li Part du teiUevr de pierres» Md. 

834. Applications Part du gniTCur, Ssa 

835. Construction du rajon de courbure oorreaponUaot h un point d'une sur- 
face, 333 

836. Coutractiein des direietiens des l^raes de ceorlnve correspcodantes an aiàne 

point, 

937^839. Seslignes de courbure par rapport îi leur construction, et particulièrement 
de celles de Pcllipsoïde généreL lîee iuê$ principaux et des etlipùt frine^mUs 
de cet ellipsoïde ; génération de cette snrfMe } de ion plan tangent, ibid. 
840. De rdlipsoïde de révolution, 3a5 
841 et 842. Des projections horizontales des lignes de courbure, i^tdL 
843—845. Des ombilkt; des projections verlioakades lignes de c eurlum , 3a6 
849—948. Application deiatbéeriedesligMS decmwbnredeFeUipeoideàleceiistnic- 
tion d'une voûte, 327 
949~95i. Des constructions auxiliaires, 33o 
959 et853. Ce qui précède nontxekaéeeMité d'eUierPétndedeV Analywà ceDedeU 
Géemltrie; coteperaisoB de ces deux I 



NOTE3. 

ll«854. Sur las notes, page 33a 

NGHB I**. Dt tfMipm^ dê rkypêittk H dt Upambob, 

N* 955. De l'elumi. Définition de rcUipee} de ses fiyms de ses rayoTus vec- 

Ut*r$j page 33a 
956—859. Coortrucftion de Fdlipse; de ses oxm; de sessonmeik. ConMradidB de ses 

foyers, ibid. 

859. De son centre; de SCS diamitnêi ioVtsBmtneiié, 333 

860. Des ellipses semblables, ibid. 



Digitized by Google 



574 TâML^ DES MAtlÈUSâ. 

rayon» vec 

Uun , page 333 

86i et 863. CotutmctiDii de Fkjperbole. Ditét otMy de «m d«» de ton 

biU^kkAfé, au. 
864. D^s tomrhets rith et imaginaim ; oCMitMClioB doi faffecë éhOll doanii Ici 

•ominets; de VhyperhoU é^tMatèn^ 334 
869. Ba deidïamA^^ iUd, 

867. DBtJLÉ&KAMLÉ.I>MQftîo<ideIapanbo^deMn/^(f;desa£^t/*c<>^>et& iiù/. 
868 te 869. Cimtbiietioad6kparal)(Je} cette eoorbeeatàneenipteiniin^^ 

dans un mu, ou une Ljp eriwb ndataMalalongia dtAeîè ifiuappNéf &id. 

870 et 87t. Dca diamètrts. Du paramétré^ 335 
872. Des peraboIessettibUblei, »6<d. 

873^ Dti tiMMTtt àPéO^i à nijfpitmÊès nàlê foMètU IMMfiM dé k 

ftm^n et de la normal j , iiirf 

874. Conattuction de la tangente à l'ellipee, ' - ' 336 

#7$. CoMlrâelimd«htii^|Bflteàn9pàAe^ Md. 
846 ut 87^. Destangentaiàny^dlÂlèM^lfcif ^iffitt^d^^ 

Des asymptotes , ibid. 

878. L'hyperbole s'approche oomtammeot de ee» atymplotes asns jamais les rea- 

oMtwr, * itS^ 

879 et 880. Constroction de la tangente k la para]x>Ie , Uid, 

88f et 862. Des coordonnées rectangulaires et obliques^ dane h pff*wVf I» so$w 

tangente ett double de fabtcittef ibid. 

663. La paiibole ii^a pei d'aiTiiiptolee, 338 



864. Dbs viRiÉTiLà t^ellifeee ^d'hyferbole» eêfbpaniole^ Cm IjjpwteaMnt un 
même genre, ibid. 

885. U««de,l8p«at,«tdauaniileapaidlUetMal4eitwiélfad'élli Wd. 

88S. Lee aqraipintai dfnM lijpailMte, aonl ne avtn lijpvMe eiwWaHH à la pre- 
mière , ibid. 

887. Une droite unique, deux .droites qui se croisent, et deux droites parallUes, 
■oBtaMipiiiéltid'hTperMWj' . . SSg 

88B:D«a wiélétaepBrabolfli, HbL 



ri<ytE il Âsr Iss eoùrièi'qiii tiu pour proJecthM dtux ligne» égale» eemblablemeM* 
£^poiéeêparrtfponàmi»pafaidieHlainàlal^gmAi»r9f 

M* 889. ITne tdle oonrlieeat dansun plan iodinét 4^ avec les plant de prdjebtion, page 339 
'1^0— 892- On peut mener par itn ptnHt qtisitre tt tèi àSéi^té, étant dcttnée k 4i»«6^ 
qai doU kar aarrir de projÏBctioa. Gai ^tecMtM 

\ 



Digitized by Google 



NOTES. ?}':5 

Ungulatres. SI la ooorbe donnée est un cercle, le* «{uatre oonrliea se réunitxint 
9i^4fip^. Çfs Affvx. çfmpff mooi des ^igit^, page 340 



%5 ctfelS. ^otî£i de la dénçiBiiiatiçB ^jooud>m <têrtnfi ^ I^IJBP^ cpmht» 
Êim»XË»immaAàm«imrit»d'tniiun, 34i 

«• 897. De U valeur d« «i.#w im |i wW »^> «MÎ U ;(î(Bt.fl|(|po^i .ip reslreîml. e 
Fempioi, jpl^34i 

NOTE T. nurjiwf mmu0f. 



M* 8981 Taioaiia. Lm meàom O'im «* ^*irtf f»itf 0^ fvmiH^ 

blabU», XIS^ ^4* 

8^9^ CnMW.ÉW a*. 9m !• ptnlUtt«i» dai tnganlM mmêm pw lu poort» cPun 
même élément à dn «étions parallèles , ibid. 
goo. CoBQLLAiu X Toolçi kt droilat menées par le SMomet d'u odne sont tan- 
gentes à oe «munet, 34S 
g»i «kgoa. GoMU&ittS. TavtplMineaéper le SQaaMidWotataittMignt&ai 

iWii. 



NOTE YL FMmiimmim dtnt UgHmçanAm «tete dâm «s iiiAn« j»iiin^ meiur mw 



lf*go3. Gooftnictîon , , • page 344 



MOTKTIL £ a « mm/hi ndb A I» HCtionfaiu par unpttmdaÊumf^ttnAit â bam eireu- 

laim êêt iMM «mMo£a/<r. 
lï*9o4. DCmoiMlralion, page 344 



y 90g. On Jafc diitiitB» dtttgwwiaB gttmlwrtiiiwgtMiélliqMi, pa«a344 

go6— 91 !• Db OOPVnVCnOM <}0f V^EUCKIIT qu€ ta ligne droiu tt U cercle , ibid. 

91»— 918. Du coMtAOcnoiu exicSHT Ugnm cimrbe* autnê que dn 
cerçleê, 34^ 

m M Là «A» BM luniui. 
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ËKRATA. 



Page a4> 66. Les moU hormontal»$ tt vtrtieaiêi, amployéi Aeia fois, éomal étw 

au singulier. 
99» aa havt de k piflfe, Iïm* PL la. 1%. I. 

io5, devant la 3* ligne, mttu» l'indication Pl. 17. 
aao, defantla 12* ligne, metut Fig. 3,6, 7 et 8. 

ait , an bout de ia 7* ligne, finissaut par les mots sur utMj lUez Fig. 5. 

ibid., en bas de ia page, au lieu de = *» —-7 = ss i, ^ 

rm pm rm pm 

aaa, devant la 8* ligne, mettet Fig. 9, 10 et' 11. • . • 

227, au bout de la 21* ligne, U»e% Pl. 4^ Fig. 6, 7 et 8. 

îMrf ^ ligne a3 , de le voir, An* ae le voir ^TÛTtO. 

aag, la ligne 34 doit commencer ainsi : SgS. Si le 
255, au bout de la 18* ligne, luê% Pl. Sa. Fig. 3. 
ihid.^ au hovA de la a4* H^no^ tiae% PI. 48. Fig. 3. 
a6o, devant la 9* ligne, lUti Fig. C. 

3ei , an hant de k page* «.^ïien; Pl. 6a> Fig. 4* 



• • • • 

{. BayerJeche ^ 
I Staa^blbnoUiek I 
l. Mûnchen I 
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